Szimmetrikus kombinatorikus struktarak MSc hallgaték szamara

Bevezetés, mi is a szimmetria?
Eléado: Hajnal Péter 2023

1. Grafok automorfizmusainak csoportja

A szimmetria, szimmetrikus szavakat a mindennapi életben is hasznéljuk. Az ilyen
esetekben a megfelels matematikai fogalom nem fedi a szokésos értelmezést (nem is
fedheti, hiszen a szokasos értelmezés szubjektiv, altalaban a torténelem sorén at is
alalkul). Az alabbiakban a grafstruktura esetén emlitiink meg néhany probalkozast
a fogalom matematikai megragadaséra.

Definicié. Legyen G és H két egyszerd graf. Egy ¢ : V(G) — V(H) leképezés
izomorfizmus, ha bijekci6 és u, v csicsok akkor és csak akkor szomszédosak, ha a
o(u), p(v) csiucsok is. Ha a G és H két egyszert graf kozott 1étezik izomorfizmus,
akkor azt mondjuk, hogy a két graf izomorf, jelolésben G ~ H.

1. Feladat. Irjuk le (eddigi tanulmdnyaink alapjan tippeljik meg a) grafok kézotti
izomorfizmus fogalmdt. Irjuk le turnamentek, halmazrendszerek, hipergrdfok izomor-
fizmus fogalmdt.

Konnyd latni, hogy az izomorfizmus reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv tulaj-
donsag. Van azonban egy halmazelméleti probléma. Mar az egy-elemd halmazok
sem alkotnak halmazt (nincs olyan halmaz, amely elemei pontosan az egy egyelem
halmazok). Igy a grafok (akar az egy pontt grasfok sem) alkotnak halmazt. Igy
az izomorfizmus nem egy relacié (legalabbis nem az ,,0sszes graf felett”), hiszen egy
relaaciohoz kell egy alaphalmaz. Ennek ellenére, aki nem teljesen naiv targyalasat
tanulta a halmazelméleznek az tudja, hogy a véges grafok izomorfia osztalyai beve-
zethetdk és egy megszamlalhatoan végtelen halmazt alkotnak. Az n pontd egyszert
grafok izomorftipusainak halmazat G,-nel jeloljiik.

2. Feladat. Igazoljuk, hogy izomorf grifoknak ugyanannyi csicsa, éle van. S6t
a fokszdmsorozatuk megegyezik. Sot mindkettonek ugyanannyt R grdffal izomorf
részgrdfja, illetve R-rel izomorf feszitett részgrafja van.

3. Feladat. Hdny eleme van a Gi, Ga, Gz, G4, G5, G halmazoknak? Soroljuk is fel
elemeiket. Ezek kozott, hdny izomorfiatipusban van m €él?

4. Feladat. Legen a,,, az n csicsi m €ld egyszerd grifok izomorfiatipusainak
szdma. Igazoljuk, hogy ezek a szamok fix n esetén szimmetrikusak, azaz ap, =

Gy (1) = Igaz-e, hogy ay, n, szdmok kozétt fix n esetén a legnagyobb a1 (m)) szam?
N2 2\2

Igaz-e, hogy anm szamok fix n esetén m € [0, %("

*)] monoton nivéek?

Definicié. Legyen G egy (egyszertii) graf. Aut(G) tartalmazza a graf automorfizmu-
sait (6nmagara torténd izomorfizmusait), amelyek a kompoziciéra nézve csoportot
alkotnak. Aut(G) a G graf automorfizmuscsoportja.
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5. Feladat. Definidljuk eqy turnament, halmazrendszer, hipergrdf automorfizmus-
csoportjdt.

6. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges G € G5 esetén Aut(G) ~ 1.
Adjunk meg eqy G € Gg grifot, amelyre Aut(G) # 1.

7. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges T turnament esetén Aut(T) nem pdros elem-
Szdma.

Egyszertd graf esetén az automorfizmuscsoport az S(V) (a csticshalmaz feletti
csoportja. Egy adott V' csicshalmazon a teljes és az lires graf az egyetlen, amely
esetén Aut(G) = S(V). Aut(G) ,gazdagsaga” (példaul nagy elemszédma) jelentheti
a G graf |nagy foku” szimmetridjat.

Definicié. G ponttranzitiv/csicstranzitiv, ha Aut(G) < S(V) tranzitiv, azaz tetszo-
leges u, v csticsokra van olyan ¢ automorfizmus, aminél u képe v.

8. Feladat. Az 6t ponti eqyszerid grafok kézott a teljes és az tires grif automorfizmus
csoportja Ss. A tébbi graf kozott az ot hosszi kor az egyetlen csiucstranzitiv grdf.

9. Feladat. Legyen G eqy csucstranzitiv graf. Igazoljuk, hegy tetszdleges F' fiiggetlen
csucshalmazdara és K klikkjére |F| - |K| < |[V].
lgaz-e ez a regularitds feltétel mellett?

Azt is mondhatjuk, ha a G grafban éliink és csak a csiicsok Gsszekotéseit lat-
juk (sétalhatunk a grafban és igy megismerhetjiik), akkor nem tudunk semmit sem
mondani az aktudalisan elfoglalt csucsrol, az V(G) tetszdleges eleme lehet.

Definicié. Eltranzitivitds fogalma hasonloan definialhato.

Legyen ¢ a G graf egy autmorfizmusa. Nyilvanvalo, hogy d(o(z)e(y)) = d(z,y),
ahol d a graf-tavolsag, azaz a két csics kozotti legrévidebb it hossza.

Definicié. G tdvolsdg tranzitiv, ha d(x,y) = d(«’,y’) esetén van olyan ¢ automor-
fizmusa G-nek, amelyre p(z) = 2’ és p(y) =y'.

Definicié. Egy G graf t-tranzitiv, ha minden zy,xo, ..., 2y € V és 2,25, ... 2, € V
esetén, ha d(z;, z;) = d(z}, ) (tetszbleges i,j € [t]-re), akkor z; > x} (tetszdleges

i € [t]-re) kiterjeszthetd egy automorfizmussa.

Definicié. Egy G graf ultrahomogén graf, ha tetszéleges U, U’ C V esetén, ha
¢ : U — U’ bijekci6 izomorfizmust 1étesit G|y és G|y kozott, akkor ¢ kiterjeszthetd
G egy automorfizmussa.

2. Fokok, regularitas

Ha csak egy helyben allhatunk, akkor az ott Osszefutod éleket latjuk. A globalis
grafrol csak az aktualis helylink (egy csucs) foka, amit érzékeliink /kiszamolhatunk.
Ha minden csicsban ugyanazt a fok, akkor az is egy fajta (igen alacsony foku)
szimmetra.
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Definicié. Egy G graf regularis, ha minden csticsanak foka ugyanaz. Ha a fokszamok
kozos d értékét hangsulyozni szeretnénk, akkor azt mondjuk, hogy G d-reguléris.

Egy joval kifinomultabb szimmetria fogalmat irunk le a kévetkezs definicioban.

Definicié. Egy G graf erésen regularis, ha minden csticsnak ugyanaz a foka (d),
minden 0sszekotott csucsparnak ugyanannyi kozos szomszédja van (d;) és minden
Ossze nem kotott csuesparnak ugyanannyi kozos szomszédja van (dp). Ha az emli-
tett paramétereket hangstlyozni szeretnénk, akkor erdsen (d, dy, dy)-regularis grafrol
beszéliink.

Vegyiik észre, hogy (megszokasok miatt) a fokszamok felsorolasanal a regularités
fokat dy koveti, majd végiil dy kovetkezik.

10. Feladat. Igazoljuk, hogy a teljes-, tires-, teljes kiegyensilyozott k-részes grdf
és komplementere, Cs, a Petersen-grdf, a Petersen-graf komplementere, L(K33) és
ennek komplementere erdsen requldris grdafok. Mik a paramétereik?

11. Feladat. Legyen G eqy erdsen requldris grdf. Igazoljuk a kovetkezdket:

(i) G is erdsen reguldris.

(11)) Ha G nem dsszefiiggd akkor minden komponense ugyanakkora teljes grif.
(11i)) Ha G dsszefiiggd, akkor teljes grdf, vagy 2 dtmérdyi.

A teljes kiegyensulyozott k-részes grafokat és komplementereit trividlis erdsen
regularis grafoknak nevezziik. Minden nemtrivialis erésen regularis graf , érdekes”.
Ko6zponti alapkérdés, hogy milyen (n, d, dy, dy) szamnégyesekre van n pontt (d, dy, dy)
paraméterd nemtrivialis erGsen regularis graf. Erre a kérdésre adnak részleges vala-
szokat az alabbi feladatok.

12. Feladat. Tegyiik fel, hogy G egy n ponti erdsen requldris graf (d,dy,d,) para-
méterekkel. Igazoljuk, hogy ekkor

dd—dy—1) = (n—d—1)ds.

13. Feladat. Tegyiik fel, hogy G egy n ponti erdsen reguldris graf (d,dy,d;) para-
méterekkel.

(i) Jellje I, J, A € RV*V az egység mdtrizot, a csupa-1 mdtrizot és grafunk szom-
szédsagi matrixdt. Igazoljuk, hogy

A2 =dl + diA+do(J — 1 — A).

(i1) Mik lehetnek grafunk sajdtértékei?
(i1i) Mik a sajdtértékek multiplicitdsa?
(iv) Adjunk g feltételt az n,d,dy,dy szamokra.

14. Feladat. Legyen G egy n ponti erdsen (d,dy,dy)-requldris grdaf. Legyen F egy
fiiggetlen csicshalmaz G-ben. Ekkor

don +do — d — d* + \/(don + doy — d — d?)? + 4(d — dy)don

F| <
|F] < o
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Az erGsen regularitasnak altalanositésai is vannak.

Definicié. Egy graf t-szeresen regularis, ha minden U,U’ C V esetén, ha |U| =
|U'| = s <tés G|y ~ G|y esetén az U-beli csucsok kozos szomszédainak szama
megegyezik az U'-beli cstucsok kozos szomszédainak szamaval, azaz a kozos szomszé-
dok szama csak G|y ~ G|y izomorfiatipustol fiigg.

Az 1-szeresen regularis grafok a reguléris grafok. A 2-szeresen regularis grafok
az erGsen regularis gréafok.
Egy kapcsolodo fogalom az alabbi.

Definicié. Legyen x és y két csics a G gratban. Legyen d(z,y) = k. Ekkor y
szomszédait hdrom csoportba tudjuk csoportositani x-t6l vett tavolsaguk szerint.
Ez lehet k—1, k és k+ 1. Ha az egyes csoportokba es szomszédok szama csak k-t6l
és a csoportjuktol fiigg, akkor azt mondjuk, hogy G tavolsdg-reguléris.

15. Feladat. Vizsgdljuk a fent definidlt, grafokra vonatkozo szimmetria fogalmak
viszonyaait.

3. Példak szimmetrikus grafokra

3.1. Teljes és iires grafok

3.2. Korok

A korok az Osszefiiggd 2-regularis grafok. Feltessziik, hogy egyszerii grafokat vizs-
galunk. Emiatt a pontszam legalabb 3. Az Osszefiiggsd 2-regularitas tulajdonsag
izomorfia erejéig leirja az n ponti kort. Ennek jelolése: C,.

C3 ~ K3, egy teljes graf (igy erésen regularis graf is, trividlis erésen regularis
graf). C, n > 4 esetén haromszogmentes.

Cy egy erdsen regularis graf 4 csticson. Paraméterei (2,0,2). Cy >~ Ky, azaz a
négy hossza kor egy trivialis erésen regularis graf.

C5 erGsen regularis. Paraméterei (2,0,1). Cs a legkisebb nemtriviélis erésen
regularis graf.

C, n > 6 esetén nem erdsen reguléris.

C5 specialis a korok sorozataban: az egyetlen nemtrivialis erGsen dsszefliggs graf.
K5 két Cs-tel | kiparkettazhato”.

Aut(C,,) ~ Dy, a 2n elemt diéder csoport.

3.3. Petersen-graf
A P Petersen-graf egy 10 pontu 3-reguléris graf. Kénnyen lerajzolhato.

AN

1. d4bra. A Petersen-graf harom kiilonb6z6 forgésszimmetriat feltard lerajzolésa
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2. abra. A Petersen-graf harom mésik lerajzolasa

Barmelyik lerajzolasbol kiolvashatd mi is a Petersen-graf. Célszert szisztemati-
kusabb leirast is megadni.

Definicié. Vegyiik azt a grafot, amely csticshalmaza ([‘;’]) és két cstics pontosan akkor
Osszekotott, ha diszjunktak. Ez a graf éppen a Petersen-graf.

16. Feladat. Hdny dt-hosszu kir van P-ben?
lgazoljuk, hogy P-ben nincs Hamilton-kor.
Milyen hosszi korok vannak P-ben?

Hdny darab (-hosszi kor van P-ben?

17. Feladat. Ki lehet-e szinezni Ky éleit harom szinnel gy, hogy mindegyik szin
Ko egy-eqy Petersen részgrdfja legyen?

18. Feladat. Szinezziik ki 2 - Ky €leit hat szinnel gy, hogy mindegyik szin K
eqy-eqy Petersen részgrdfja legyen. (¢ - G grafot dgy kapjuk G-b6l, hogy minden élét
¢ parhuzamos példannyal helyettesitjik.)

19. Feladat. Igazoljuk, hogy a Petersen-grdafban a legnagyobb filiggetlen halmaz mé-
rete 4.

Hdny négy-elem fiiggetlen halmaz van a Petersen-grdfban?

Idézziik fel az Erdés—Ko—Rado-tételt. Mi a koze a tételnek az eldzd két kérdés-
hez?

Az el6z6 feladat alapjan P-ben pontosan 6t maximaélis elemszamu fliggetlen hal-
maz létezik. Ezek az [5] alaphalmaz elemeihez tartoznak: v € [5] esetén F), tartal-
mazza ([g}) elemeit, amelyekben v benne van. F), nyilvan egy fiiggetlen halmaz.

Definicié. Az alabbiakban leirunk egy grafot. Csucsai: [6] (amely cstcsok egy
hathossziu C kort fognak fesziteni), Dy, Dy és D3 a C kor harom darab atellenes
cstcspéarjanak felel meg és van egy O cstcsunk. Elei: O-t osszekotjiik a D; cstcsok-
kal, tovabba a D; csticsokat 0sszekotjiik a C-beli elemeikkel és C-n beliil ott van a
hathossza kor hat éle. Ez a graf a Petersen-graf.

3.4. Johnson- és Kneser-grafok, metszetméret-grafok

A Petersen-graf egyik leirasa szerint a csticshalmaz ([g]) és R,R € ([g}) pontosan
akkor szomszédos, ha nincs kozos elemiik, azaz metszetiik O-elemt. A leirasban
szerepld graf konnyen altalanosithatoé egy grafhalmazza. (Megjegyezziik, hogy az
alabbiakban csupéan egyet adunk meg a Petersen-graf sok lehetséges kiterjesztésébdl.)
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Definici6. MM (n, k, s) az a graf, amely cstcshalmaza ([Z]) és R, R € ([Z]) pontosan
akkor szomszédos, ha |RNR/| = s. A fent definialt grathalmaz elemeit metszetméret
grafoknak nevezziik.

Az érdekes esetekben nyilvan 0 < s < k — 1. Két fontos specialis esetet ki kell
emelniink.

Definicié (Kneser-grafok). A MM (n, k,0) grafokat Kneser-grafoknak nevezziik és
Kn(})-kent jeloljiik.

Definicié. A MM (n,k,k — 1) grafokat Johnson-grafoknak nevezziik és J (Z) -ként
jeldljik.

Azaz a Petersen-graf egy Kneser-graf, illetve egy Johnson-graf komplementere.

20. Feladat. Vizsgdljuk meg a metszetméret grdafok ponthalmazdnak méretét és
reqularitdsi tulajdonsdgait, paramétereit.

4. Véletlen grafok automorfizmuscsoportja

Definicié. Legyen G,, az G, halmazboél (az [n] ponthalmazu egyszerd grafok hal-
mazabol) uniform eloszlassal valasztott véletlen graf. A G,, véletlen graf generalasa
ugy is torténhet, hogy az (Z) darab cstucspar mindegyikére fliggetleniil dontiink hogy
Osszekotjiik (1/2 valoszintiséggel), illetve nem kotjiik 6ssze (1/2 valoszintdséggel). G,
neve 1/2 paraméterd Erdés—Rényi véletlen graf.

A véletlen grafok nagy szimmetriaval rendelkeznek: az Gsszes cstucspar kozott
ugyanolyan eloszlassal dontiink grafunkrol. Ennek ellenére konkrét pénzfeldobasok
elvégzésével nem valoszind, hogy szimmetriat mutato grafthoz jutunk.

21. Tétel.
P(Aut(G,) =1) = 1, han — oo,

azaz eqy véletlen grdf 1 valdszinidséggel aszimmetrikus.

~

Bizonyitas. Egy vcstcs kiterjesztett fokszama legyen a d(v) = (d,eq,eq,...,€q)
sorozat, ahol d a v csucs foka és e; < ey <...<eav szomszédai fokainak rendezett
sorozata. A G graf d-asszimmetrikus, ha d kiilonb6z6 értéket vesz fel minden cstcsra.
Belatjuk, hogy G,, 1 valoszintiséggel d-aszimmetrikus. Ebbdl nyilvan kévetkezik az
allitas. R R R R

Egy a és b cstcs d-megkiilonboztetett, ha d(a) # d(b), illetve d-megkiilénboz-
tethetetlen, ha c?(a) = g(b) A tovabbiakban a és b tetszéleges két kiilonbozs, de
lerogzitett csticspar. Legyen E,; az ,a és b c/l\-megkﬁlénbéz‘cethetetlen” esemény.
Belatjuk, hogy P(E, ;) = o(1/n?) (azaz (7)) darab eseményrdl allitjuk becslésiinket).
Ebbdl adodik az allités.

Legyen A és B az a, illetve b cstiicsok szomszédséga. Legyen A; azon csucsok
A-bol, amelyek nem &sszekotottek b-vel. Hasonloan definidlhatd Bg. Legyen Gy =
Glv(G)—{ab}- Fap pontosan akkor kovetkezik be, ha [A| = |B| (ez ekvivalens azzal,
hogy |A;| = |Bal) és a Go-beli fokok Aj-beli eloszlasa ugyanaz mint Bg-beli eloszléasa.

Az E,; esemény azon részhalmaza, amikor |A| = |B| < n/3 nyilvan o(1/n?)
valoszintségi. A tovabbiakban feltessziik, hogy |A| = |B| > n/3.
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Legyen ¢ Az-ban a kiilonb6z6 Go-beli fokok szama. Legyen M Az-ban a ,leggya-
koribb” Gg-beli fok multiplicitasa. Belatjuk, ha ¢ vagy M valamelyike ,,nagy”, akkor
készen vagyunk.

A kovetkezSkben gondoljunk arra ¢ nagy. Tegyiik fel, hogy di,ds,...,d; az A;-
ban elsforduls Gy-beli fokok. Tegyiik fel, hogy Ap-ban ezek mq, mo, ..., m, multipli-
citassal szerepelnek, mig Bgz-ban ezek p1, po, i3, - . ., s multiplicitassal szerepelnek.
Azaz G-ban a d; foki csicsok halmazat az Ay halmaz m; elemben, mig a Bz halmaz
p; elemben metszi. Ez a Go-n kiviil (a-bdl és b-bdl indulo) élek valasztasatol fiigg.
Konnyt latni, hogy m;, illetve u; paritasa egyenletesen, egymastol fiiggetleniil oszlik
el. Igy csak egy paritas egyezése (ami sziikséges E,p-hez) 1/2 valoszintiségli. Az
Osszes paritas egyezése (1/2)° valoszintiségt. Igy

1\
P(E, | Az-ban van ¢ kiilonboz6 Gy-fok) < (5) .

Most gondoljunk arra, hogy M nagy. A vizsgalt eseményt becsiiljiik feliil azzal,
hogy Gy-ben lesz M darab azonos fokd pont. Legyen U egy M elemd ponthalmaz.
A vizsgalt eseményt lefedhetjiik Eyj eseménnyekkel, ahol Eyyj, annal bekovetkezése,
hogy U-n beliil minden fok k.

Nézziik meg U-n beliil milyen fokok alakulnak ki. Ezek utdn minden x € U esetén
az U-bol kivezets leheséges élek koziil elGirt szaminak kell megvalosulni, hogy a fok
k értékiivé valjon. Az adott fok kialakulasanak valoszintsége legfeljebb 1/v/n — M.
Kiilonb6z6 U-beli fokok esetén ezek fliggetlen események.

A részletek Osszerakésa utan kapjuk

) n 1 M

P(E, | Az-ban van M darab csics azonos Gy-fokkal) < n - <M> : (ﬁ) :
Az els6 becsléstink megfelels, ha logn < ¢. Masodik becslésiink megfelels, ha
V/n < M. Mivel M > n/3, mindenképpen adodik a tétel. |

A fenti tétel allitasat a kovetkezSképpen értelmezhetjiik. Vizsgaljuk az alabbi
algoritmikus problémét: Generalunk fiiggetleniil két véletlen grafot. Dontsiik el,
hogy izomorfak-e.

Az alabbi algoritmus hatékonyan, kis hibazéassal megoldja ezt a probléméat: Az
algoritmus el se olvassa az input két grafjat. Minden szamolas nélkiil ,NEM [ZO-
MORFAK?” éallapottal leall. Ennél hatékonyabb algoritmust el se lehet képzelni.
Tétellink ekvivalens azzal, hogy a hibazas valoszintsége nagy n esetén kozel 0.

Ha a fenti bizonyités alapjat megértettiik, akkor okosabb algoritmust is tervez-
hetiink. Ez nagyon kis valoszintiséggel ,, FELSULTEM” allapottal all meg, kiilénben
megadja a helyes valaszt. S6t ad is egy bizonyitékot valasza helyességére. Az el6z6
— hibézési lehetGséget megengedd — algoritmussal szemben ez nagy el6relépés. Az
algoritmus elolvassa a két grafot és mindketts esetén minden csiicsra kiszamolja a d
sorozatokat. Ha a két grafra a két sorozat-n-es nem azonos, akkor ,NEM IZOMOR-
FAK” outputtal ledllunk. Ha a két sorozat-n-es ugyanaz és a kozods Osszességben
van két azonos sorozat, akkor , FELSULTEM” outputtal leallunk. Ha a két sorozat-
n-es ugyanaz és minden eleme kiilonbozd, akkor az egyes sorozatok parbaallitjak
a két inputgraf csucshalmazat. Ez az egyetlen lehetséges izomorfizmus. Tesztel-
jik, hogy ez valoban izomorfizmus-e. A teszt eredményétdl fliggden az outputunk
SIZOMORFAK” vagy ,NEM IZOMORFAK?” lesz.
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Természetesen a fenti algoritmus két tetszéleges grafra lefuttathatd. Ha azonban
az input nem ,,véletlen”, akkor a legrosszabb eset analizis azt mondja, hogy az input
esetén egy rosszindulatu ellenfél altal adott grafpéarra kell gondolnunk. Azaz elkép-
zelhets, hogy két azonos pontszami, ugyanolyan fokparaméterekkel rendelkezs két
erésen regularis grafot kapunk, amelyek még nem is izomorfak. (Ilyet kénnyen talal
ellenfeliink.) Ekkor a fenti naiv algoritmus FELSULTEM valaszt ad.

[zomorfia tesztels algoritmusunknak erre az esetre fel kell késziilnie. A jelenleg
legjobb algoritmus Babai Lész16 nevéhez ftizodik. Algortimusaban jelentds szerepet
kap, hogy , vigyazzunk a Johnson-grafokra”.

5. Halmazrendszerek, fokok

Természetesen mas struktirak esetén is vizsgalhatok, hogy a szimmetriajuk hogyan
formalizalhato, a szimmetria kiillonb6z6 fokai/oldalai hogyan irhatok le. A szinte
felsorolhatatlan valtozat koziil a szamunkra legérdekesebbeket irjuk le.

Definicié. ‘H uniform halmazrendszer, ha minden él elemszama ugyanaz. Ha a kozos
elemszam k, akkor k-uniform halmazrendszerrsl beszéliink.

Definicié. Egy (v, k, A)-blokkrendszer (alternativ moédon 2-design) egy olyan k-
unifrom halmazrendszer v darab csics felett, amelyre teljesiil, hogy barmely két
ponton pontosan A él halad at.

A trividlis esetek kizarasa miatt feltessziik, hogy k > 2. Blokkrendszerek esetén
az éleket blokkoknak is nevezziik.

A paraméterek értéke (ha megvalosithato) altalaban nem irja le izomorfizmus ere-
jéig a blokkrendszeriinket /halmazrendszertinket. \-B- (Z) jeloli a megfelel6 halmaz-
rendszer-osztalyt.

Egy fontos altalanositas az alabbi.

Definicié. D egy t-design (v, k, \) paraméterekkel, ha k-uniform halmazrendszer v
cstcs felett, amelyre teljesiil, hogy tetszéleges t csuics pontosan A élnek/blokknak
részhalmaza.

Ismét kizarjuk a trivialis példékat a 2 <t < k feltétellel.

A paraméterek értéke (ha megvalosithato) altaldban nem irja le izomorfizmus
erejéig a design-unkat/halmazrendszertinket. t-A-D- (Z) jeloli a megfelel6 halmaz-
rendszer-osztalyt.

Definicié. Egy t-design (v, k, \) paraméterekkel Steiner-rendszernek neveziink, ha
A=1.

A paraméterek értéke (ha megvalosithato) altalaban nem irja le izomorfizmus ere-
jéig a Steiner-rendszeriinket /halmazrendszeriinket. ¢t-G&- (Z) jeloli a megfelel6 halmaz-
rendszer-osztalyt. A Steiner-rendszerek vizsgalata a k = 3 esettel kezd6dott. Ebben
az esetben Steiner-harmasokrol beszéliink. Alaptétel, hogy 2-6- (g) akkor és csak
akkor nemiires, ha v hattal osztva 1 vagy 3 maradékot ad.

Példa. (V,B = (Z)) egy blokkrendszer (2 < k < V), ahol A = (}2).

Példa. Legyen V = {1,2,3,4,5,6,7} és B = {{1,2,3}, {3,4,5}, {5,6,1}, {1,7,4},
{3,7,6}, {5,7,2}, {2,4,6} }. Ekkor v =7, k =3 és A = 1.
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Megjegyzés. Az el6z6 példa els6 ranézésre egy egyedi konstrukcionak néz ki. Ké-
s6bb majd latni fogjuk, hogy egy nagyon fontos példacsalad, a véges projektiv sikok
egy eleme. Ezek targyalasara késébb kitériink.

Egy természetes kérdés, hogy milyen (v, k, \) szamhéarmasok esetén létezik blokk-
rendszer. A kovetkezGkben sziikséges feltételeket vezetiink le. A feltételekhez tugy
jutunk el, hogy 1j paramétereket vezetiink be, és ezekre vonatkoz6 azonossdgokat
frunk fel.

Legyen b = |B| a blokkok szdma. Ekkor az Gsszes pontparra Gsszeszamolva az
ezeket tartalmazo blokkokat (;’) M-t kapunk, és minden blokkot (g)—szijr szamoltunk.

(Tehdt A(2) = (5)b.) Azaz b = A(%). Tehat k(k — 1)|Av(v — 1).

Legyen r, = {B € B : z € B}| (x € V), az x csics fokszdma a B blokk-
rendszerben. Belatjuk, hogy r, nem fiigg x-t6l, hanem egy, csak a blokkrendszer
paramétereitdl fliggs, r szam. Ehhez szamoljuk ssze a (v, B) parokat, ahol v egy
x-t61 kiillonboz6 cstcs, és B egy x-et, és v-t is tartalmazo blokk. Az x-en kiviili v —1
darab pont mindegyikén A darab z-et is tartalmazo blokk halad 4t. Igy (v — 1)A-t
kapunk. Maésrészt minden x-en d&tmend blokk pontosan k£ — 1 megszamolt parban
szerepel. Tehat (v — DA = (k — 1)r,. Azaz r, = (Uk__ll))‘, fiiggetlen x-t6l. Specialisan
k—1(v—1)A\

22. Lemma. Ha létezik (v, k, \) paraméterd blokkrendszer, akkor
(a) k—1|A(v—1),
(b) (k—1)kAv—1)v.

A (v, k, N)-ra vonatkozo fenti két feltételt oszthatosdgi feltételeknek nevezziik. Ez
sziikséges, de nem elegendd feltétel blokkrendszerek 1étezésére. Azonban a kdvetkezs
igen mély tétel azt mondja, hogy oszthatosagi feltételeink bizonyos értelemben kozel
vannak az elegend@séghez.

23. Tétel (Wilson-tétel, 1971). Legyen k > 3,\ > 1 két tetszdleges pozitiv egész.
Ekkor létezik olyan vo(k, ) egész, hogy v > vo(k, \) esetén az oszthatdsagi feltétele-
ket teljesitd barmely (v, k, \) szdmhdrmashoz létezik ezen paraméterekkel rendelkezd
blokkrendszer.

24. Feladat. Egy osztdaly létszdama n (30 < n < 40). Az osztdlyban bizottsdgokat
alakitanak gy, hogy

(1) barmely bizottsagnak legaldabb 3 tagja legyen,
(11) barmely két bizottsagnak pontosan eqy kizds tagja legyen,
(11i) barmely két tanuld dolgozzon kozds bizottsagban.
Ezek utan hatdrozzuk meg:
a) Hdnyan jarnak az osztalyba?
b) Hdny tanuld van egy-eqy bizottsigban?

¢) Hdny bizottsag van?
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d) Egy-egy tanulé hdny bizottsag tagja?

25. Feladat. B egy k-uniform halmazrendszer V- felett. Legyen | < k eqy termé-
szetes szam, amelyre teljestil, hogy barmely l-elemd S C V halmaz esetén |{B € B :
S C B}| egy S-tdl nem fiiggd szdm. Bizonyitsuk be, ha t < I, akkor barmely T C V
t-elemid halmaz esetén |[{B € B: T C B}| csak t-tdl figg.

26. Feladat. Legyen n pozitiv egész szam, és leqyenek Ay, As, ..., Asni1 a B halmaz
részhalmazai. Teqyik fel, hogy

(a) mindegyik A;-nek pontosan 2n eleme van,
(b) minden A; N A; metszetnek (1 <i < j < 2n+ 1) pontosan egy eleme van,

(¢c) a B halmaz minden eleme benne van legaldbb két A;-ben.

Az n milyen értékeinél rendelhetd B minden eleméhez a 0 és 1 szdmok eqyike gy,
hogy minden A;-nek pontosan n olyan eleme legyen, amelyhez a 0-t rendeltik?

27. Feladat. A hételemi S halmaznak kijeloltik néhdny valodi részhalmazdt gy,
hogy azok eleget tesznek a kovetkezd két feltételnek:

(1) S barmely két kiilonbozd eleméhez egyértelmien létezik dket tartalmazd kijelolt
részhalmaz.

(ii) Bdrmely két kijelolt részhalmaz metszete S egy eleme.
Hdny részhalmazt jeloltink ki?

28. Feladat. Egy halmazrendszert dltalanositott (v, \)-blokkrendszernek nevezink,
ha halmazrendszer eqy v-elemid alaphalmaz felett és barmely két kiilonbozd pontjd-
ra a két pontot egyszerre tartalmazo élek szdma ugyanannyi (M), azaz pontpdrtol
fiiggetlen konstans. Azt is mondhatjuk, hogy az dltldnositott blokkrendszerek olyan
blokkrendszerek, amelyekre ,csak” az uniformitdsi feltétel hidanyzik.

(i) Mi az dltaldnositott blokkrendszer fogalmdnak dudlisa?

(11) Bizonyitsuk be, hogy A > 0 esetén egqy dltaldnositott (v, \)-blokkrendszer blokk-
jainak szama legaldabb v.

6. Szimmetria a szimmetrikus csoportban

Még egy struktirat emeliink ki, S,,-et, a szimmetrikus csoportot. A csoport alaphal-
maza n elem (altalaban [n] := {1,2,...,n}) permutéacidinak halmaza. S, legszim-
metrikusabb részhalmazai természetesen a részcsoportok. A részcsoportok kozott is
meglehet kiilonboztetni ,;szimmetrikusabbakat”.

Definicié. Egy R < S, részcsoport k-tranzitiv, ha tetsz6leges xq,xs,..., 2y és
Y1, Y2, ..., Yr két rendszerre, amelyek kiilonb6z6 k elemet tartalmaznak van olyan

g € R, amelyre gx; = y;.
Megjegyzés. S, természetesen (az egyetlen) n-tranzitiv rész. A, n — 2-tranzitiv.

Szamunkra a fenti szimmetria fogalmak kézpontiak lesznek. Persze tovabbi fo-
galmak is bevezethetdk, illetve mas strukturak is vizsgalhatok példaul kodok, Boole-
fiiggvények, ponthalmazok, egy pont- és egyeneshalmaz illeszkedési struktaraja.
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