Szimmetrikus kombinatorikus struktirak MSc hallgaték szamara

Véges sikok

Eldado: Hajnal Péter

1. Véges projektiv sikok

A projektiv geometriai szemlélet a kozépkorban alakult ki, a festészet és az épitészet
fejlédéseképpen. Az elmélet kialakitdsahoz a perspektiva torvényeinek tanulméanyo-
zasa vezetett. A projektiv sik, mint az euklideszi geometria egy tovabbfejlesztése
jelent meg. Mi nem az euklideszi geometriara épitiink, hanem egy axiémarendszert
megadva dolgozzuk ki az elmélet alapjait. Axiémarendszeriink csak illeszkedési axi-
omakat tartalmaz. Ennek kovetkezményeképen véges strukturak is kielégithetik az
axioméankat. Célunk ezen véges ,,modellek” vizsgalata.

Definicié. A P projektiv sik egy (P, E, ) harmas, ahol P és E nem iires halmazok,
és I C P x FE egy relacio, amelyre az alabbiak teljesiilnek:

(0)1 Ye € E, Ip#q#r#p€ P:pleqle,rle,
(0)2 Vpe P, Je# f#g#ec E:pleplf,plyg,
(1)1 Vp#q€ P, Jee E :ple,qle,
(i)g Ve# feE, Ape P:ple,plf.

P elemeit pontoknak, E elemeit egyeneseknek, az I relaciot illeszkedési reldacionak
nevezziik.

Megjegyzés. A d!p jelolés jelentése: ,,pontosan egy olyan p létezik, hogy ..."

A ple relaciot ugy is olvashatjuk, hogy az e egyenes dthalad a p ponton, illetve
p az e egyenes pontja. A ple és plf relaciokat ugy is kimondhatjuk, hogy p az e
és f eqyenesek metszése. A ple és qle relaciokat ugy is olvashatjuk, hogy e egy
pq egyenes, illetve az (i); axioma alapjan e a pq egyenes vagy ,e a p és ¢ pontokat
0sszekots egyenes”.

Nagyon fontos, hogy az axiémak fenti formélis lefrasat minden érdekl6dd olvaso
le tudja és le is forditsa olvaso elforditsa a ,,hétkoznapi nyelvre™

(0); Minden egyenes legalabb harom kiilénb6zé ponton athalad.

)
(0)2 Minden ponton legalabb harom kiilonb6z6 egyenes halad at.
i); Két kiillonb6z6 ponton pontosan egy egyenes halad at.

)

(

(
Mi az eredeti formalizélassal azt szerettiik volna hangsulyozni, hogy targyalasunk
az axiomatikus szemléletet kdveti.

1)y Két kiilonboz6 egyenesnek pontosan egy metszéspontja van.
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A tovabbiakban az illeszkedési axiomaknak eleget tevd véges modelleket vizsgal-
juk.

Definicié. Egy P = (P, E, I) projektiv sik véges, ha P véges halmaz.

A tovabbiakban véges projektiv sikokkal foglalkozunk. A projektiv sikok abrézo-
lasa a kovetkezSképpen torténik. Természetesen a lerajzolashoz az euklideszi sikot
hasznaljuk. P elemei pontoknak felelnek meg az euklideszi sitkon. Az egyeneseknek
gorbék felelnek meg az euklideszi sikon gy, hogy egy e egyenesnek megfelels g, gor-
be pontosan az e egyenesre illeszkedd P-beli elemeknek megfelel pontokon haladjon
at.

Az alabbi abra egy projektiv sikot abrazol. Ezt a projektiv sikot Fano-siknak
nevezziik.

1. 4bra.

Mar emlitettiik, hogy az axiomak megtekintése utan nyilvanvald, hogy az egyene-
sek és pontok szerepe felcserélhets. Ez az észrevétel vezet el a kovetkezd definicidhoz.

Definicié. Legyen P = (P, E,I) egy projektiv sik. Ekkor P* = (E, P,I*) a P sik
duélisa, ahol I* az a relacio, amelyre el*v akkor és csak akkor, ha v/e.

Hogy az axiémakban az egyenesek és pontok szerepe szimmetrikus, tgy is meg-
fogalmazhato, hogy P* is egy projektiv sik.

* * *

Az a feltétel, hogy P és F nem tires, illetve az (0); és (0), axiomék lényege, hogy
néhany elfajuléo modellt kizarjunk. Ha csak az (i); és (i)o axiomakat tesszik fel,
akkor a kovetkez6 modellek is ,,beleférnek” a definiciébas:
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O: P=10, illetve P = {p} é&s E = (.
&: Egyetlen egyenesiink van, ¢sszes pontunk illeszkedik ra.

C: Pontjaink egy e egyenes pontjai és egy e-n kiviil fekvé p pont. Egyeneseink
az e egyenes és azok az egyenesek, amelyekre pontosan p, illetve e egyenes
egy-egy pontjara illeszkednek.

Konnyt meggondolni, hogy a ,,nem-iirességi feltételek”; illetve (0); és (0)s elha-
gyasaval csak ezek a ,,plussz modellek” keletkeznek. Igy a nemiirességi feltételek, (o),
és (0)y kikotése ezen modellek kizarasat szolgalja. Ezen ,elfajuld sikok” elkeriilése
masféle modon is megoldhato. A kovetkezs lemmaban az elfajuld sikok kizérasédnak
ekvivalens modjait mutatjuk meg.

Mi azért valasztottuk az (0); és (0)y axiomékat, mert ezzel is hangsulyozzuk a
pontok és egyenesek szerepének szimmetrikus voltat. A két axidomapar mutatja,
hogy P, illetve F halmaz szerepe felcserélhetd.

1. Lemma. Legyen (P, E, 1) egy (i)1-t €s (i)s-t kielégitd struktira. Ekkor a kévet-
kezok ekvivalensek:

(0) legaldbb egy pontunk van, (0); €és (0)a,
(o) létezik 4 pont, amelyek kizil semelyik 3 nincs egy egyenesen,
(0)" létezik 4 egyenes, amelyek kizil semelyik 3 nem halad dt kézds ponton,

(0)" legaldbb egy egyenesiink van (E nem tres) és tetszdleges egyenesen kivil taldl-
hato két kilonbozd pont.

(0)"" legaldbb egy pontunk van (P mem fiires) és tetszdleges ponthoz van két olyan
egyenes, amelyek eqyike sem halad dt a ponton,

(0)" legaldbb két eqyenestink van és tetszdleges két kilonbozd eqyeneshez létezik olyan
pont, amelyik eqyiken sincs rajta,

(0)" legaldbb két pontunk van és tetszdleges két kiilonbozd ponthoz létezik olyan egye-
nes, amelyik eqyik ponton sem halad dt.

A lemma axiématikus latasmodot kivano, egyszert bizonyitasa nem vag bele
jegyzetiink f6 sodrasédba. Ezért nem ismertetjiik, az érdekl6ds olvasod széamara egy
feladatban ttzziik ki igazolasat.

2. Feladat. Bizonyitsuk be a fenti lemmidt.

Megjegyzés. Az elfajulo sikok kizarasara a legelfogadottabb axioma (o)’

* * *

Minden egyenes azonosithatd a rajta lévé pontok halmazaval: e € F = 7, =
{p € P : ple}. Az (0); axiéma alapjan minden e egyenes esetén |m.| > 3. Az
(7); axiéma alapjan kiilonb6z6 egyenesek ponthalmaza kiilonb6z6 halmaz. Tehét a
(P, E, I) harmas azonosithat6 a Bp = {7, : e € F} C 2P halmazrendszerrel.
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3. Lemma. P véges projektiv sik esetén a Bp halmazrendszer egy blokkrendszer.

Bizonyitas. Csak azt kell belatni, hogy Bp egy uniform halmazrendszer, azaz a
véges projektiv sik minden egyenesén ugyanannyi pont van.

Legyen e és f két egyenes P-ben. Legyen a két egyenes egyikére sem illeszkedd
pont g. Vetitsiik ¢g-bol e-t f-re. Azaz legyen vy ¢ : m. > 7y az a leképezés, amelynél
x € . képe az xq egyenes és f metszéspontja. Kénnyid meggondolni, hogy = # ¢,
azaz az xq egyenes jol definialt, és nem azonos az f egyenessel, azaz az axiémak
alapjan xq ¢és f metszése is jol definialt. Tehat a vy r leképezés jol definialt.

Segédlemma. v, ; egy bijekcio m, és mp kozott.

Bizonyitas. v, . : 7y > 7. az [ egyenes vetitése e-re: x € my esetén v, r.(x) az xq
egyenes metszése e-vel. Kénnyen belathato, hogy v, fe0vge r = ide, €S Vg e 0Vq fe =
ids, ahol id, és id; a megfelel6 egyenesek ponthalmazan 1év6 identitas leképezés. W

Ezzel a lemmat belattuk. [ |

Definicié. Egy P projektiv sik egyeneseinek kozos pontszama legyen ¢ + 1. At
szamot a projektiv stk paraméterének vagy rendjének nevezziik.

4. Tétel. Legyen P egy t paraméterd véges projektiv sik és Bp a megfeleld hal-
mazrendszer. Ekkor a Bp blokkrendszer paraméterei: v =t> +t+1, k=t +1 és
A=1.

Bizonyitas. A k értéke, a projektiv sik paraméterének definicidja szerint ¢ + 1.

A=1a Az (i) axiéma alapjan A = 1.

Legyen v a pontok szdma egy t paraméterd projektiv sikon. A v paraméter
kifejezéséhez legyen e egy egyenes, m. = {p1,...,pis1}, €8 ¢ egy rajta kiviili pont.
Ekkor a g ponton pontosan t + 1 egyenes halad at: f; = qp1, fo = qpo, ..., fro1 =
qpi+1. A mp,—{q} ponthalmazok (j = 1,2, ...,t+1) mindegyike t-elemd, diszjunktak,
és lefedik a stk g-n kiviili részét. Ebb6l adodik, hogy a stkon 1+ (t+ 1)t = t* +t+1
sok pont van. [ |

5. Lemma. A véges projektiv sikok azonosithatok a (k* +k+1,k+1,1) paraméterd
(k > 2) blokkrendszerekkel.

6. Feladat. Bizonyitsuk be a fenti dllitdst.

A tétel alapjan egy projektiv sik fefoghato egy geometriai illeszkedési strukti-
ranak és alternativ moédon egy halmazrendszernek is. Mi a halmezrendszeres szem-
léletet helyezziik elGtérbe. Példaul F a Fano-sikkal ekvivalens halmazrendszer lesz.
Projektiv sikok n paraméterét ismerve (éltaldban) nem ismerjiik a halmazrendsze-
riinket izomorfia erejéig. Az n paramétertd projektiv siko/halmazrendszerek Gsszes-
sége PB(2,n).

A véges projektiv sikok egyik alapkérdése, hogy milyen értékeket vehet fel egy
véges projektiv sik paramétere. A fentiek alapjan ez specialis esete adott para-
méterekkel rendelkez6 blokkrendszerek létezése probléméjanak. Ebben a konkrét
esetben a Wilson-tétel nem ad semmilyen segitséget. Mivel k és A rogzitése utén a
keresett sik paraméterét is rogzitettiik. Igy konkrét méretd ponthalmazon keresiink
egy alkalmas blokkrendszert.

7. Lemma. Minden q primhatvdnyra létezik q paraméterd projektiv sik.
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Bizonyitas. Tudjuk, hogy létezik g-elemii F, véges test. Az F2—{(0,0,0)} halmazon
definidlunk egy ekvivalencia relaciot: (z,y,z) ~ (2/,v/, 2’), ha létezik olyan A € F,
hogy (2',y/,2") = Az,y,2). Legyen P = E = Fg’w. Egy p € P pont legyen az
(a,b, ¢) harmas ekvivalenciaosztalya, jelolésben p = [a,b,c]. Egy alternativ jelolés
p=(a:b:c). Egy e € E egyenes legyen az («, 3,7) harmas ekvivalenciaosztalya.
Jeloléssel e = [a, B,7]* = (av: B :y)*. Egy p pont akkor és csak akkor illeszkedik az
e egyenesre, ha a-a+ §-b+v-c= 0. Ez egy jol definialt illeszkedési relacié P és
E kozott.

Annak ellenérzése, hogy P, E a fent leirt illeszkedési relacioval egy véges projek-
tiv sikot alkot, az IF, feletti linearis algebra segitségével konnyen megtehetd.

Az igy kapott véges projektiv sik pontjainak szama q;:11 = ¢*> + ¢ + 1, hiszen

[F? —{(0,0,0)}] = ¢° — 1 és ~ minden ekvivalencia osztalya q — 1-elemt. Tehét a
konstruélt projektiv sik paramétere gq. |

Megjegyzés. Egy P pont azonositasara hasznalt aritmetikai szamhéarmas skalazha-
t6. Nem-nulla szammal szorozva egy masik ,,nevet” kapunk ugyanarra pontra (ilyet
a tortek altalanos iskolai tanulmanyozasanal mar lattunk). Igazabol egy P pont egy
(z,y, z) szamhéarmas osztélya. x,y, 2z a P pont homogén koordindtds.

A tétel bizonyitasa nem megleps azok szamara akik ismerik a véges projektiv
geometria alapjait. A folytonos esetben” bevezetett koordinata geometriat masol-
tuk le egy véges testtel helyettesitve a valos szamok testét.

Definicié. A fenti véges projektiv sikot PG(2,F,)-val jeloljiik, az [F, felett koordi-
natazott véges projektiv siknak nevezziik.

A fentick alapjan P& (2, n) nemiires, ha n primhatvany: ¢ primhatvanyra PG(2,F,) €
P&(2, q) Mas paraméterértékekre létezik-e véges projektiv sik?

Sejtés. Akkor és csak akkor létezik k& paraméterd projektiv sik, ha k£ primhatvany.

A matematikdban jartas olvas6 minden nehézség nélkiil megfogalmazhatja a pro-
jektiv sikok izomorfizmusanak fogalmat. Ezek utan természetes a fenti sejtés éle-
sitése: Igaz-e, hogy az Osszes véges projektiv sikot leirja a véges testeken alapuld
PG(2,F,) konstrukcio.

Ez az élesitett sejtés nem igaz: példaul a paraméter 9 értéke esetén létezik az
altalunk megkonstrualt projektiv siktol eltérd (nem izomorf) sik is. Ez a megjegyzés
a sejtésben rejlé probléma nehézségét mutatja.

Korabbi eredményeink alapjan a sejtés a blokkrendszerek nyelvén is megfogal-
mazhato:

Sejtés. Akkor és csak akkor létezik (k% +k + 1,k + 1, 1) paraméterti blokkrendszer,
ha k primhatvany.

Térjiink vissza a geometriai nyelvezethez. PG(2,F,) konstrukcio a sejtés egyik
iranyat nyilvanvalové teszi. A maradék (a nehéz) rész azt éllitja, ha k& nem prim-
hatvany, akkor nem létezik k paraméterid projektiv sik. Specialis k szamok esetén
részeredmények vannak. A teljesség igénye nélkiill megemlitjik a két legkisebb k
érték esetére vonatkozo eredményeket.

8. Tétel. (i) k=6 paraméterd projektiv stk nem létezik.
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(ii) k = 10 paraméteri projektiv sik nem létezik.

Az (i) pont bizonyitasat nem tul nehéz ,klasszikus matematika”. Az (ii) pont
bizonyitasa meghaladja egy el6adés kereteit Ez a viszonylag friss — 1989-ban sziile-
tett — eredmény jelent&sen hasznélja a szamitogépeket (az akkori idék leggyorsabb
gépein futtatva, ~2000 ora gépid6t hasznalva lattak be az allitast). A futtatott
programok igényes matematikai hattéren alapunak. (Lasd C.W.H. Lam: The se-
arch for a finite projective plane of order 10, American Mathematical Monthly, 1991
januar.)

9. Feladat. Igazoljuk, hogy a Fano-sik és PG(2,Fs) izomorf.

10. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 2 paraméterd projektiv sikok egymdssal izo-
morfak. (Specidlisan mind a Fano-sikkal, vagy ami ugyanaz PG (2, Fs)-vel izomorf.)

11. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 3 paraméterd projektiv sikok egymdssal izo-
morfak. (Specidlisan mind PG (2,F3)-mal izomorf.)

12. Feladat. Rajzoljuk fel PG(2,F3)-mat.

13. Feladat. * Bizonyitsuk be, hogy a 4 paraméterd projektiv sikok eqymdssal izo-
morfak. (Specidlisan mind PG(2,F,)-gyel izomorf.)

14. Feladat. * Rajzoljuk fel PG(2,F4)-gyet.

15. Feladat. * Bizonyitsuk be, hogy a 5 paraméterd projektiv sikok eqymdssal izo-
morfak. (Specidlisan mind PG (2, F5)-tel izomorf.)

16. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Fano-sik lerajzoldsa nem valdsithaté meg gy,
hogy az dsszes eqyenest euklideszi eqyenes reprezentdlja.

2. Véges affin sikok

Ebben az alfejezetben az affin sikoknak a projektiv sikokhoz hasonlé targyalésat
vazoljuk.

Definicié. Egy A = (P, E,I) harmast affin siknak neveziink, amennyiben P és E
nem-iires halmazok, és I C P x FE egy relacio, amelyre az alabbiak teljesiilnek:

(0)1 Ye € E, Ip#q € P :ple,qle,
(0)y Vpe P, de# f € E:ple,plf,
(i) Vp#qe P, lee E :ple,qle,
(i) YVee E, Vpe P, ((—ple) — (A'f € E:Aq € P:qle Nqlf)).

P elemeit pontoknak, E elemeit egyeneseknek, az I relaciot illeszkedési reldacionak
nevezziik.

Azaz szavakkal:

(o) Minden egyenesre legaldbb két pont illeszkedik, minden ponton legalabb két
egyenes halad at.
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(i) Barmely két kiilonb6zé pontra pontosan egy egyenes illeszkedik. (Azaz két
kiilonb6z6 egyenesnek vagy egy kozos pontja van (metszdk), vagy egy sincs
(pdrhuzamosak).)

(ii) Béarmely e egyenes, és egy rajta nem fekvs p pont esetén pontosan egy e-vel
parhuzamos egyenes halad at p-n.

Megjegyzés. A tovabbiakban a parhuzamossag fogalmat kiterjesztjiik. Két egybe-
es6 egyenest egyméssal parhuzamosnak neveziink. Az e és f egyenes parhuzamos-
saganak jele e|| f. Megjegyzésiink szerint el|e is teljesiil.

Definicié. Egy (P, E, I) affin sikot véges affin siknak neveziink, ha a P és £ halma-
zok végesek.

Megjegyzés. A ponthalmaz végességébdl E végessége is kovetkezik. Az egyenesek
szamossaganak végességéhosl P végességére is kovetkeztethetiink.

El6szor a projektiv sikok és affin sikok kapcsolatat irjuk le. Akik a projektiv
geometriat mar korabban tanulményoztak ezen a szoros kapcsolaton nem fognak
meglep&dni. A projektiv sitkok bevezetése a XV I — XV II. szazadban az affin sikok
kiterjesztésére épiilt. Az altalunk kovetett axiomatikus felépités késébb alakult ki.

17. Lemma. A pdrhuzamossdg (||) egy ekvivalenciareldcio az egyenesek halmazdn.

Bizonyitas. Csak a tranzitivitas probléméas. Tegyiik fel, hogy e||f és f|lg. Ha e||g
nem teljesiil, akkor e és g metsz6, azaz van mindkettére illeszkedé m pont. Az f
egyenes és m pont ellentmond az (ii) axidéméanak, ami az allitast bizonyitja. [ |

Definicid. Legyen [e] a fenti ekvivalenciarelacio e-t tartalmazo osztalya. Azaz [e] =
[f], [ € [e] akkor és csak akkor teljesiil, ha e|| f.

18. Kovetkezmény. Az e egyenessel parhuzamos egyenesek [e] halmaza osztdlyoz-
za ponthalmazunkat. Pontosabban fogalmazva, minden pont pontosan egqy [e]-beli
egyenesre illeszkedik.

Bizonyitas. A (ii) axioma alapjan minden e-n kiviili ponton keresztiil pontosan egy
[e]-beli egyenes halad. Az e egyenes pontjait is egyetlen [e]-beli egyenes fedi le:
e. [ |

Az aldbbiakban minden affin sikhoz hozzarendeliink egy 1j illeszkedési strukturat
(err6l majd kimutatjuk, hogy projektiv sik). Tovabba minden projektiv sikhoz is
hozzarendeliink egy 1j illeszkedési strukturat (errél majd kimutatjuk, hogy affin sik).

El6szor szemléletesen irjuk le projektiv sikok szarmaztatéasat affin sikokbol. Min-
den parhuzamos egyenessereghez hozzarendeliink egy ,,végtelen tavoli pontot”, amely
a kiindulé parhuzamos egyenessereg 6sszes elemére illeszkedik. Az egyenesek halma-
zat kibovitjilk egy ,,végtelen tavoli egyenessel”, amelyre pontosan a végtelen tavoli
pontok illeszkednek. Sikunk végtelen tavoli elemeit idedlis elemeknek (pontoknak és
egyeneseknek) is nevezik.

A nem végtelen tévoli pontokat kozdnséges pontoknak, a kiinduld sikjaink egye-
neseit pedig kozonséges egyeneseknek nevezziik. A kézonséges egyenesek mindegyike
pontosan egy végtelen tavoli pontot tartalmaz. A kézonséges egyenesek és pontok
kozotti illeszkedés a kiindulo affin sik geometriaja szerint torténik.

Most lassuk a formalis definiciot.
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Definicié. Legyen A = (P, E, 1) egy affin sik. Legyen P = PU{[¢] : ¢ € E} =
PUP,,. Legyen E = FU{e,}. Tovabba ple akor és csak akkor, ha a kovetkezd
esetek valamelyike teljesiil:

(i) p€ Pe € E és ple,
(ii) p € Px,e € E és p=le],

(i) p € Py és € = ex.

~

Ezzel egy (P, E, T) illeszkedési struktirat definidltunk.

A (ﬁ, E, _/f) struktiraban egy egyenes (e.,) kitiintetett szerepet jatszik. A for-
ditott iranytu viszonyban is egy kitlintetett egyenessel rendelkezd projektiv sikkal
kezdiink. Ismét egy informalis lefrassal kezdjiik: Egy projektiv siknak kivéalaszt-
juk egy tetszGleges egyenesét, és az erre illeszked6 pontokat elhagyjuk. A korabbi
illeszkedései relacidé megszoritasa, a maradék pontok és el nem hagyott egyenesek
halmazara, adja az 0j struktirankat. Most lassuk a formalis definiciot.

Definicié. Legyen (P, E, I) egy projektiv sik. Legyen eq € E egy kitiintetett egye-
nes. Legyen P'={pe P:p fey}, E' =FE\{ep} ¢sI'=1N (P x E').
Ezzel egy (P, E’, I') 14j illeszkedési struktiurahoz jutottunk.

19. Tétel. (i) Legyen (P, E,I) egy affin sik. Ekkor (ﬁ E, f) eqy projektiv sik.

(ii) Legyen (P, E, 1) egy projektiv sik. Ekkor (P' E' 1) egy affin sik.

(111) Legyen (P E, 1) egy affin sik, és (P E I) az ebbdl szdrmaztatott projektiv
sitk. Ekkor (P, E,1)-bél az ey = ew vdlasztdssal szirmaztatott affin stk az (P, E, 1)
affin sik lesz.

(iv) Legyen (P, E,I) egy projektiv sik, és (P', E',I') az ebbdl szdrmaztatott affin
stk. Ekkor a (P', E',I') sikbol szdrmaztatott projektiv sik a (P, E,I) sikkal izomorf
lesz.

Bizonyitas. (i) A (P, E, I)-re vonatkozé projektiv illeszkedési axiomék koziil csak
egyet ellendriziink. A t6bbi hasonlé modszerrel egyszertien belathato. Igazoljuk,
hogy tetszbleges két kiilonbo6z6 egyenesre pontosan egy kozos pont illeszkedik. Eset-
szétvalasztéassal dolgozunk.

Két kozonséges, metszé egyenesnek pontosan egy kozos kozonséges pontja van.
A hozzajuk rendelt végtelen tavoli pontok kiilénbozéek, igy a kivant tulajdonsag
teljesiil.

Két kiilonb6z6 kozonséges, parhuzamos egyenesnek nincs kézos kézonséges pont-
ja. Végtelen tavoli pontjuk azonban azonos, igy tulajdonsagunk tjra teljesiil.

Egy kozonséges egyenesnek és a végtelen tavoli egyenesnek pontosan egy kozos
pontja van: kozonséges egyenesiink egyetlen végtelen tavoli pontja.

(i) Ismét csak egyetlen (P, E’, I')-re vonatkozo affin illeszkedési axiéma ellendr-
zését demonstraljuk. Belatjuk, hogy tetszéleges e egyeneshez és egy ra nem illeszkedé
p ponthoz pontosan egy p-n atmend e-vel kozos pontot nem tartalmazé egyenes van.

A kivant parhuzamos egyenes létezik: A kiindulé (P, E, I') projektiv sikon e és e
egyetlen m kozos pontjat p-vel osszekots f egyenes (P, E’, I')-ben nem metszi e-t.
((P, E, I)-beli egyetlen kézos pontja e-vel a szarmaztatas folyaman el lett dobva”.)
Méas parhuzamos egyenes nem létezik. Ugyanis egy f-tdl eltérs, p-n athalado f’
egyenes nem haladhat at m-en (m-et és p-t egyetlen egyenes koti 6ssze, ez f). f’
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és e (P, E,I) projektiv sikban metszi egymast, az egyetlen metszéspont nem lehet
m, igy specidlisan nem lehet eg-ra illeszkeds. Tehat a szarmaztatas folyaman ez a
metszéspont nem lett elhagyva, azaz f’ és e (P, E', I')-ben is metszi egymast. FEzzel
adodik a p-n dthalado, e-vel parhuzamos egyenes egyértelmtisége.

(iii) és (iv) igazolasat az olvasora hagyjuk. |

Megjegyzés. A szarmaztatas véges sikokbol véges sikokat konstrual, mig végtele-
nekbdl végteleneket.

Az affin sikok egyeneseit azonosithatjuk a rajuk illeszkedd pontok halmazaval.
Az egyeneseknek megfelel¢ ponthalmazok egy P feletti halmazrendszert alkotnak.
Az affin sikok geometriai definicidja megfogalmazhato a halmazrendszerek nyelvén
is.

20. Kovetkezmény. A (P, E,I) véges affin sikokhoz rendelt A halmazrendszerek
pontosan az (n?, n,1)-blokkrendszerek.

Bizonyitas. A (P, E, I) véges affin sikbol szarmaztatott (ﬁ, E , 7 ) véges projektiv sik
azonosithato alkalmas n-re egy (n® +n + 1,n + 1,1) paramétertd blokkrendszerrel.
Ebbél a blokkrendszerbdl visszakaphato az A halmazrendszer egy blokk elhagyasaval
és ennek pontjainak letakaraséval. Ezzel (n? +n + 1) — (n + 1) = n? ponthoz
és (n> +n+1) — 1 = n? + n blokkhoz jutunk, amelyek mindegyikének mérete
(n+1) —1=mn. A blokkok A = 1 paraméterrel blokkrendszert alkotnak. [

Definicié. A (P, E, I) affin sikhoz rendelt A halmazrendszerhez tartozé n paramé-
tert az affin sik paraméterének nevezziik.

Egy affin sik adott paraméterértéke (4ltalaban) nem adja meg izomorfizmus erejé-
ig a sikot /halmazrendszert. A paraméter egy halmazrendszer-osztalyt ir le. A& (2, n)
az n paraméterd affin sikok osztalya.

Az affin sik paramétere egyeneseinek kozos elemszama. A kovetkezd lemma a
paraméter fiiggvényében megadja az affin sik tovabbi fontos szamszerd jellemzsit.

21. Lemma. Az n paraméterd affin sik
(i) pontjainak szdma n?,
(i1) egyeneseinek szdma n? + n,
(111) minden egyenesére n pont illeszkedik,
(iv) minden pontjdra n + 1 egyenes illeszkedik.

Az F, véges test felhasznalasaval leirtunk egy PG(2,F,) projektiv sikot. Ebbdl
szarmaztathato affin sik is. Az alabbiakban ezt a sikot irjuk le a PG(2,F,) siktol
fiiggetlentil. Akik a kozépiskolai koordinata geometriaval megbaratkoztak, maguk is
megkisérelhetik az F, véges test feletti felépitést.

Definicié. AG(2,F,) pontjai F, x [, lesznek. Egyenesei (m,b) € F, x IF, esetén az
y=mx +0b, a € F, esetén az x = a egyenletek. Egy szampéarnak megfelel6 pont
akkor illeszkedik egy egyenlet altal leirt egyenesre, ha a szampar kielégiti a megfelels
egyenletet.

A kovetkezd lemma az illeszkedési axiomak ellenérzését jelenti. Ez az R feletti
linearis algebraban jartas olvasd szamara semmi tjat nem ad. Azt kell ellendrizni,
hogy a megszokott egyenletrendszerek megoldasara szolgalé modszerek tetszéleges
test felett mikddnek. Ennek a feladatnak a végrehajtasat az olvasora bizzuk.
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22. Lemma. AG(2,F,) egy affin sik g paraméterrel. Azaz AG(2,F,) € AB(2,q)

23. Feladat. Bizonyitsuk be az affin sikok és az (n* n,1)-blokkrendszerek azono-
sitasdra vonatkozd tételiinket tisztdn affin geometriai megfontoldsokkal (axiomdkbol
levezetve).

24. Feladat. Rajzoljuk fel AG(2,Fy)-t és AG(2,F3)-at.
25. Feladat. * Rajzoljuk fel AG(2,F,)-et.
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