Szimmetrikus kombinatorikus struktirak MSc hallgaték szamara

Bevezetés

Eléado: Hajnal Péter

1. Mi is a szimmetria?

A szimmetria, szimmetrikus szavakat a mindennapi életben is hasznaljuk. Az ilyen
esetekben a megfelel§ matematikai fogalom nem fedi a szokéasos értelmezést (nem is
fedheti, hiszen a szokasos értelmezés szubjektiv, altalaban a torténelem soran at is
alalkul). Az aldbbiakban a grafstruktira esetén emlitiink meg néhany probalkozast
a fogalom matematikai megragadasara.

Definicié. Legyen G egy graf Aut(G) tartalmazza a graf automorfizmusait (6nma-
gara torténd izomorfizmusait), amelyek a kompoziciora nézve csoportot alkotnak.
Aut(G) a G graf automorfizmuscsoportja.

Egyszert graf esetén az automorfizmuscsoport az S(V') (a cstcshalmaz feletti
szimmetrikus csoport, azaz V' 0Osszes permutéaciojat tartalamzé csoport) egy rész-
csoportja. Egy adott V csticshalmazon a teljes és az iires graf az egyetlen, amely
esetén Aut(G) = S(V). Aut(G) ,,gazdagsaga’ (példaul nagy elemszama) jelentheti
a G graf ,nagy fokd” szimmetriajat.

Definicié. G ponttranzitiv, ha Aut(G) < S(V) tranzitiv, azaz tetszéleges u, v cst-
csokra van olyan ¢ automorfizmus, aminél u képe v.

Azt is mondhatjuk, ha a G grafban éliink és csak a csticsok Osszekotéseit lat-
juk (sétalhatunk a gratban és igy megismerhetjiik), akkor nem tudunk semmit sem
mondani az aktuélisan elfoglalt csticsrol.

Definicié. Eltranzitivitds fogalma hasonloan definialhato.

Legyen ¢ a G graf egy autmorfizmusa. Nyilvanvalo, hogy d(p(z)e(y)) = d(z,y),
ahol d a graf-tavolsag, azaz a két cstics kozotti legrovidebb 1t hossza.

Definicié. G tdvolsdg tranzitiv, ha d(x,y) = d(2',y’) esetén van olyan ¢ automor-
fizmusa G-nek, amelyre p(z) = 2’ és p(y) =y

A ponttranzitivatés esetén a grafban sétalva minden csiics azonosnak tiinik. Nem
tudjuk megkiilonboztetni a cstcsokat. Ha csak egy helyben allhatunk, akkor az ott
osszefuto éleket latjuk. A globalis grafrol csak az aktuélis helyiink (egy csucs) foka,
amit érzékeliink /kiszamolhatunk. Ha minden csicsban ugyanazt a fok, akkor az is
egy fajta (igen alacsony foki) szimmetra.

Definicié. Egy G graf reguélis, ha minden cstucsanak foka ugyanaz. Ha a fokszamok
kozos d értékét hangsulyozni szeretnénk, akkor azt mondjuk, hogy G d-reguléris.

Egy joval kifinomultabb szimmetria fogalmat irunk le a kdvetkezd definicioban.
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Definicié. Egy G graf erSsen regularis, ha minden csticsnak ugyanaz a foka (d),
minden 6sszekotott csticsparnak ugyanannyi kozos szomszédja van (dp) és minden
Ossze nem kotott csucsparnak ugyanannyi kozos szomszédja van (dp). Ha az emli-
tett paramétereket hangstlyozni szeretnénk, akkor ersen (d, di, dy)-regularis grafrol
beszéliink.

Egy finomabb fogalom az alabbi.

Definicié. Legyen x és y két cstucs a G gratban. Legyen d(z.y) = k. Ekkor y
szomszédait harom csoportba tudjuk csoportositani z-t6l vett tavolsdguk szerint.
Ez lehet kK —1, k és k+ 1. Ha az egyes csoportokba es6 szomszédok széama csak k-tol
és a csoportjuktol fiigg, akkor azt mondjuk, hogy G tavolsdg-reguléris.

Természetesen mas struktirak esetén is vizsgalhatok, hogy a szimmetriajuk ho-
gyan formalizalhato, a szimmetria kiillonboz6 fokai/oldalai hogyan irhatok le. A
szinte felsorolhatatlan valtozat koziil a szamunkra legérdekesebbeket irjuk le.

Definicié. H uniform halmazrendszer, ha minden él elemszama ugyanaz. Ha a kozos
elemszam k, akkor k-unifrom halmazrendszerrsl beszéliink.

Definicié. Egy (v, k, \)-blokkrendszer (alternativ médon 2-design) egy olyan k-
unifrom halmazrendszer v darab csucs felett, anelyre teljesiil, hogy barmely két
ponton pontosan A ¢l halad at.

A trividlis esetek kizérasa miatt feltessziik, hogy k > 2. Blokkrendszerek esetén
az ¢éleket blokkoknak is nevezziik.

A paraméterek értéke (ha megvalosithato) altalaban nem irja le izomorfizmus ere-
jéig a blokkrendszeriinket /halmazrendszeriinket. A-8B-(}) jeloli a megfelels halmaz-
rendszer-osztalyt.

Egy fontos altalanositas az alabbi.

Definicié. D egy t-design (v, k, A\) paraméterekkel, ha k-uniform halmazrendszer v
cstucs felett, amelyre teljesiil, hogy tetsz6leges t csiics pontosan A élnek/blokknak
részhalmaza.

Ismét kizarjuk a trividlis példdkat a 2 < t < k feltétellel.

A paraméterek értéke (ha megvalosithato) altalaban nem irja le izomorfizmus
erejéig a design-unkat/halmazrendszeriinket. #-A-2- (Z) jeloli a megfelel6 halmaz-
rendszer-osztalyt.

Definicié. Egy t-design (v, k, \) paraméterekkel Steiner-rendszernek neveziink, ha
A=1.

A paraméterek értéke (ha megvalosithato) dltalaban nem irja le izomorfizmus ere-
jéig a Steiner-rendszeriinket /halmazrendszeriinket. ¢-&- (Z) jeloli a megfelel§ halmaz-
rendszer-osztalyt. A Steiner-rendszerek vizsgalata a k = 3 esettel kezd6dott. Ebben
az esetben Steiner-harmasokrol beszéliink. Alaptétel, hogy 2-G- (g) akkor és csak
akkor nemiires, ha v hattal osztva 1 vagy 3 maradékot ad.

Még egy strukturat emeliink ki, S,-et, a szimmetrikus csoportot. A csoport
alaphalmaza n elem (altalaban [n] := {1,2,...,n}) permutéciéinak halmaza. S,
legszimmetrikusabb részhalmazai természetesen a részcsoportok. A részcsoportok
kozott is meglehet kiilonboztetni ,,szimmetrikusabbakat”.
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Definicié. Egy R < S, részcsoport k-tranzitiv, ha tetsz6leges wxy,xo,..., Ty €8
Y1, Y2, - - -, Y két rendszerre, amelyek kiilonb6z6 k elemet tartalmaznak van olyan
g € R, amelyre gz; = v;.

Megjegyzés. S, természetesen (az egyetlen) n-tranzitiv rész. A, n — 2-tranzitiv.

Szémunkra a fenti szimmetria fogalmak kozpontiak lesznek. Persze tovabbi fo-
galmak is bevezethetdk, illetve mas strukturak is vizsgalhatok példaul kodok, Boole-
fliggvények, ponthalmazok.

1. Feladat. Vizsgdljuk a fent definidalt grdafokra vonatkozo szimmetria fogalmak vi-
szonyait.

2. Blokkrendszerek
Példa. (V,B = (})) egy blokkrendszer (2 < k < [V]), ahol A = (}_2).

Példa. Legyen V ={1,2,3,4,5,6,7} és B={{1,2,3}, {3,4,5}, {5,6,1}, {1,7,4},
(3,7,6), {5,7,2), {2,4,6) }. Ekkor v =7, k = 3 és A = 1.

Megjegyzés. Az el6z6 példa els6 ranézésre egy egyedi konstrukcionak néz ki. Ké-
s6bb majd latni fogjuk, hogy egy nagyon fontos példacsalad, a véges projektiv sikok
egy eleme. Ezek targyalasara késébb kitériink.

Egy természetes kérdés, hogy milyen (v, k, A) szamhéarmasok esetén létezik blokk-
rendszer. A kovetkezSkben sziikséges feltételeket vezetiink le. A feltételekhez tugy
jutunk el, hogy 1j paramétereket vezetiink be, és ezekre vonatkozd azonosségokat
frunk fel.

Legyen b = |B| a blokkok szama. Ekkor az 6sszes pontparra Osszeszamolva az
ezeket tartalmazo blokkokat (;’) M-t kapunk, és minden blokkot (g)—szér szamoltunk.

(Tehat A(%) = (£)b.) Azaz b= A<(,%). Tehat k(k — 1)[Av(v — 1).

Legyen r, = {B € B : z € B} (x € V), az x cstcs fokszama a B blokk-
rendszerben. Belatjuk, hogy r, nem fiigg x-t6l, hanem egy, csak a blokkrendszer
paramétereitdl fiiggs, r szam. Ehhez szamoljuk 6ssze a (v, B) parokat, ahol v egy
2-t61 kiillonb6z6 csucs, és B egy x-et, és v-t is tartalmazo blokk. Az x-en kiviili v —1
darab pont mindegyikén A\ darab z-et is tartalmazo blokk halad at. Igy (v — 1)A-t
kapunk. Maésrészt minden x-en d&tmend blokk pontosan k — 1 megszamolt parban
szerepel. Tehat (v — D)A = (k —1)r,. Azaz r, = (Uk_fl)’\, fiiggetlen x-t6l. Specialisan
kE—1](v—1)A.

2. Lemma. Ha létezik (v, k, \) paraméteri blokkrendszer, akkor
(a) k— 1|\ (v—1),
(b) (k—1)kAv—1)v.

A (v, k, \)-ra vonatkozo fenti két feltételt oszthatdsdagi feltételeknek nevezziik. Ez
sziikséges, de nem elegendd feltétel blokkrendszerek 1étézésére. Azonban a kovetkezd
igen mély tétel azt mondja, hogy oszthatosagi feltételeink bizonyos értelemben kozel
vannak az elegenddséghez.
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3. Tétel (Wilson-tétel, 1971). Legyen k > 3,\ > 1 két tetszdleges pozitiv egész.
FEkkor létezik olyan vo(k, \) egész, hogy v > vo(k, \) esetén az oszthatdsdgi feltétele-
ket teljesitd barmely (v, k, \) szamhdrmashoz létezik ezen paraméterekkel rendelkezd
blokkrendszer.

4. Feladat. Egy osztdly létszama n (30 < n < 40). Az osztalyban bizottsagokat
alakitanak gy, hogy

(i) barmely bizottsagnak legalabb 3 tagja legyen,
(i) barmely két bizottsignak pontosan eqy kizis tagja legyen,

(11i) bdarmely két tanuld dolgozzon kozds bizottsagban.
Ezek utdan hatdrozzuk meg:

a) Hdnyan jdrnak az osztdlyba?
b) Hdny tanulé van egy-eqy bizottsdigban?
c) Hdny bizottsag van?

d) Egy-egy tanulé hdany bizottsdg tagja?

5. Feladat. B egy k-uniform halmazrendszer V' felett. Legyen | < k egy természetes
szam, amelyre teljesil, hogy barmely l-elem@ S C V halmaz esetén |{B € B : S C
B}| egy S-t6l nem fiiggé szdm. Bizonyitsuk be, ha t < I, akkor barmely T C V
t-elemd@ halmaz esetén |{B € B: T C B}| csak t-tdl figg.

6. Feladat. Legyen n pozitiv egész szam, €s leqyenek Ay, As, ..., A1 a B halmaz
részhalmazai. Teqyiik fel, hogy

(a) mindegyik A;-nek pontosan 2n eleme van,
(b) minden A; N A; metszetnek (1 <i < j <2n+ 1) pontosan egy eleme van,

(¢) a B halmaz minden eleme benne van legaldbb két A;-ben.

Az n milyen értékeinél rendelhetd B minden eleméhez a 0 és 1 szamok egyike gy,
hogy minden A;-nek pontosan n olyan eleme legyen, amelyhez a 0-t rendeltik?

7. Feladat. A hételemd S halmaznak kijeloltik néhdany valddi részhalmazat gy,
hogy azok eleget tesznek a kiovetkezd két feltételnek:

(i) S barmely két kiilonbozo eleméhez egyértelmiien létezik dket tartalmazo kijelolt
részhalmaz.
(ii) Bdrmely két kijelolt részhalmaz metszete S egy eleme.
Hdny részhalmazt jeloltink ki?

8. Feladat. Egy halmazrendszert dltaldnositott (v, \)-blokkrendszernek nevezink,
ha halmazrendszer eqy v-elemi alaphalmaz felett és barmely két kilonbozd pontjd-
ra a két pontot egyszerre tartalmazo élek szama ugyanannyi (), azaz pontpdrtol
fiiggetlen konstans. Azt is mondhatjuk, hogy az dltlanositott blokkrendszerek olyan
blokkrendszerek, amelyekre ,csak” az uniformitdsi feltétel hidnyzik.

(i) Mi az dltaldnositott blokkrendszer fogalmdnak dudlisa?

(ii) Bizonyitsuk be, hogy X\ > 0 esetén egy dltaldnositott (v, \)-blokkrendszer blokk-
jainak szama legaldabb v.
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