Szimmetrikus kombinatorikus struktirak MSc hallgaték szamara

Ramsey-grafok
Eléado: Hajnal Péter 1.hét

1. Ramsey-szamok

Definicié. Legyen Ram(G) = max{w(G), a(G)} = max{w(G),w(G)}, azaz a leg-
nagyobb halmaz mérete G-ben ami fiiggetlen vagy klikk.

Egy alternativ lefras: Egy csicshalmazt homogénnek nevezink, ha klikk vagy
fiiggetlen. Ram(G) a legnagyobb homogén halmaz mérete. Nyilvan G és G homogén

halmazai ugyanazok, specidlisan Ram(G) = Ram(G).

Definicié. Legyen R(k) az a minimalis n csicsszam, amely esetén minden n ponta
egyszerti G grafra Ram(G) > k. Az R(k) szamok a Ramsey-szamok.

1. Tétel (ErdGs Pal).
R(k) > V2"

A legtermészetesebb bizonyitas az lenne, hogy leirunk/konstrualunk egy \/ﬁk
ponti gréafot és ellendrizziik, hogy nincs benne £ elem homogén halmaz. Erdds
bizonyitasa nem igy megy. S6t mind a mai napig nem ismert a fenti utat kévetd
,termeészetes” bizonyitas (annak ellenére, hogy sokan szeretnének ilyet latni). Erdés

bizonyitasa az, hogy felvesz egy \/ﬁk elemszamu csicshalmazt és minden csticspéarra
feldob egy érmét: ha fej, akkor 6szekoti Gket, ha iras, akkor nem. Az igy kialakit egy
grafot, majd azt mondja ,fogadjunk, hogy nincs benne k elemt homogén halmaz”.
Pozitiv a valészintsége, hogy a fogadast megnyerje. (Ez némi szdmolast igényel.)
Igy a tétel igazolast nyer.

Hasznos a fenti fogalom aszimmetrikus valtozatéat is bevezetni.

Definicid. Legyen R(k, () az a minimélis n cstcsszam, amely esetén minden n ponti
egyszerd G grafra w(G) > k vagy a(G) > (. Az R(k,l) szamokat is Ramsey-
szamokként hivatkozzuk.

Természetesen R(k) = R(k, k).
2. Tétel (Erd6s Pal—Szekeres Gyorgy). (i) R(k,¢) < R(k—1,0)+R(k,{—1),
(i) R(k) < (%)) < 4.

Ez Ramsey tételének egy kis altalanosit’asa.

3. Tétel (Ramsey).
R(k) < 4F.
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Megjegyezziik, hogy a fenti alapbecslések (\/Qk) < R(k) < 4%, az exponencidlis
fliggvények kozott mind a mai napig a legjobb becslések.

A teljesség kedvéért vazoljuk Ramsey bizonyitasat. Azt kell igazolnunk, hogy
egy 4% pontt grafban garantalttan van k elemt homogén halmaz. Indoklasunk algo-
ritmikus lesz. Feltehetd, hogy grafunk cstcshalmaza az {1,2,...,4%}. Nagysagrendi
sorrendben vizsgélva a cstucsokat kivalasztunk egy jobbra homogén halmazt, azaz
cstcsok egy olyan halmazat, hogy mindegyik az 0sszes nala nagyobb kivalasztotthoz
ugyanigy viszonyul (vagy minddel Gssze van kotve vagy egyikkel sem). A kiva-
lasztés egy egyszerid moho stratégia: 1-et kivalasztjuk és szomszédai illetve nem
szomszédai kozil a nagyobbik halmazt megtartjuk, a masikat eldobjuk. A tuléled
csticsokon a fenti stratégiat iteraljuk: a legkisebb tuléls cstucsot kivalasztjuk majd
a tuléls szomszédai és nem szomszédai koziil a nagyobb csiicshalmazt megtartjuk,
a kisebbet eldobjuk. Konnyd latni, hogy legaldabb 2k csiicsot kivalasztunk. Ezek
vagy ,jobbra szomszédosak” vagy ,jobbra nem szomszédosak” A két kategoriara
vonatkoz6 tébbség egy legalabb £ elemii homogén halmazt ad.

A fenti fogalmak maképp is megfogalmazhatok. Az alapprobléma szimmetri-
kus a G, G, graf-komplementer grafparra. Ennek latvanyos vizualizalasa, ha G éleit
pirosra, a komplementer éleit kékre festjitk. Igy a teljes graf egy piros-kék élszi-
nezésével dolgozunk. A klikkek piros monokromatikus csticshalmazok (a halmazon
beliil minden él piros). A fliggetlen csucshalmazok kék monokromatikus cstcshal-
mazok. Az 1j nyelv alapjan a fenti Ramsey-szamok tovabb altalanosithatok tobb
szin vizsgalataval. Mi csak egy specialis esetet irunk le.

Definicié. Legyen R(k,?,m) az a miniméalis n csticsszam, amely esetén az n ponti
teljes graf minden piros-kék-zold élszinezésére garantéltan taladlhatd k elemd piros-
monokromatikus, vagy ¢ elemi kék-monokromatikus, vagy m elemi z6ld-monokro-
matikus ponthalmaz.

2. Véletlen grafok automorfizmuscsoportja

Definicié. Legyen G,, az G, halmazboél (az [n] ponthalmazu egyszerti grafok hal-
mazabol) uniform eloszlassal valasztott véletlen graf. A G,, véletlen graf generaldsa
ugy is torténhet, hogy az (g) darab cstucspar mindegyikére fliggetleniil dontiink hogy
Osszekotjik (1/2 valoszintséggel), illetve nem kotjiik ossze (1/2 valoszintséggel). G,
neve 1/2 paraméterd Erdés—Rényi véletlen graf.

A véletlen grafok nagy szimmetriaval rendelkeznek: az Osszes cstucspar kozott
ugyanolyan eloszlassal dontiink grafunkrol. Ennek ellenére konkrét pénzfeldobasok
elvégzésével nem valoszint, hogy szimmetridt mutato grathoz jutunk.

4. Tétel.
P(Aut(G,) =1) — 1, ha n — oo,

azaz eqy véletlen grdf 1 valdszinidséggel aszimmetrikus.

~

Bizonyitas. Egy vcstcs kiterjesztett fokszdama legyen a d(v) = (d, e, eq,...,€q)
sorozat, ahol d a v csucs foka és e; < ey <...<eav szomszédal fokainak rendezett
sorozata. A G graf d-asszimmetrikus, ha d kiillonb6z6 értéket vesz fel minden csicsra.
Belatjuk, hogy G,, 1 valészintiséggel d-aszimmetrikus. Ebb6] nyilvan kévetkezik az
allitas.
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Egy a és b csucs c?—megkiﬂénbéztetett, ha c?(a) + c?(b), illetve c?—megkiilénbéz—
tethetetlen, ha c/l\(a) = c/l\(b) A tovabbiakban a és b tetszéleges két kiilonbozs, de
lerogzitett csticspar. Legyen FE,;, az ,a és b c/l\-megkiﬂénb('jztethetetlen” esemény.
Belatjuk, hogy P(E,p) = o(1/n?) (azaz (3;) darab eseményrdl allitjuk becslésiinket).
Ebbél adodik az allitas.

Legyen A és B az a, illetve b csticsok szomszédséga. Legyen A; azon cstcsok

A-bol, amelyek nem &sszekotottek b-vel. Hasonloan definialhatd B;. Legyen Gy =

Glv(@)—{ap}- Fap pontosan akkor kovetkezik be, ha [A| = |B| (ez ekvivalens azzal,
hogy |A;| = |Bzl|) és a Go-beli fokok Az-beli eloszlasa ugyanaz mint Bz-beli eloszlasa.
Az E,; esemény azon részhalmaza, amikor |A| = |B| < n/3 nyilvan o(1/n?)

valoszintiségii. A tovabbiakban feltessziik, hogy |A| = |B| > n/3.

Legyen ¢ Aj-ban a kiilonb6z6 Gy-beli fokok szama. Legyen M Ajp-ban a . leggya-
koribb” Gy-beli fok multiplicitasa. Belatjuk, ha ¢ vagy M valamelyike ,,nagy”, akkor
készen vagyunk.

A kovetkezékben gondoljunk arra ¢ nagy. Tegyiik fel, hogy di,ds, ..., d; az Az-
ban eléforduls Go-beli fokok. Tegyiik fel, hogy Az-ban ezek mq, mo, ..., m, multipli-
citéssal szerepelnek, mig Bg-ban ezek puq, pia, i3, ..., e multiplicitassal szerepelnek.
Azaz Gy-ban a d; foku csticsok halmazat az A; halmaz m; elemben, mig a B; halmaz
p; elemben metszi. Ez a Go-n kiviill (a-bél és b-bdl induld) élek valasztasatol fiigg.
Konnyt latni, hogy m;, illetve u; paritasa egyenletesen, egyméstol fiiggetleniil oszlik
el. Igy csak egy paritas egyezése (ami sziikséges F,j-hez) 1/2 valoszintiségti. Az
Osszes paritas egyezése (1/2)° valoszintiségt. Igy

¢
P(E, | Aj-ban van ¢ kiilonboz6 Gy-fok) < (5) .

Most gondoljunk arra, hogy M nagy. A vizsgéalt eseményt becsiiljiik feliil azzal,
hogy Gg-ben lesz M darab azonos fokd pont. Legyen U egy M elemt ponthalmaz.
A vizsgalt eseményt lefedhetjiik Eyyj eseménnyekkel, ahol Eyyj, annal bekovetkezése,
hogy U-n beliil minden fok k.

Nézziik meg U-n beliil milyen fokok alakulnak ki. Ezek utan minden x € U esetén
az U-bol kivezets leheséges élek kozil el6irt szamuinak kell megvalosulni, hogy a fok
k értékiivé valjon. Az adott fok kialakulasanak valoszintisége legfeljebb 1/v/n — M.
Kiilonb6z6 U-beli fokok esetén ezek fiiggetlen események.

A részletek Osszerakisa utan kapjuk

n 1 M
P(E. | Az-b M darab cst Go-fokkal) < mn - N — .
(Eqp| Ap-ban van arab csucs azonos Go-fokkal) < n <M) <m)
Az els6 becslésiink megfelel, ha logn < ¢. Mésodik becslésiink megfelels, ha
vn < M. Mivel M > n/3, mindenképpen adodik a tétel. [ |

A fenti tétel allitasat a kovetkezSképpen értelmezhetjik. Az alabbi algoritmus
hatékonyan, kis hibazéssal teszteli a véletlen grafok izomorfizdjat: Az algoritmus el
se olvassa az input két grafjat. Minden szamolés nélkiil ,NEM [ZOMORFAK” alla-
pottal leall. Ennél hatékonyabb algoritmust el se lehet képzelni. Tételiink ekvivalens
azzal, hogy a hibazéas valoszintsége nagy n esetén kozel 0.

Ha a fenti bizonyitas alapjat megértettiik, akkor okosabb algoritmust is tervez-
hetiink. Ez nagyon kis valoszintséggel ,, FELSULTEM?” allapottal all meg, kiilonben
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megadja a helyes valaszt. Az el6z6 — hibazasi lehetGséget megengeds — algoritmus-
sal szemben ez nagy elérelépés. Az algoritmus elolvassa a két grafot és mindketts
esetén minden cstcsra kiszamolja a d sorozatokat. Ha a két grafra a két sorozat-n-es
nem azonos, akkor ,NEM [ZOMORFAK” outputtal ledllunk. Ha a két sorozat-n-es
ugyanaz és a kozos Gsszességben van két azonos sorozat, akkor , FELSULTEM” out-
puttal ledllunk. Ha a két sorozat-n-es ugyanaz és minden eleme kiilénb6z6, akkor az
egyes sorozatok parbaallitjak a két inputgraf csicshalmazat. Ez az egyetlen lehetsé-
ges izomorfizmus. Teszteljiik, hogy ez valoban izomorfizmus-e. A teszt eredményétsl
fiiggGen az outputunk ,IZOMORFAK” vagy ,NEM [ZOMORFAK?” lesz.

3. Ramsey-grafok

Ramsey-grafok olyan ,,nagy” pontszamu grafok, amelyek nem tartalmaznak k elemd
homogén halmazt. (Aszimmetrikus valtozatban: ,nagy” pontszamu grafok, amelyek
nem tartalmaznak sem k elemd fiiggetlen halmazt, sem ¢ elemii klikket.) Ezek koziil
a legnagyobbak az R(k) — 1 pontszamuak. Sajnos a Ramsey-szdmoknak csupéan
kevés értéke ismert. Igy a Ramsey-graf fogalmat altalaban a fenti, matematikailag
nem pontos értelemben hasznaljuk.

A jol ismert R(3) = 6 allitas egyik része, hogy R(3) > 5. Azaz 6t csucsu grafok
kozt van olyan, amelyre Ram(G) < 2. Ezt az 6t hosszu kor mutatja: nem tartalmaz
se harom elemt klikket, se hdrom elemi fiiggetlen ponthalmazt.

5. Feladat. Ldssuk be, hogy ez az egyetlen 6t csucsi grdf, ami megfelel a fentieknek.
Ez az 6t pontu graf nagyon szimmetrikus.

6. Feladat. Az it ponti egyszeri grifok kozott a teljes és az tires grdaf automorfizmus
csoportja Ss. A tébbi grdf koziott az 6t hosszu kor az egyetlen csucstranzitiv grdf.

Ez azért is érdekes, mert az altalanos R(k) > \/ﬁk egyenlStlenség bizonyitasa
a véletlen grafokon alapul. Tehat Erdds modszere Ramsey-grafok lefraséra az volt,
hogy egy nagy (de nem tul nagy) ponthalmazon vette a standard véletlen grafot.
Belattuk, hogy Paeg, (|Aut(G)| = 1) — 1. Azaz Erdés modszere egy olyan grafot ad,
aminek semmilyen szimmetridja nincs. Ennek ellenére ezen legegyszertibb példan az
(egyértelmii) extremalis graf nagy szimmetriaval rendelkezd graf. Ez nem egyediili
eset.

7. Feladat. Mutassunk egy grafot, amely az R(3,4) > 8 egyenldtlenséget igazolja.
8. Feladat. Igazoljuk, hogy R(3,4) = 9.

9. Feladat. Igazoljuk, hogy R(3,5) > 13.

10. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy R(3,5) = 14.

11. Feladat. Igazoljuk, hogy R(3,6) > 17.

12. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy R(3,6) = 18.

Ramsey-grafok-4



4. Paley-grafok

Definicié. Legyen ¢ egy primhatvany, amely 4-gyel osztva 1 maradékot ad. P, a ¢
paramétert Paley-graf csicshalmaza F,. Két csics, x és y akkor és csak akkor van
Osszekotve, © — y négyzetszam. (Az oszthatosagi feltétel ekvivalens azzal, hogy —1
négyzetszam, azaz a fenti 6sszekotottség szimmetrikus tulajdonség.)

1. &bra. P17

13. Lemma. Legyen q = 4k + 1 primhatvany. Ekkor
(1) V(B = q=4k+1,

(ii) P, 2k reguldris,

(111) P, erdsen requldris grdf 2k, k — 1,k paraméterekkel,
(iv) P, pottranzitiv.

14. Lemma. A q ponti teljes grdf élhalmaza két diszjunkt osztdlyra oszthato gy,
hogy mindkettd P,-val legyen izomorf.

Bizonyitas. Legyen g egy nem-négyzetszam elem [ -ban. Ekkor a g-vel val6 szorzas
permutalja a cstucsokat, P, éleit éppen nem-élekbe viszi. |

A fentitulajdonsagot gy nevezziik, hogy P, egy on-komplementer graf.
15. Tétel. R(4) > 17.
Bizonyitas. Ellenérizni kell, hogy a Py; grafban nincs négy elemii klikk. |
16. Feladat. Igazoljuk, hogy R(4) = 18.

5. Clebsch-graf

A Clebsch-graf legegyszertibb definicidja az aldbbi.

Definicié. Cl legyen az az egyszerii graf, amely csticsai az [5] paros elemszamu rész-
halmazai. Két cstcs pontosan akkor 6sszekotott, ha a reprezentélt két részhalmaz
szimmetrikus differencidja négyelem.
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2. abra. A Clebsch-graf

17. Lemma. (1) |V(CI)| = 16,
(ii) Cl 5-reguldris,
(111) 5,0,2 paraméterekkel erdsen reguldris grif,
(iv) G ponttranzitiv.
Az eredeti definicioval ekvivalens leirasok:

(a) A 4-dimenzios hiperkockédhoz hozzaadjuk a szemkoztes cstucsokat Osszekots
éleket.

(b) Az 5-dimenzids hiperkocka szemkoztes cstcsait azonositjuk.

(c) Fi6 elemein definidlunk egy grafot: két csics akkor és csak akkor 0sszekotott,
ha kiilonbségiik kdbszam.

18. Feladat. Igazoljuk, hogy a fenti harom konstrukcic a Clebsch-grdfot irja le.

19. Lemma (Greenwood—Gleason). K4 élhalmaza hdarom Clebsch-grdaf diszjunkt
példdnydra particiondlhato.

Bizonyitas. K cstcsai legyenek Fig elemei. Fj; egy ciklikus csoport. Legyen g
egy generalo eleme, azaz Fiy = {1,9,9% ¢% ...,9"}. Ezek koziil pontosan azok
kobszamok, amelyek kitevéje harommal oszthat6. Specialisan —1 is ¢3 alakt. Kig
éleit szinezziik ki harom szinnel. Az zy él szine legyen  — y = ¢’ esetén j osztési
maradéka harommal. (Azaz, a harom szin: 0, 1 és 2). A definici6 korrekt hiszen
y—r=(-1)(r—y)=g"(z—y).

Az utolso alternativ definicié alapjan a 0 szini élek egy Clebsch-grafot adnak. A
csticshalmazon g-vel valo szorzas és g?-tel valo szorzas egy-egy permutaciot ad, ame-
lyek a 0 szinti élek részgrafjat az 1, illetve 2 szint élek halmazaba viszi. Specialisan
minden szinosztaly egy Clebsch-grafot ad. Ez az allitast igazolja. |

20. Kovetkezmény. R(3,3,3) > 16.
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Bizonyitas. Vegyiik a fenti bizonyitédsban szerepld élszinezést harom szinnel. Csak
azt kell észrevenni, hogy a Clebsch-grafban nincs haromszog, azaz nem lesz mono-

kromatikus haromszog. [ |

21. Feladat. Igazoljuk, hogy R(3,3,3) = 17.
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