Szimmetrikus kombinatorikus struktirak MSc hallgaték szamara

Csoportok hatéasa

Eléado: Hajnal Péter

1. Véges halmazokon hat6 csoportok

A kocka lapjainak szinezését vizsgaljuk. A kocka egy szimmetridja a kocka lapjait
permutélja. A szinezéseket a lapok hatelemit halmazan értelmezett fiiggvényeknek
fogva fel, két fiiggvényt (szinezést) akkor tekintiink azonosnak, ha egy, a kocka szim-
metridjabol eredd permutacio (a fliggvény értelmezési tartoméanyanak, azaz a lapok
halmazanak permutécioja) ,megérzi a fliggvényt”. A kovetkezSkben ezen gondola-
tokat altaldnosan fogalmazzuk meg.

Definicié. Legyen N egy halmaz, és G egy csoport. G hat az N halmazon, ha adva
van egy m : G X N — N leképezés, amelyre

(i) m(h,m(g,x)) = m(hg, ) minden g, h € G és x € N esetén,
(ii) m(1,x) =z, ahol 1 a G csoport egységeleme és x € N tetszdleges.
A tovabbiakban m(g, z)-et csak gu-szel jeloljik.

Példa. A kockat megdrzé mozgéasok csoportja a kocka lapjain hat. Ugyanez a cso-
port hat a kocka élhalmazan is.

Példa. Az A, alternalo csoport hat [n]-en.

Példa. Egy n elemii halmaz permutécioi (S, elemei) hatnak az alaphalmaz részhal-
mazain. g € S, és A = {ay,...,ax} esetén gA = {gaq, ..., gay}.

Példa. Tegyiik fel, hogy G hat az N halmazon. Ekkor G hat az {f : N — X}
fiiggvényhalmazon. g € G esetén gf az a fiiggvény, amely az x — f(g~'x) hozzé-
rendeléssel van definialva.

Definicié. Tegyiik fel, hogy G hat az N halmazon, és legyen g € G. Ez definial egy
g 1 N — N leképezést: z — gx.

1. Lemma. 7, az N halmaz egy permutdcidja.

Bizonyitas. (g 'x) = x, tehat 7, raképezés.
my(z) = m,(y) (gz = gy) esetén x = g gz = g gy = y, azaz 7, injektiv.
Osszefoglalva: 7, bijekcio, azaz permutécio. [ |

Megjegyzés. Ezzel definialtunk egy G — S(N), g — m, leképezést. Konnyen
ellenérizhetd, hogy ez egy csoporthomomorfizmus lesz.

Definicié. Tegyiik fel, hogy a G csoport hat N-en. Ez a csoporthatas effektiv, ha a
G — S(N), g — m, leképezés injektiv.
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Megjegyzés. Egy effektiv csoporthatés azonosithato egy permutaciocsoporttal. Leg-
gyakrabban effektiv csoporthatasokkal lesz dolgunk. Ennek ellenére legtobbszor al-
taldnosan fogalmazzuk meg definicidinkat és eredményeinket.

Definicié. Tegyiik fel, hogy a G csoport hat az X halmazon, a H csoport pedig hat
az Y halmazon. A két hatds izomorf, ha létezik o : G — H csoportizomorfizmus és
B : X — Y bijekcio, amelyekre f(gx) = a(g)B(x).

A tovabbiakban N mindig egy véges halmazt, G pedig egy, az N halmazon hato
csoportot jelol.

* * *

Tudjuk, hogy minden g € G elemhez tartozik N egy m, permutéaci6ja. Legyen
(k1(9), k2(g), - - -, knl(g)) a m, permutécio6 tipusa, azaz k;(g) a m, permutacio6 ¢ hosszi
ciklusainak szama.

A G csoport esetén egy |G| elemt tipushalmazt kapunk. Ezt az informéaciot egy
polinomban foglalhatjuk Gssze.

Definicié. Egy n elemii N halmazon hat6 G csoport g elemére legyen m(g) a ko-
vetkez6 monom:

Mg(T1,. .., Ty) = :E]fl( 9 52(9) ko)

A G csoport hatdsdnak ciklusszdmldlo polinomgja:
k
PG('rlax27"-7 ng T1,X2,...,% Z l(g xﬁn(g)
gEG gEG

Megjegyzés. A ciklusszamlalo polinom csak a csoporthatas izomorfiatipusatol fiigg.
Egy csoporthatast izomorfizmus erejéig sem hatarozza meg a ciklusszamléld poli-
nomja. Ennek belatasat az egyik feladatra bizzuk.

Jelolje (N, G,) halmazok és ezeken rendre hato csoportok egy sorozatéat. Ek-
kor ciklusszamlalé polinomok sorozatat kapjuk. Nézziik meg a kovetkezs egyszert
esetet: ([n],S,) (S, hatasa egy n elemi halmazon a természetes hatas). Legyen
Ps, (z1,23,...,%,) ezen csoporthatas ciklusszamlalo polinomja (Ps, = 1).

Példa. PSO = 1 P51 =X, P52 = (l‘l +ZL‘2)
Ps, = ¢ (23 + 3135 + 2u3), PS4 = o (2 + 622y + 8w123 + 323 + 614).

A kovetkezSkben a Ps, (x1, 22, . .. ,xn) sorozatra egy rekurziot adunk:

2. Lemma.
1 n
Ps (x1,29,...,0,) = " g 1 Ps, (1,22, ..., Tny).

Bizonyitas. Az n!Ps, =} s m, polinom tagjai azonosithatok egy n elemt hal-
maz permutécidival. Ezen Gsszeg tagjai csoportosithatok aszerint, hogy m-ben az n
elemet tartalmazo ciklus milyen hosszi. Legyen [ egy lehetséges hossz (1 <1 < n).
Az ehhez tartozo permutaciok, illetve n!Ps megfelels tagjai a kdvetkez6 polinomot
hatarozzék meg;:

r-[(n—1)n—-2)...(n =1+ 1)][(n—U!Ps,_,(x1,...,T0-1)]
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Ha az n-et tartalmazo permutacié hossza [, akkor a megfelel6 monom tartalmaz
egy x; tényez6t. Ezt kiemelve kapjuk a fenti formula els§ tényezGjét. A masodik
szorzOtényezd annak felel meg, hogy az n-et tartalmazo [ hossza ciklust héanyfé-
leképpen valaszthatjuk meg. Ha ez a valasztas rogzitett, akkor a maradék tagok
Osszege egy n — | elemd halmaz permutacidinak megfelel6 monomok Osszege lesz,
azaz (n —[)!Ps, _,. |

Ezek utan egyszert megadni ezen ciklusszamlalé polinomsorozatot 6sszeftizé for-
mélis hatvanysort.

3. Tétel.
S ~ vy y"
ZPgi(xl, To, ..., x;)y" = exp(z1y + 2 + 1’33 +...+ Tn +...).
i=0
Bizonyitas. Legyen F € Rl[y,x1,22,...]] az egyenldség bal oldalan &all6 formalis

hatvanysor. A Pg_  polinomokra vonatkozo rekurzié alapjan a kovetkezs differenci-
alegyenletet F' kielégiti:

0 _

8_yF =(zy+woy+ ...+ L )F (1)
[y°2%25 .. JF =1. (2)

A tételben szerepld jobb oldali kifejezés is kielégiti a differencidlegyenletet, amelynek

megoldéasa egyértelmd. Ebbdl az allitas adodik. [ |

Igen sok Osszeszamlélasi feladat egy ciklusszamlald polinom bizonyos helyen fel-
vett értékének meghatarozasabol all, és igy megoldhaté a fent kidolgozott technika-
val.

4. Kovetkezmény. Legyen a, eqy n elemtd halmaz fizpont nélkili permutdcidinak a
szama. Ekkor a, = |2]. (l&] az x valds szdmhoz legkdzelebbi egész. )

Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy

mﬂ(oa ]-7 1, ey ]_) = {O’ ha ﬂ-_nek vaill ﬁXpOIltja,’

1, ha m-nek nincs fixpontja.

Ez alapjan egyszertien meggondolhato, hogy

an=> mg0,1,...,1) =nlPg (0,1,1,...,1).

TESR
Tehat a,, exponencialis generatorfiiggvénye:
vy y" _ exp(—y)

eXp(§+§+“,+;+...):exp(—log(l—y)—?/)— 1—y

Ebbdl
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5. Kovetkezmény. Legyen b, azn ponti, 2-requldris, eqyszerd grafok szima. FEkkor
b, exponencidlis generdtorfiigguénye
exp(—3y — 1¥°)
vi—y

Bizonyitas. A b, = n!Ps, (0,0, %, %, cee %) Osszefliggéshdl adodik az allités. [ |

6. Feladat. Legyen G egy N halmazon hato csoport, és K = {g € G : m, = id}.
Bizonyitsuk be, hogy

a) K <G,
b) G/K természetes modon hat N-en, és ez a hatds effektiv.

7. Feladat. Hatdrozzuk meg a kévetkezé halmazok és az azokon hatd csoportok
ciklusszamldlo polinomyjait:

(a) eqy szabdlyos tetraéder csicsai és a szabdlyos tetraéder mozgdscsoportja,
(b) egqy szabdlyos tetraéder élei és a szabdlyos tetraéder mozgdscsoportja,

(c) eqy szabdlyos tetraéder lapjai és a szabdlyos tetraéder mozgdscsoportja,
(d) egy kocka csicsai és a kocka mozgdscsoportja,

(e) egqy kocka élei és a kocka mozgdscsoportja,

(f) eqy kocka lapjai és a kocka mozgdscsoportja,

(9) eqy szabdlyos n-szdg csicsai €s a szabdlyos n-sz0g mozgdscsoportja.

8. Feladat. Legyen H eqy szabdlyos dtszog alapi eqyenes hasdib. H mozgdscsoportja
hat a hasdb élein. Irjuk fel ennek a ciklusszdmlalopolinomydt.

9. Feladat. a) Hdnyféleképpen dllithatjuk pdrokba a kévetkezd 2n szdmot:
1,1,2,2,3,3,....n—1,n—1,n,n?
b) Hdny pdrbadllitds van, ha egy pdron belil eqy sorrendet is megadunk?
(A fenti sorbadllitdsok szamdnak exponencidlis generdtorfigguényét adjuk meg.)

10. Feladat. Legyen G és H eqy-eqy permutdcidcsoport X-n és 'Y -n, és legyen Pg
és Py a ciklusszamlalo polinomuk.

(a) G x H a kévetkezd médon hat XUY -n: (g,h) € G x H esetén

(g.h)z = gz, haze X,
9 B hz, hazeY.

Fejezziik ki Py xov)-t Pa €s Py segitségével.
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(b)* Legyen h : X — H tetszdleges fiigguény. Ekkor g € G és h definidlja X XY egy
permutdcidjdt: (x,y) — (g, h(z)y). Az dsszes lehetséges, |G||H|X! sok (g, h)
pdrok dltal definidlt permutdciok az X XY halmazon eqy permutdciocsoportot
adnak. Ezt G[H]-val jeléljik. Fejezzik ki P x <y ciklusszamldlo polinomyjdt
Pq és Py segitségével.

11. Feladat. Az A, alterndld csoport természetes modon hat az {1,2,...,n} hal-
mazon. Legyen Pa, (1,%2,...,x,) ennek a ciklusszdmldlo polinomja (Pa, = 1, és
P, = 2x1). Hatdrozzuk meg a

[e o]
Z Py, (x1,29,. .., 2n)Y"
n=0

generdtorfiigguényt.

12. Feladat. Adjunk példdt két nem izomorf permutdciocsoportra, amelyek ciklus-
szdmlalo polinomja ugyanaz.

13. Feladat. Bizonyitsuk be, ha az x1,x2,x3, ... szamok véges sok kivételével 1-gyel
egyenldk, akkor a lim, . Ps, (71,9, ...,x,) hatdrérték létezik. Hatdrozzuk is meg
az értéket.

2. A Poélya—Redfield-médszer

A Polya—Redfield-modszer abban az esetben alkalmazhato az f : N — X fliggvé-
nyek megszamoléasara, ha az N halmazon egy GG permutaciécsoport hat, és a cso-
porthatasnal egymasba képz6ds fiiggvények nem kiilonboztethet6k meg. A modszer
ismertetése el6tt csoportelméleti elGkésziiletekre van sziikségiink.

Definicié. Legyen a,b € N. a ~ b, ha létezik olyan g € G, hogy a = gb.
14. Lemma. ~ egy ekvivalenciareldcio.

Bizonyitas. a ~ a, hiszen a = la.

a ~ b esetén alkalmas g € G-re a = gb. Ekkor g7la = ¢g7'(gb) = (g7 'g)b =
=1b=0, azaz b ~ a.

a ~ b és b~ cesetén alkalmas g, h € G-re a = gb, és b = hc. Tehat a = gb =
= g(hc) = (gh)c, azaz a ~ c. [

Definicié. Legyen G az N-en hato csoport. A fent definialt ~ ekvivalenciarelacio
ekvivalenciaosztalyait a csoporthatds pdlydinak nevezziik.

A palyak, Q1,9 ..., Q, az N alaphalmaz egy particiojat adjak. A k szdm a
palyak szama.

A k =1 esetben azt mondjuk, hogy a permutaciécsoport tranzitiv.

A Polya—Redfield-modszer a kovetkezd csoportelméleti lemman alapul:

15. Lemma (Burnside-lemma). Legyen (N,G) egy halmaz és rajta haté cso-
port. Ekkor a pdlydk szdma egyenld G elemei fixpontjainak dtlagos szdmdval, azaz

ﬁ > geq k(g)-vel.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy G-nek k darab palyaja van: 2y,€, ..., Q. Ekkor G
elemeinél a fixpontok atlagos szama:

ﬁzm G L Mo G imylo) =} = )
geG

reN

ZZHQEG mo(x) = . (6)

=1 z€Q;
Legyen S(x,G) = {g € G : m,(z) = z}. Allitjuk, hogy |S(z,G)| = %, ahol = € Q.
Ennek igazolasdhoz elég azt belatni, hogy z,y,z € Q; esetén az S(x,y,G) = {g €
G :my(z) =y} és S(z,2,G) = {g € G : my(x) = 2z} halmazok elemszama ugyanaz.
Ekkor ugyanis az {S(z,y, G)},eq, halmazok a G csoport egyenlé méreti osztalyok-

ra torténd osztalyozasat adjak. Igy minden osztaly ugyanakkora (% elemszamn).

Specidlisan |S(z,z,G)| = |S(z, G)|frac|G||%]. |S(z,y,G)| = |S(x, 2z, G)| bizonyi-
tasdhoz megadunk egy ¢ : S(x,y,G) — S(x, z,G) bijekciot. Legyen g € G olyan
csoportelem, amelyre gy = z. (Ilyen létezik, hiszen y éz z ugyanabba a palyaba
esik.) Ha h az S(z,y, G) halmaz egy eleme (hz = y), akkor gh az S(x, z, G) halmaz
egy eleme. Legyen ¢ : h +— gh. Konnyen igazolhato, hogy ¢ egy bijekcio, ami
igazolja az |S(x,y, G)| = S(x, 2z, Q)| és igy az |S(z, Q)| = & |‘ egyenlGséget is.

A fenti egyenlGségsorozatot folytatva:

LI ) DI TIcIERE Ly ‘G|Z\G|

i=1 2y i=1 zeQ;
|

A lemma alkalmazasaként visszatériink a bevezetd példara: a kocka lapjainak
szinezésére. Most mar egy altalanosabb kornyezetben dolgozunk:

Definicié. Legyen N és X egy n, illetve egy x elemd halmaz. I' az N halmaz
permutécidinak egy csoportja. I' elemeit tigy tekintjiik, mint N szimmetriai (elemein
végrehajtva a valtoztatas nem vehetd észre).

Legyen f,g € XV, ahol X" az N-en értelmezett, X értékkészletd fiiggvények
halmazat jeloli. Azt mondjuk, hogy f ~ g, ha létezik olyan v € I', amelyre g = fo~.

Célunk a ~ ekvivalenciarelacié osztalyai szamanak meghatarozésa. Ezt Ggy is
kifejezhetjiik, hogy I' hatasat kiterjesztjik az {f : N — X} halmazra, és meghata-
rozzuk a palyak szamat.

Az aldbbiakban erre a probléméra ismertetiink egy modszert, az ugynevezett
Polya—Redfield-modszert.

A keresett szam a Burnside-lemmabol:

mZI{f for=f}l

~el’

Azonban f o~y = f azt jelenti, hogy f a v permutéacié ciklusain konstans. Tehat a
keresett szam:

|F‘Z|X|’“ Nkt = Pr(x, @, ... ).

yel
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Pélya—Redfield-médszer:

A probléma: Adott egy N halmaz és egy rajta hato I' csoport. Hatarozzuk meg a
I' csoporthatasra nézve kilonbozs f : N — X fiiggvények szamat!

A megoldas: Irjuk fel a I' csoport N-en valo hatésanak ciklusszamlalé polinom-
jat. Ebbe helyettesitsiink minden valtozo helyébe | X|-et. A kapott érték a fenti
probléméara adando6 vélasz.

Példa. Legyen n > 1 paratlan szam. FEgy tabla az n x n-es tablazat mez&inek

fekete-fehér szinezése. Két tablat nem kiilonboztetiink meg, ha azok egybevagosagi

transzformécioval egymasba vihetGk. Hanyféle n x n méretd ,tabla” 1étezik?
Legyen N = {mez6k}, X = {fekete, fehér}, és

I'={pz :k=0,1,2,3tU{m, :i=0,1,2,3},

ahol p, a tablazat kozéppontja korili a szogd elforgatas, 7, pedig a ¢ egyenesre
valo tiikrozés (¢; (i = 0,1,2,3) a tablazat két atloja és két kozépvonala). I' hat a
mezGkon. A T szerint kiilonboz6 fliggvények szamat szeretnénk meghatarozni.
A Polya—Redfield-modszer azt mondja, hogy elészor szamoljuk ki I' ciklusszam-
1416 polinomjéat:
2 2 2

n®—1 n®—1 n—n

1 n?o1 n?-1
Pr= g(x?Q + 212, Y Hxixy 2 H4Axtr, ? ).

A Polya—Redfield-modszer szerint ebbe a polinomba kell | X| = 2-t helyettesi-
teni. Tehat a keresett szam:

+n—2

n273 n?2-5 n?-5 n2
o3 4 9"T 10" 4 9"

Megjegyzés. A példa kezdetén feltettiik, hogy n paratlan szam. Ez a feltevés nem
lényeges. A paros n-ek esete hasonléan kezelhetd, de ekkor a ciklusszamlalé polinom
felirasaban eltérések lesznek. Ennek kidolgozasat az egyik feladatra bizzuk.

16. Feladat. Hanyféleképpen szinezhetdk ki eqy szabdlyos tetraéder
(a) élei,
(b) lapjai,
(c) csicsai
k szinnel, ha a mozgdssal eqgqymdasba vihetd szinezéseket nem kilonboztetjik meg?
17. Feladat. Hdanyféleképpen szinezhetdk ki eqy kocka
(a) élei,
(b) lapjai,
(c) csicsai
k szinnel, ha a mozgdssal eqgymdsba vihetd szinezéseket nem kilonboztetjik meg?

18. Feladat. Hanyféleképpen szinezhetd ki eqy n X n-es tdbla két szinnel, ha a
mozgdssal eqgymdsba vihetd szinezéseket nem kilonboztetjik meg?

Hdnyféleképpen szinezhetiink, ha az eqybevdigdsdggal eqgymdsba vihetd szinezéseket
nem kilonboztetjik meg?
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19. Feladat. Egy T szabdlyos hdaromszog oldalait n eqyenld részre osztjuk, és eze-
ken keresztil az oldalakkal parhuzamosokat hizunk. Igy kis szabdlyos hdromszigekre
osztottuk T'-t. Hdnyféleképpen szinezhetjik ki ezen kis hdromszogeket harom szinnel,
ha az egybevigossdggal eqymdsba vihetd szinezéseket nem kiilonbéztetjik meg?

20. Feladat. Céduldkra felirjuk az dsszes n hosszi szamjegysorozatot (10" darab
céduldnk lesz). Két cédulat nem tudunk megkiilonbioztetni, ha az egyiket fejtetdre
dllitva a mdsikat kapjuk (6 fejtetore dllitva 9, mig 0, 1 és 8 fejtetdre dllitva ugyanaz
marad). Hdny lényegesen kilonbozd céduldank van?

21. Feladat. Az n jegyd szamok (megengedjiik, hogy egy szam a 0 szdmjeggyel
kezdddjon) kozil kettdt ekvivalensnek neveziink, ha az egyik jegyeit visszafelé leirva
a masikat kapjuk. Hdny kilonb6zd szdm van?

22. Feladat. Hanyféleképpen oszthatunk szét n forintost k ember kozott?

23. Feladat. Legyen G egy S halmazon haté permutdcidcsoport. Hatdrozzuk meg S
lényegesen kiilonbozd részhalmazainak szamdt.

24. Feladat. Legyen G egy 2-n hatd csoport. Legyen w : Q@ — R eqy pdlydkon
konstans sulyfiggvény. (Azaz, ha valamely g € G esetén v = gy, akkor w(x) =
w(y).) Legyenek Qq,Qs, ... Q. a palydk. Ekkor w(§;) az Q; pdlya elemeinek kézos
stlya. Bizonyitsuk be, hogy

Zw(Qi):éZ 3w

i=1 9€G zimg(z)=x

25. Feladat. Legyen I' egy K-n haté csoport. w : X — 7Z sulyfiiggvény. Legyen
[ K — X egy tetszdleges fiigguény, és legyen w(f) =[x w(f(k)). Bizonyitsuk

be, hogy
S ts) = 1 (S wto) Tt ).

rzeX reX

ahol a bal oldali dsszegezés a lényegesen kiilonbozd fligguényekre torténik.

26. Feladat. Legyen I' eqy K-n haté csoport. w : X — Z eqy sulyfiigguény.

Legyen f : K — X egy tetszileges fiigguény, és legyen w(f) = > cxw(f(k)),
és r, = |lw(n)|. Legyen a, a lényegesen kiilonbéz6, n silyi figguények szdma.
Bizonyitsuk be, hogy

D o0 o
g anx” = Pr E ", E rax?, ]
n=0 n=0 n=0

27. Feladat. Hdanyféleképpen szinezhetdk ki a kocka lapjai két piros és néqy kék
szind lapra, ha a mozgdssal egymdsba vihetd szinezések nem kilonboznek?

28. Feladat. Legyen G egy S halmazon haté permutdcidcsoport. Hatdrozzuk meg S
lényegesen kiilonbozd, k elemid részhalmazainak szdmdt.
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