Szimmetrikus kombinatorikus struktirak MSc hallgaték szamara

Hoffman—=Singleton-graf: Pentagon-pentagram konstrukcio
Eléado: Hajnal Péter 3. hét

1. Hoffman—Singleton-graf pentagonjai és pentag-
ramjai

A d = 7 eset vizsgalatat Hoffman és Singleton végezte. Eredményiik: létezik (7,2)
paraméteri Moore-graf, s6t a struktura egyértelmid. A graf a Hoffman-Singleton
graf. A definici6 (és az elnevezés jogossaganak bizonyitéka) azonban hosszu ut vég-
allomasa.

Az alabbiakban feltessziik, hogy G egy (7,2) paramétertd Moore-graf.

1. Lemma. (o) |[V(G)| =50, |[E(G)| = 175.
(i) G egy erdsen requldris grdf (7,0,1) paraméterekkel.
(ii) G-ben az 6thosszu korok szama 1260.

(iii) G-ben a hathosszu korok szdma 5250.

Bizonyitas. (o) v = 2 esetén a d-regularis Moore-graf pontszama d? + 1. Igy d =7
esetén |V| = 7%+ 1 = 50. A grafunk fokainak 6sszege 50 - 7, azaz éleinek szama
350/2 = 175.

(i) A korabbiak alapjan nyilvanvalo.

(ii) Induljunk ki egy tetszsleges e élbdl (175 lehetGség). Mindkét iranyba folytas-
suk egy-egy éllel (6 -6 lehetdség). Szitkségszertien két kiilonbozs, dssze nem kotott
csuicshoz jutunk. A harom hosszu Gt pontosan egy médon fejezhetd be egy 6t hosszu
korré (lasd erésen Osszefiiggs tulajdonsag). Ezzel minden egy e élében gyokereztetett
5-kort pontosan egyszer megkapunk. Igy az 5 hosszi korck szama 175-36/5 = 1260.

(iii) Induljunk ki egy tetszdleges v csticsbdl (50 lehetdség). Mindkét iranyba foly-
tassuk egy-egy éllel ((g) = 21 lehet6ség). Majd folyassuk a két szomszédba vezetd
két élt egy-egy tovabbi éllel (6 - 6). Sziikségszeriien egy négy hosszi uthoz jutunk.
Ha ez két 0sszekotott csies, akkor kialakul egy 5 hosszi kor és nincs lehetdseg az
utunk 6 hosszu korré zarasara. Ha ez két nem 6sszekotott cstcs, akkor egy 6 hosszu
korré valo bezaras egyértelmii (erésen reguléaris tulajdonsig) és nincs lehetéség az
utunk 6 hosszt korré zarasara. Igy a felsorolt 50 - 21 - 36 lehetség pontosan az egy
csuicsukban gyOkereztetett 6t- és hat-hosszi koroket sorolja fel. Legyen cs, ¢g az 6t-,
illetve hat-hosszu kérok szama (c; = 1260). Kaptuk, hogy

37800 =50-21-36 =5-c5+6-cg = 5- 1260 + 6 - cg = 6300 + 6 - c5.
Ebb6l cg értéke adodik: (37800 — 6300)/6 = 31500/6 = 5250. u

2. Lemma. Legyen C egy dthosszu kor G-ben (csicshalmaza legyen {vg, v1, va, V3, U4},
élhalmaza legyen {vovy, v1ve, Vs, V34, V400 }). Legyen N; a v; csics nem C-re esd
szomszédainak halmaza.
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(i) Az N; halmazok diszjunkt ételem fiiggetlen halmazok. Igy N := UL N; egy 25
elemd halmaz. Legyen M =V (G) — N (specidlisan V(C) C M ). (Grifunkat
felosztottuk két ,oldalra” (N és M ). Eleinket is osztdlyozhatjuk: oldalélek (N,
illetve M-beli élek) és keresztélek (N és M kézti élek). Természetesen ez az
osztdlyozds figg a kiindulo 6t hosszu kortdl.)

(ii) Minden x € N; csicsnak legfeljebb két szomszédja van N-ben. Ezek N;_o U
Niio-ba esnek. Sot a két szomszéd kozil legfeljebb egy esik N;_o-be és legfeljebb
eqy esik Niio-be. Specidlisan minden x € N csucsnak legalabb 6t szomszédja
van M -ben.

(11i) Minden x € M — V(C) csicsnak legfeljebb egy szomszédja esik minden N;
halmazba. Specidlisan minden x € M csiucsnak legfeljebb it szomszédja van
N-ben.

(iv) A fenti fokszam becslések mindegyike egyenldséggel igaz. Azaz minden x € N
csucsnak pontosan 6t szomszédja van M-ben. Minden x € N csiucsnak ponto-
san 6t szomszédja van M-ben. Igy G|n és G|ar is 2-requldris grdf. (Specidlisan
C' egy komponens G|py-ben.) Tovdbbd minden x € N; csicsnak pontosan egy
szomszédja van N;_s-ben és pontosan egy szomszédja van N;io-ben (tovdbbi
szomszéd nincs N-ben, igy G|y minden kérének hossza 5-tel oszthatd).

(v) G-ben kétféle othosszi kor van: (1) egyik €le az egyik oldalra esik, mig a két
szomszédos €l (a kiron) keresztél (ezeket kereszt-kiroknek nevezziik), (2) hdarom
szomszédos éle eqy oldalra esik (ezeket oldal-kirdknek nevezzik). Tovdbbd 1250
darab kereszt-kor van. Igy 10 darab oldal-kor van.

(vi) GIN és G|M is it komponensd grif, amelyben minden komponens othosszi
kor. Azaz a 10 oldal-kor mindegyike teljesen az eqyik oldalra esik.

(vii) Legyen Cy és Cyy egy-eqy tetszdleges komponens G|y, illetve G|y-b6l. Ekkor
V(Cn) UV (Cy) egy Petersen-grifot feszit.

Bizonyitas. (i) Az N; halmazok nyilvan 6telemtek. Fiiggetlenségiik és diszjunktsé-
guk is egyszeri kovetkezménye az erGsen regularis tulajdonsagnak.

(ii) Legyen ¢ és j két kiilonb6z6 index. Ha x € N; és y = v;, akkor = és y nem
Osszekotottek. Azaz x-nek és y-nak egyetlen kozos szomszédja van. Ha i — j = +1,
akkor ez v;, specialisan z-nek nincs N;-ben szomszédja. Ha i — j = 2, akkor y-nak
vj_1 és vj41 szomszédja z-nek nem szomszédja. A kozos szomszédnak N;-ben kell
lenni. Az éllitasok adédnak.

(i) z € M — V(C) és y = v; nem szomszédosak. Egyetlen kozos szomszéduk
van. Igy z-bél legfeljebb egy él mehet Nj-hez. Ebbél adodik az allitas.

(iv) A (ii) alapjan az N-M élek szama legalabb 5 - |N| = 125. A (iii) alapjan az
N-M élek szama legfeljebb 5 - |[M| = 125. Tehat mindeniitt egyenldség teljesiil. Az
allitas konnyen adodik.

(v) Az (1) tipusa koroket a kovetkezd modon listazhatjuk: Kivalasztunk egy
oldal élt (50 lehetség), majd mindkét iranyban folytatjuk egy-egy keresztéllel (5 -
5 lehetdség), majd bezarjuk a kivalasztott éleket egy 6t hossztu korré (egyértelmid
lépés). Igy kapjuk, hogy a kereszt-korok szama 50-25 = 1250. Az oldal-kérék szama
1260 — 1250 = 10.
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(vi) Keétféle oldalkor van. Az egyiknek mind az &6t éle ugyanarra az oldalra esik
(igy G|y, illetve G|y 2-regularis grafok egy komponensérsl van szo). Ezeket nevez-
zik teljes-oldal-kornek, szamuk legyen ¢. A tobbi oldal-kérnek harom, egy ivre es6
éle ugyanarra az oldalra esik, mig masik két éle keresztél. Ezeket nevezziik félig-oldal
kornek, szamuk legyen f. Az el6z6 pont alapjan tudjuk, hogy ¢t + f = 10. Listazzuk
az oldal-koroket: vegyiink egy oldalélt (50 lehetGség), folytassuk mindkét iranyban
az oldalon maradva (egyértelmd folytatas), majd zarjuk be egy 6t-hosszu korré. Az
igy felsorolt 50 gyokeres kor k6zott minden teljes-oldal-kor 6tszorosen szerepel (5 le-
hetséges gyokér) és minden félig-oldal-kor egyszeresen szerepel (egyértelmii gyokeér).
Azaz 5t+f=50. Ebbdl t = 10 és f = 0, amibdl az allitas egyszertien adodik.

(vii) N minden 5 korének minden pontjabol maximum egy él mehet M egy 5
koréhez (mas esetben kialakulna héromszog vagy négy hosszu kor). De ennyinek
menni is kell, hiszen N minden pontjabol megy 6t él M-hez. A gondolatmenet
megfordithato, igy minden N-beli C'y és minden M-beli C); 5-kor k6zott egy paro-
sitas halad. A Cy-bdl kiindulé parositas ,szabad" végpontjait Cs csak , hurkoltan"
kotheti 6ssze (masképpen tul rovid kor alakulna ki). Az allitast bizonyitottuk. W

Definicié. N 6thosszu koreit pentagonoknak nevezziik. M othosszu koreit pentagra-
moknak nevezziik. Az elnevezés fiigg attol, hogy melyik 6thosszt kérbél indultunk
ki. Barmelyik pentagon barmelyik pentagrammal egyiitt egy Petersen-grafot hata-
roz meg (fenti lemma (vii) pontja).

A fenti lemma grafunkat (egy tetszéleges 6thosszu kor alapjan) két oldalra bontja
(M és N), tovabba leirja a két oldal altal feszitett részt. Miel6tt tovabb megyiink
néhany megjegyzést tesziink.

Megjegyzés. A kiinduld C 6thosszi koriink végiil elvezet tiz darab 6thosszi korhoz
(ezek egyike C' maga). Ha ezen tiz kor barmelyikét vessziik és a lemma eljara-
sat alkalmazzuk ugyanehhez a tiz korhoz és két oldalra torténd particiohoz jutunk.
Azaz G 1260 darab kore 126 darab tizes csoporthoz, 126 darab oldalakra torténd
felbontashoz vezet.

Specialisan, ha egy pentagramboél indulunk ki, akkor az pentagonként lesz azo-
nositva. A tiz kor a kiindulé tiz kor lesz, de a pentagon/pentagram fogalom felcse-
rélédik.

Megjegyzés. A fenti lemmabodl kiolvashato, ha C egy 6thosszi kor és e egy C-hez
nem tartozo él, ami C' egy csicséat koti Ossze egy C-n kiviili csticesal, akkor pontosan
egy Petersen részgraf van G-ben, amely tartalmazza C-t és e-t is.

3. Feladat. Igazoljuk, hogy G-ben 525 darab Petersen részgrdaf van.

Kovetkezo 1épésiink a két oldal kozotti élek leirasa.

2. Hoffman—Singleton-graf és AG(2,5)

A tovabbiakban N elemeit pontoknak nevezziik (25 darab pontunk van), M elemeit
dolt egyeneseknek nevezziik. Tovabba G|y minden komponensére gy hivatkozunk
mint egy-egy fiiggsleges egyenes (azaz Osszesen 30 darab egyenesiink van). Definia-
lunk egy illeszkedési relaciot is a pontok és egyenesek kozott: Egy pont és egy dolt
egyenes akkor és csak akkor illeszkedik, ha szomszédosak (cstucsként G-ben). Egy
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pont és egy fiiggSleges egyenes pontosan akkor illeszkedik, ha a pont hozzatartozik
a fliggsleges egyenessel azonositott G|y-beli komponsenshez.

4. Lemma. A fent leirt struktira eqy 5 paraméterd affin sik. Tovabba Gy 6t
komponensének megfeleld eqyenes 6tos egy-eqy pdrhuzamos egyenessereq. A hatodik
pdrhuzamos egyenessereq a fliggdleges eqyeneseknek nevezett sereg.

5. Feladat. Igazoljuk a lemmdt.

Ha elfogadjuk, hogy 5 paramétert affin sik egyetlen egy van (izomorf AG(2, F5)-
tel), akkor egyértelmien leirtuk az N és M kozti éleket és viszonyukat G|y, illetve
G|y komponenseinek csicshalmazaihoz. N egy elemét koordinatazhatjuk (z,y)-
ként ha az (z,y) koordinataju ponttal azonositott, M egy elemét (m,b)-ként, ha
y = mx + b dolt egyenessel koordinatazott, ahol x,y, m,b € Fs.

Ahhoz, hogy magunk el6tt lassuk a Hoffman—Singleton-gréafot csak 6ssze kell
rakni az affin sik illeszkedési grafjat és az oldalakon 1év6 tiz darab G6thosszi kort.
[gazabol méar lattuk, hogy az affin illeszkedés meghatarozza az oldalakon 1évé kom-
ponsensek ponthalmazat. A kérdés ezeken hogyan hurkolédnak az korok. A ko-
rabbiakbol az is kiolvashato, hogy elég egy fliggbleges egyenes pontjain (mondjuk
x = 0 fuggsleges egyenes (0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4) pontjain) meghatarozni az
Osszekots 6thosszi kor éleit. Célunk annak belatasa, hogy ez kétféle modon tehetd
meg.

6. Lemma. (a) Tegyiik fel, hogy (0,0)(-val koordindtdzott) csics dsszekdtitt a
(0,1) csicesal. Ekkor x = 0 fiiggdleges egyenes pontjainak megfeleld csicsok
kézil kettd — (0,4) és (0,7) (i,5 € F5) csicsok — pontosan akkor szomszédos,
hai=j+1. Ez azt kényszeriti ki, hogy (m,b) és (m',b') koordindtdji M -beli
pontok pontosan akkor dsszekiotittek ha m = m' ésb =V £2, tovdabbd (z,y) és
(', y') koordindtaju N-beli pontok pontosan akkor ésszekdtittek ha x = ' és
y =1y +1. Az igy leirt graf valéban teljesiti is a Hoffman—=Singleton-grdftol
elvdrtakat. Ugyanez teljesil, ha a (0,0)(-val koordindtdzott) csics dsszekdtott
a (0,—1) csucesal.

(b) Tegyiik fel, hogy (0,0)(-val koordindtdzott) csics dsszekitott a (0,2) csucesal.
Ekkor x = 0 fiiggdleges egyenes pontjainak megfeleld csicsok kézil kettd —
(0,7) és (0,7) (i,j € F5) csicsok — pontosan akkor szomszédos, ha i = j +
2. Ez azt kényszeriti ki, hogy (m,b) és (m',b') koordindtdji M -beli pontok
pontosan akkor dsszekdtottek ha m = m’ és b = bV £ 1, tovdbbd (x,y) és
(2',y") koordindtdji N-beli pontok pontosan akkor ésszekitottek ha x = x’ és
y =1y +2. Az igy leirt graf valoban teljesiti is a Hoffman—=Singleton-grdftol
elvdrtakat. Ugyanez teljesil, ha a (0,0)(-val koordindtdzott) csics dsszekitott
a (0,—2) csicesal.

(c) A fenti két esetben leirt két grdaf izomorf.
7. Feladat. Igazoljuk a lemmdt.

A lemma utan HoS nem csak bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezs grafosztaly
egy eleme, hanem egy jol definialt graf-izomorfiatipus.

8. Feladat. |Aut(HoS)| = 252,000.
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3. Singleton—Hoffman-graf vegyes tulajdonsagai

9. Feladat. (i) A HoS grdfban van Hamilton-kér.

(ii) Nézzik a H, grdfot (azaz a v-tdl kettd tdvolsdgra lévd csucsok dltal feszitett (6
requldris) grafot). Ez hdarom Hamilton-kor éldiszjunkt unidja.

10. Feladat. Hatdrozzuk meg HoS spektrumdt. Hatdrozzunk meg R eqy ortogo-
ndlis bazisdt, amelyet sajatvektorok alkotnak.

4. (57,2) paraméterti Moore-graf

HA létezik, akkor 3250 cstcsa van, 58094400 darab o6thosszu kort tartalmaz ... Egy
érvelést inditottunk el. Eddig senki sem tudta befejezni (annyi ismeretet Gsszegytij-
teni, hogy magunk el6tt lassunk egy megfelel§ grafot, ahogy fentebb tettiik VAGY
ellentmondéasra jtuni). A kimenetel sem ismert. Nem tudjuk, hogy az (57,2) para-
méterd Moore-graf 1étezik-e és ha igen, egyértelmi-e.
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