Szimmetrikus kombinatorikus struktirak MSc hallgaték szamara

Hoffman—Singleton-graf: Fano-konstrukcio
Eléado: Hajnal Péter 4. hét

1. Fano-sik

A Fano-sikkal mér talalkoztunk. Az alabbi dbra a megszokott lerajzolasa mellett
masik kettét is mutat.

1. 4bra.

2. A Fano-sik automorfizmuscsoportja

Legyen A, B,C' harom nem egy egyenesen 1évé pont a Fano-sikon.

Eszrevétel. A kovetkezs négy pont mindegyike kiilonb6z6 és méasok mint a kiinduld
ponthérmas elemei:

(i) Az AB egyenes harmadik pontja. Jelolése legyen A + B.
(ii) A BC egyenes harmadik pontja. Jelolése legyen B + C.
(iii) A C'A egyenes harmadik pontja. Jelolése legyen C + A.
(iv) Az AB, BC és C' A egyenesek egyikére se es¢ pont: A+ B+ C.

Azaz az A, B, C ponthamas alapjan elneveztiik a sikunk 6sszes (hét darab) pont-
jat.

Eszrevétel. A fenti jeloléset hasznalva {A+B,C, A+B+C}, {B+C, A, A+ B+C},
{C+A, B,A+B+C}, {A+ B, B+C,C+ A} sziikségszerten egyenesek ponthalmaza.
Amely egyenesek az {A, A+ B,B}, {B,B + C,C} és {C,C+, A} egyenesekkel a

sikunk Osszes egyenese.
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Eszrevétel. Legyen X, Y, Z harom, nem egy egyenesre esé pont a Fano-sikon és a egy
automorfizmusa a siknak (pontok permutéacioja, ami minden egyenes pontharmasat
egyenes pontharmasaba viszi). Ekkor a(X), a(Y), a(Z) is hdrom, nem egy egyenesre
esé pont.

1. Lemma. Legyen X,Y,Z hdrom, nem eqy egyenesre esd pont a Fano-sikon. Ha-
sonléan leqgyen X', Y', Z' is hdarom, nem eqy egyenesre esd pont a Fano-sikon. Ekkor
létezik egyetlen automorfizmusa sikunknak, amelyre X — X' Y — Y’ és Z — Z'.

Az automorfizmusok csoportja S; egy részcsoportja. A fenti feladatok alapjan
ez egy 2-tranzitiv, de nem 3-tranzitiv permutacidécsoport.

2. Feladat. Hdny automorfizmusa van a Fano-siknak?

Az el6z6 feladat nagyon fontos. Megadjuk a valaszt: 168. (Egy kis teszt: 168|7!.)

*

Eszrevétel. GL(3,F) a 3 x 3 méret F feletti invertalhaté matrixok csoportja hat
F3-n, a harom hosszi F-vektorok halmazan. Ez a hatds permutalja F* — {(0,0,0)}-
ban az origdn atmend egyenesek halmazat (amely halmazt azonositottunk PG (2, F)
pontjaival). Igy GL(3,F) hat PG(2,F) pontjain. Ez a hatas egy egyenestarté transz-
formacio. Egy M matrix és AM matrix esetén a megfelel§ két transzformécioé ugyan-
az (ugyanugy permutalja a PG (2, F) pontjait). Legyen Z = Z(3,F) = {\[ : X € F*}.
Ez GL(3,F) centruma (miért?). Legyen PGL(3,F) := GL(3,F)/Z. PGL(3,F) egye-
nestartoan hat PG(2,FF) pontjain. Ez a hatés effektiv, azaz kiillonb6z6 csoportbeli
elemek kiilonb6z6 pont-permutaciokat hataroznak meg.

Eszrevétel. PGIL(3,F,)-nek 168 eleme van.
3. Feladat. Hatdrozzuk meg PGL(3,F,) elemszdmdt.

A fentiekbdl a Fano-sik automorfizmuscsoportja és PGL(3,Fs) izomorf csopor-
tok.

4. Feladat. Hogyan viszonylik PG(2,F4) automorfizmuscsoportja és PGIL(3,Fy)?

*

Nézziik meg kozelebrdl ezt a 168 transzformaciot.
5. Tétel. A 168 csoportelem a kovetkezd (eqgymdst kizdrd) tipusokbol adodik dssze:
(i) 1 darab identitds,
(ii) 21 darab transzformdcid/permutdcid, amelyek tipusa (13,2%),
(iii) 56 darab transzformdcid, amelyek tipusa (1,3?%),
(iv) 42 darab transzformdcid, amelyek tipusa (1,2,4),

(v) 48 darab transzformdcid, amelyek tipusa (7).
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A fenti transzformaciok egyben a pontokat permutaljék. A fenti ciklus struk-
tura megadja ezeknek a permutécioknak a konjugaltsagi osztalyat S;-ben. Awut(F)
csoportban ez a konjugatsagi osztalyok tovabb bomolhatnak.

Erdemes a fenti transzformaciok mogé geometriai képet rakni. Ez a geomet-
riai kép azt mutathatja, hogy az azonos ciklus struktturaval egyiittjar az Aut(F)
csoportban val6é konjugatsag.

(ii) minden eleme egy e egyenes pontjait fixalja és az egyik pontjan &tmend masik
két egyenesen felcseréli az e-n kiviil fekvé két pontot. (Ez egy ,,parhuzamos eltoléas”,
amennyiben e-t végtelen tavoli egyenesnek tekintjiik és az ezen kivalasztott pont
hatarozza meg az eltolas iranyat.)

(iii) elemi egy p pontot fixadlnak, az ezen a4t nem mend egyenesek koziil egy e-t
kivalasztanak. A p-n atmend egyenesek ponthalmazait egy hdrom hosszu ciklusban
permutéljuk gy, hogy e pontjainak képei e-re essenek (és igy az e-n kiviili, p-t6l el-
térd pontok e-n kiviilre keriiljenek). (Ez egy ,,harmadrend elforgatas”, amennyiben
e-t végtelen tavoli egyenesnek tekintjiikk és a kozonséges p pont a forgatas kozép-
pontja.)

(iv) alatt leirt leképezések kivalasztanak egy e egyenest és rajta egy p pontot.
e-n, a p-t6l eltérs két pont feleserélddik, a maradék négy pont pedig egy négy hosszu
ciklusban permutalodik tgy, hogy a permutacié mindig elmozditja a pontot az &t
p-vel 6sszekots egyenesérdl. (Ez egy ,,csusztatva tiikrozés”, amennyiben e-t végtelen
tavoli egyenesnek tekintjiik és az ezen kivéalasztott pont hatarozza meg az eltoléas
irdnyat.)

6. Feladat. Igazoljuk Aut(PG(2,Fy)) konjugdltsigi osztdlyai megegyeznek a fent
leirt (i), (i), (iii), (iv) osztalyokkal, tovdabbd az (v) alatt leirt elemek két 24 elemd
konjugdltsdgi osztdalyra bomolnak.

7. Tétel. PGL(3,Fy) egyszerd csoport.

Eszrevétel. PGL(3,F,) nem eleme a {Z, : p prim}, {A, : n > 5} csoportok egyiké-
nek sem.

8. Feladat. A Fano-sik eqy o automorfizmusma permutdlja a pontokat. Igazoljuk,
hogy minden a-ra ez eqy pdros permutdcio.

9. Feladat. Igazoljuk, hogy S; egy 168 elemi részcsoportja szikségszerien A; egy
részcsoportja.

* * *

Szamozzuk be a Fano-sik ponthalmazat az 1,2,3,4,5,6,7 szamokkal. Két sza-
mozas megkiilonboztethets, ha van olyan szamharmas, amely az egyikben egy egye-
nesre esik, a méasikban nem. Két szamozas megkiilonboztethetetlen, ha van olyan
szamharmas, amely az egyikben egy egyenesre esik, a masikban nem.

Masképpen a Fano-sik ponthalmazanak szamozéasa (az 1,2,3,4,5,6,7 szamok-
kal) leir egy halmazrendszert a [7] halmazon: az egyenesek pontharmasainak hal-
mazrendszerét. Mind 7! szamozas izomorf halmazrendszerhez vezet (F). Kiilonb6zs
szamozasok azonban vezethetnek UGYANAHHOZ a halmazrendszerhez.

Eszrevétel. A megkiilonboztethetetlenség ekvivalenciarelacio. Mindegyik ekviva-
lenciaosztalynak |Aut(F')| darab eleme van.
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10. Kovetkezmeény. 30 ekvivalenciaosztdaly van.

Azaz a Fano-sik 7! szdmozasa 30 darab 168 elemii csoportba oszthato. Egy cso-
portba esé szamozéasok olyanok, hogy egyeneseik harmasai megegyeznek. Két kii-
16nb6z6 csoportbol véve egy-egy szédmozést lesz olyan harmas ami megkiilonbozteti
Gket: egyikben egyenes lesz, a masikban nem. Azaz van 30 kiilénb6z6, de izomorf
halmazrendszeriink.

Rogzitsiink egy alapszamozast. Ehhez képést minden masik szamozas egy per-
mutacio, ami lehet paros, illetve paratlan. A megkiilonboztethetetlenek egy auto-
morfizmussal valo szorzassal nyerhetSk egymasbol, igy azonos paritasiak. A paritas
a 7! sok szamozast két azonos mérett halmazba sorolja. Igy az azonos méretii oszté-
lyok kozott is ugyanannyi tartalmaz paros permutéciokat (15 darab), mint amennyi
paratlanokat tartalmaz (15 darab).

Definicié. Vegyiik az alapszamozast. Ennek minden egyenesének pontjait (harom
pont) egy hérom ciklust permutécioval permutaljuk, a tobbi pont fixen marad.
Minden egyeneshez (7-féle) kétféleképpen vélaszthatjuk a harom hossza ciklust. A
fenti modszer 2 - 7 masik szamozést ad az alapszamozéas mellé.

A fent leirt médon nyert 14 2-7 = 15 szdmozas mindegyike paros permutécioval
kaphato az alapszamozasbol.

11. Lemma. A definiciéban leirt szamozdsok pdaronként megkiilonbiztethetdk.

Bizonyitas. Konnyt latni, hogy az alapszamozatél eltéré szamozasok mindegyi-
kének egyetlen egy egyenese fordul el az alapszamozasban, az amely pontjainak
permutalasa alapjan a listara keriilt. Igy megkiilonboztethetetlenség csak olyan két
szamozas esetén fordulhat els, amelyek ugyanazon egyenes menti kiilonb6z6 harom
hosszu ciklus alkalmazasaval nyertiink. Ezekrél azonban egybdl lathaté a megkii-
lonbotethetdség. [ |

Ezzel azonositottunk a 15 paros permutaciokat tartalmazo osztalyhoz egy-egy
reprezentanst. Persze ez csak a 15 halmazrendszer egy-egy lerajzolassal. Igy azonban
konnyen lattathatjuk a halmazrendszereinket. Az alabbi képen ezt mutatjuk meg
(a ,cstcson” lathato az alapszdmozas).

Definicié. Legyen F'™ a fenti 15 osztaly/reprezentans/halmazrendszer halmaza.

3. A Fano-sik és a Hoffman—Singleton-graf

Definialunk egy (7, 2) paraméterd Moore-grafot. (Azaz egy alternativ leirasat adjuk
a Hoffman—Singleton-grafnak.)

Definicié. A cstcsok halmaza F+ U ([?).

F* egy eleme pontosan egyeneseinek szamhéarmasaival osszekotott. Két ([?)—beli
hérmas akkor és csak akkor 6sszekotott ha diszjunktak.
Legyen HoS(F) az igy kapott graf.

Kezdjiik néhany egyszert észrevétellel: Grafunknak 15435 = 50 csticsa van. F'™*
minden elemének 7 a foka. F'* egy 15 elemii fliggetlen cstucshalmaz.

12. Lemma. HoS(F) egy 7 reguldris grdf.
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Bizonyitas. F" elemeinek nyilvan 7 a foka.

Legyen E egy harmas. Ez négy masik harmassal szomszédos (négy masik harmas
diszjunkt téle). A foka ismeretéhez latnunk kell, hogy F'* hany eleme tartalmazza
E-t egyenesként.

Ha E egyenes az alapszamozasban, akkor egyszert a dolgunk: az alapszamozas
mellett pontosan azon ketts tartalmazza E-t, amelyben éppen ezen egyenes pont-
harmasat permutaltuk ciklikusan.

Ha E = {i,7,k} nem egyenes, akkor is latunk harom szdmozast, amely tartal-
mazza F-t: Amikor az alapszamozasban azon egyenesen permutalunk, amely k és az
17 egyenes harmadik pontjat koti 6ssze, és ugy permutaljuk, hogy k£ az 17 egyenesre
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keriiljon. Tovabba két masik szamozas, amikor ¢, illetve j tolti be k szerepét. Az is
egyszert, hogy mas szamozés esetén F nem lesz egyenes. |

13. Lemma. HoS(F) dtmérdje kettd.

Bizonyitas. Igazabol tobbet igazolunk. Két Ossze nem kotott csicsnak pontosan
egy kozos szomszédja van.

Legyen S # T € F*. Ha S = A az alapszdmozas, akkor mar tudjuk, hogy
pontosan egy egyenese lesz T-ben is egyenes. Ha sem S, sem T nem az alapszdmozas,
akkor egy alkalmas o automorfizmusra a(S) = A. «(S) és a(T) egyetlen kozos
egyenesébdl kiolvashato S és T' egyetlen k6zos egyenese.

Legyen S € F'* és egy H harmas, amely nem egyenes S-ben. Ekkor lesz egyetlen
egyenes S-ben, ami diszjunkt H-t6l. Ez kozos szomszéd és més kozos szomszéd
nincs.

Legyen H, H' két harmas, amelyeknek egyetlen kozos pontja van. Ekkor nincs
olyan harmas, amely mindkett6tdl diszjunkt lenne (a 7 elemt alaphalmaz tul kicsi).
Viszont két olyan szamozasa is van a Fano-siknak, amiben mindkett6 egyenes lesz.
Ezek koziil pontosan az egyik lesz F'T eleme.

Legyen H, H' két harmas, amelyeknek két kozos pontja van. Ekkor nem lehetnek
egyazon sikban, viszont pontosan egy harmas diszjunkt mindkett&tsl. |

14. Kovetkezmeény. A fent leirt HoS(F) grdf a Hoffman—Singleton-grdf.

Megjegyzés. A fenti konstrukciot a 15 + 35-konstrukcioként hivatkozzak.

*

15. Feladat. Vezessiik le, hogy a 7 reguldris, 2 dtmérdji Moore-grif (azaz HoS)
minden fiiggetlen halmaza legfeljebb 15 elemi. Levezetés alatt azt értjik, hogy a 7
requldris, 2 dtmérdji Moore-graf leirdsdban szerepld axiomdkbol érveljiink, ne vala-
melyik konstrukcioban indokoljunk.

16. Feladat. Mutassunk rd 15 elemi fiiggetlen halmazokra a pentagon-pentagram-
konstrukcioban.

Altaldban: A pentagon-pentagram-konstrukcio (mdsképpen 25 + 25-konstrukcio)
és a 15 + 3b-konstrukcio mindegyike ad eqy specidalis képet a HoS grifrol. Az egyes
konstrukcio dltal sugalmazott fogalmakat probdaljuk azonositani a mdsik leirdsban.

17. Feladat. Hdny 15 ponti fiiggetlen halmaz van HoS grdfban?
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