Hajnal Péter

2020. tavasz



Edmonds-politdp tesztelése: Bemelegités Véagasok, Gomoty—Hu-fak Gomory—Hu-algoritmus

Emlékezteto

Definicié (parositasi politdp)

MP(G) = conv{xpm : M pérositds G-ben}.

Edmonds-féle politép tétel)

MP(G) pontosan azokat az (xe)ece € RE(®) bektorokat
tartalmazza, amelyek a kovetkezo harom tipust egyenlétlenséget
teljesiti:
(Ee) : Xe >0 Ve € E(G)
(E,) d xe<1  VYveV(G)
e:vle
S|—1
(Es): ZXe§| |2 VSeO
eCS

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A problémak

A MP(G) Edmonds-tételbeli leirdsban
IV(G)| + |E(G)| + 2IV(G)I=T egyenlbtlenség szerepel. Azaz
exponencidlisan sok egyenlGtlenségre van sziikség.

Ezek koziil néhany elhagyhatd lehet (lattuk, hogy G péros esetén
ez lényeges egyszer(isodés lehet), de a poliéder dltaldban bonyolult
(a sziikséges egyenltlenségek szdma exponencidlis a graf
cstcsainak, éleinek szamaban).

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Az alapkérdés

Lehet-e , gyorsan” ellendrizni, hogy egy adott x € RE(C) vektor
MP(G) eleme-e? Egy kicsit nehezitjiik is a problémit:

Alapkérdés

Keressiink hatékony algoritmust, amely egy adott x € QE(C)
vektorra kiadja azt az igaz informdciét, hogy x MP(G) eleme,
vagy egy definidlé egyenlGtlenséget, amit megsért az x vektor.

Ezt nevezziik az Edmonds-politép tesztelési feladatdnak.

A hatékony azt jelenti, hogy G méretében polinomiilis idoben.
Tehat a naiv algoritmus (minden egyenlStlenségbe helyettesitsiik
be x koordinatait és az ellenorzések utan jelentsiik be az
eredményt) nem jé.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A nyilvanvalé rész

Az Edmonds-politépba esés tesztelésének algoritmusa persze
nyilvdnvalé médon indithaté:

(E,) és (Ee) egyenlbtlenségek ellendrzése.

Két lehetOség lehet:

e Kapunk egy egyenlGtlenséget, amit x nem teljesit,
e Minden (E,) és (E.) egyenlStlenséget teljesit x.

Az els6 esetben készen vagyunk, hiszen ekkor mar tudjuk, hogy
x & MP(G) és egy megsértett egyenl&tlenséget is taldltunk.

Tehat a tovabbiakban feltehetjiik, hogy az (E,) és (E.)
egyenl6tlenségek teljesiilnek a tesztelendd x vektorra.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Elstilyozott grafok

Egy 0j jelolésre, gondolkoddsra tériink ra.

x € RE azt jelenti, hogy x egy vektor, koordinatai az élekkel
azonositottak. x. az e € E(G) élnek megfelelé6 komponense az x
vektornak. x. értelmezheté az e él silyanak is. A tovdbbiakban ezt
a szemléletet hasznaljuk.

Tehét (xe)ece € RE(G) egy élsiilyozott graf.

A stlyokrdl feltettiik, hogy nemnegativok. Minden cslicsban az
osszefutd élek sulyainak osszege legfeljebb 1.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Vektor vs fuggvény szemlélet

Az élstilyozast ugyancsak természetes egy x : E(G) — Ry
fuggvényként elgondolni (x-rél tudjuk, hogy teljesiti az (E.)
egyenl6tlenségeket). Tehdt x(e) = x. a tovdbbiakban az e él silya.

Egy F C E(G) élhalmaz esetén az
X(F)=>Y x=>_ x(e)
ececF ececF
jeloléssel éliink.

Ha R C V(G), akkor
X(R) = Z Xe = Z X(e)
e:e=xy€E(G),x,yeR ere=xycE(G),x,yeR
jelolést is hasznaljuk.
A fenti megallapodasok elsdre taldn zavardak. x(.) jelentése fligg
attdél, hogy az x mogotti zardjelben egy él, egy élhalmaz, vagy egy

ponthalmaz szerepel. Vegyiik a hozzaszokdshoz sziikséges idot és

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Eszrevétel

2Vl darab
x(R) := er < il VR e P(V)
- 2

eCR

egyenl6tlenség mindegyik kovetkezménye az (E,) és (Ee)
egyenldtlenségeknek.

Osszefoglalva az (Es) feltételek , csak” azt jelentik, hogy a fenti
becslés (amely minden csticshalmazra igaz) paratlan elemszdmu
csticshalmazok esetén 1/2-del élesithetdk.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Eszrevétel bizonyitasa

Adjuk Ossze az

Z xe<1l,veR

ecE:vle
egyenldlenségeket.

Az eredmény

> xe +2-x(R) < |R)|.
e=uveE:ueR v¢R

A tovéabbiakban a

OR:={e=uveE:ueR,v¢R} x(OR) = Z Xe
e=uveE:ueR veR

jeloléseket hasznaljuk.

Tudjuk, hogy x komponensei nemnegativok, igy tetszéleges R

csticshalmazra

2. x(RY < x(ARY+ 92 . x(RY < IR|. azaz x(R\<|—R’A

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Az elso cél

Az (Es) feltételek tetsztelését tetszdleges olyan (G, x) élstilyozott
grafra kell ellenérizni kell, amely x silyozdsdra az (E,) és (E.)
feltételeket tudjuk.

Belatjuk, hogy ha ezt a feladatot olyan nemnegativ vektorok esetén
megoldjuk, ahol az 6sszes (E,) feltétel egyenl6séggel teljesiil, akkor
az altalanos feladat is megoldhaté.

Adott egy nemnegativ élsilyozds, amelyrél feltessziik, hogy minden
csucsra a ra illeszked6 élek silyainak osszege legfeljebb 1.

Egy (G, x)-bél konstrudlunk egy G,X part, amely mér az (Ev)
egyenlGtlenségeket egyenléséggel teljesiti (minden csdcsban az ott
osszefutd élek silyainak Gsszege pont 1).

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A redukcid

e Vegyiik a G gréfot, illetve egy masolatdt G’'-t.
e Az ,ikercsiicsok” kozott tekintsiink egy teljes parositast. A x

élstilyozds G és G’-ben eggyezzen meg x-vel, a keresztélek x-silya
pedig legyen

Xt = 1 — Z Xe, Yv e V.
ecE(G),vle

e Ez a mennyiség az (E,) feltétel miatt nemnegativ, és igy a G,w
parra is igazak az elGjel feltételek, sét az (E,) egyenlétlenségek
egyenléséggel teljestlnek.

Az 1. célt igazold allitas

(G, x)-re akkor és csak akkor teljesiil az osszes (Es) feltétel, ha
(G, x)-re is teljesiil az &sszes (Es) feltétel.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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G pératlan csicshalmazai

Az allitas egyik iranya nyilvanvalé:

Ha (G, x)-re valamelyik (Es) feltétel hamis, akkor ugyanaz az S
cslicshalmaz (amely V(G)-nek is részhalmaza) feltétele sériil
G-ben is.

Csak azt kell igazolnunk, ha (G, x)-re minden (Es) feltétel igaz,
akkor G)-ben is teljesiilnek ezek.

Ehhez venni kell egy S pératlan elmszdmd csdcshalmazt V(G)-bdl.

Legyen S C V(G) tetszéleges. R = SN V(G) és T' = SN V(G')
az S halmaz két része. T'-ra tigy gondolunk mint egy T C V/(G)
cstcshalmaz ikre.

Ha S paratlan elemszamd, akkor S és T koziil az egyik pératlan, a
masik paros elemszamu.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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1. Eset

1. eset: RN T = 0.

A piros élek egy paratlan elemszamu csticshalmazon beliili élek, a kék
élek egy paros elemszamu csticshalmazon beliili élek.

Ez egy egyszerii eset. Ekkor az R-en beliili E(R) élek halmaza és a
T'-n beliili E(T") élek halmaza egyiitt kiadja az S-en beliili E(S)
élhalmazt. Specidlisan x(S) = x(R) + x(T') = x(R) + x(T).
x(R)-et és x(T)-t becsiilhetjik |R|/2-vel, illetve | T|/2-vel, st a
paratlan elemszami halmazndl tudjuk az 1/2-del élesitett felsd

becslést is.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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2. eset

2.eset: M:=RNT #0.

A piros élek egy pdratlan elemszdmd csiicshalmazon beliili élek, a kék
élek egy paros elemszamu csicshalmazon belili élek. A zold élek
E(R—M,M) és E(R — M', M) élei, a (M U M’ U K’) hatdr részei. Ez
a hatar szerepel egy (E,)-k és (E.)-kbdl kordbban levezetett
egyenl6tlenségiinkben.

Feltehetjiik, hogy D C V(G) paratlan elemszami csticshalmaz:

Dl -1

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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2. eset (folytatds)

x(M UM U K') becslésénél évatosabbak lesziink.

M|+ [M'] + K|
2

egyenl6tlenséget haszndljuk, amit levezettiink az (E,) és (Ee)
egyenl6tlenségbol.

X(MUMUK') 4 2 ((D6(M) + e (M UK')) <

A korabban elhanyagolt, , felezett” tagra nyilvan
1
x(E(D,M)) < E(X(GG(M) + 0/ (M UK")),

ahol E(D, M) a D és M kozott haladé élek szama.

A fenti két egyenlGtlenséghdl ismét egyszer(i szamtan adja a
bizonyitandét.

Kaptuk, hogy (G, x) és (G,X) esetén az (Es) egyenlétlenségek

tesztelése ekvivalens.
Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Szunet

YL

S
‘4 nm)

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Vagasok

e A tovédbbiakban csak olyan élstlyozott (G, x) grafokkal
foglalkozunk, ahol az (E,) egyenlStlenségek egyenldséggel igazak,
azaz minden v € V/(G) csics esetén

E Xe =1,
e:vle
tovabba csticshalmaza paros elemszamu.

e Kordbbi levezetdsiink megismételheté (most egyenldségekkel):

2 Z xe+2xe:|5|.

e=xycE:x,y,eS ecdS

e Ismét egy kicsit valtoztatjuk a nyelvet: 0S az S csiicshalmaz
élhatdra. Ez azonban tekinthetd Ggy mint az V = (S, S) végds
E(V) élhalmaza. Legyen x(V) = x(E(V)). A V vagas paratlan
vagds, ha mindkét oldala paratlan elemszamu csticshalmaz (mar
feltessziik, hogy G-nek péros sok csticsa van).

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Az atfogalmazas

e Kaptuk, hogy minden pdratlan V vagasra

(V) = |S| — 2x(S) = 2 (|5|2_ L X(S)) +1

Azaz 5|1 V) -1
—_ X —
T =T

e Ez alapjan akkor és csak akkor teljesiil minden (Es)

egyenl6tlenség, ha minden V paratlan vagas élhalmazdnak x-silya
legalabb 1.

Adott egy (G, x), nemnegativ élsilyozott, paros pontszamu graf.
Hatékonyan hatdrozzuk meg a minimalis sulyd paratlan vagast.

e Ha a 2. Cél megoldhatd, akkor az Edmonds-politép tesztelési
problémdja is.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Kapcsolddd vagasi problémak

e Ha lein, x(V)-t keressiik, akkor ezt egyszerii megoldani a
vigas
folyamok elméletének segitségével.

e Viszont, ha min x(V)-t keressiik, az mar N'P-teljes
V=(S,T),|SI=IT]

probléma.

e lgy, ha V-rol pératlan elemszamuséagot tesziink fel, akkor
kérdéstink nehézsége nem vilagos.

e Ha cslicshalmazunk pdratlan elemszamu, akkor minden vagas
valamelyik oldala paratlan lenne. Igy a paratlan
cstcshalmazok koziil a minimdlis sdlyli meghatarozdsa az
osszes részhalmaz kozotti kereséssel lenne ekvivalens.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Az (j probléma

Tehat az alapproblémat (MP(G) tesztelése) visszavezettiik a
minimdlis sulyd pdratlan vagds meghatarozaséara (vagy egy
stilyozott hatdr minimalizalasra paratlan halmazok kozott):

Minimalizaljuk w(V)-t
Feltéve, hogy V paératlan vagas

Legyen adott egy G graf és egy w nemnegativ élsilyozas,
n=|V(G)| péros.

A legkisebb sdlyt (a keresztélek dsszsilya legyen minimdlis)
paratlan vagast (mindekét partja pératlan sok csidcsot
tartalmaz) keressiik.

A kiindulé LP nyelvezet a sllyozasra az x jelolést tette
természetessé. A sily (angolul weight) jelolésére azonban a w
a legmegszokottabb. Most attériink erre.

Ennek hatékony megoldasa egy (ij fogalom bevezetését
kivanija.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Gomory—Hu-fa

Tekintsiink egy F fat V(G)-n. Ekkor F-nek n — 1 db éle van, és
vegylik észre, hogy barmelyik élét letorolve F két komponensre esik

szét. Ha e volt a torolt él, akkor legyenek ezek csticshalmazai S,
és T.. Ekkor Ve = (Se, Te) vagas.

Definicié

Az F fa egy Gomory—Hu-fa, ha minden e = xy € E(F) esetén az
(Se, Te) vagas w-optimalis xy vagas G-ben, azaz

min w(9S) = w(9S
(S5,T) xy végas ( ) ( e)

A T fa G csticshalmazan egy graf. Azonban éleinek ,,semmi” koze
G-hez. Nem sziikségszeriien részgraf.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021



Edmonds-politép tesztelése: Bemelegités Viagésok, Gomoty—Hu-fak Gomory—Hu-algoritmus

Mire j6 a Gomory—Hu-fa?

Azaz egy F fa Gomory—Hu-tulajdonsdga n — 1 feltételbol tevodik
Ossze. F minden élére van egy feltétel. Ez az n — 1 feltétel egy-egy
vagas optimalitasa.

A definiciében explicit optimalitdsokon til tovabbi informacidk is
kiolvashaték egy Gomory—Hu-fabdl.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Igazabdl () optimélis vagasunk van

Ha adott egy F Gomory—Hu-fa, akkor minden x,y € V
csucspdrra az F altal meghatdrozott n — 1 vdgas kozott lesz
minimalis xy vagas is.

Legyen x,y € V tetszOleges. Ekkor létezik egyetlen P xy Gt
F-ben. Legyenek ezen dtban [évo élek: e, e, ..., e, és ezen
élekhez tartozé vagdsok Vi, Vs, ..., V.

V1, Va, ..., Ve mindegyike elvdlasztja x-et és y-t.

Legyen V a minimalis sdlyd vagas Vi, Vo, ..., V, koziil, ami xy
vagas.

Erdsebb Lemma
1) eov nntimiAlic v/ vAcic

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Erosebb Lemma bizonyitdsa

Tegyiik fel (indirekt bizonyitas), hogy Vop: minimalis silyd xy
vagas, és

w(Vopt) < w(V)
Ekkor van olyan e; él, melynek két vége V,p: kiilonbozé partjdra

esik.

De mivel F Gomory—Hu-fa, ezért V; optimalis vagas, ami e; két
végét szeparilja.

Tehat

w(Vopt) > w(Vi) > w(V),
ami ellentmondas.

Ez az allitast és egyben a lemmat igazolja.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Tovabbi informaciék egy Gomory—Hu-faban

Legyen (G, w) és F Gomory-Hu-fa adott. Ez meghatdroz n —1
darab vagast, az Osszes parra van optimalis szeparald vagas.

Feltettiik, hogy |V/| péros: Van paros-paros és pdratlan-paratlan
vagds is. (Ha |V/| pératlan lenne, akkor minden vagas
paros-paratlan lenne.)

Megjegyzés

Minden F fara az él vagasok kozt lennie kell paratlan-paratlan
vagasnak. Valéban egy levélre illeszkedd élnek megfelelé vagas
egyik oldala 1, masik n — 1 cslicsot tartalmaz.

Az F-ben rejl6 n — 1 darab vagas kozt ott van a legkisebb stlyd
pdratlan-paratlan vagas.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A Tétel bizonyitdsa

Legyen O egy optimdlis paratlan halmaz.

V(G) = V(F). Minden e € OrO-ra vegyiik az F faban rejlé
Ve = (Se, Te) vagast, ahol Se az e O-n kiviili cstcsét tartalmazza.

A tovabbiakban haszndljuk az S jeldlést, ahol e € E(F). e
meghatdroz (F-fel) egy vagast, S azon oldala ennek a vagasnak,
amely azt a cslcsot tartalmazza, ahova @ mutat. Azaz e fa-él
definidl egy vagast. Az irdnyitds megmutatja melyik oldalra

hivatkozunk ,, S halmazként”
Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Erosebb tétel

w(Ve) < w(0pO), mert Ve optimdlis xy vagas, O (optimalis
paratlan halmaz, egyben) xy vagas.

Er6sebb Tétel
Az S.-k kozott van paratlan halmaz.

Megjegyzés
Az er6sebb Tételbol kovetkezik a Tétel.

Valéban. Tudjuk, hogy w(Ve) < w(9r0). Ha S, paratlan, akkor
Ve is egy optimalis paratlan vagas (ahogy O).

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Az Er6sebb Tétel bizonyitadsa

> 152l oo > Isel=

ecOrO x€0, e€E(F),
& kifelé iranyitott x-b&l

=) Z Se1=>"(v|-1) (§d2)1.

x€0 e€E(F x€0
s i

=Xi

Az els6 kongruencia azért igaz, mert a szummahoz adott extra
tagok parokban jonnek (egy O-beli e élre € és &) és minden par
hozzajaruldsa |V/|, paros.

A masodik kongruencia azért igaz, mert paratlan sok pdratlan
szamot adtunk ossze.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Hol tartunk?

e Bevezettiilk a Gomory—Hu-fa fogalmat.

e Ha ismeriink egy Gomory—Hu-fat egy paros pontszamu grafban,
akkor konnyti kiolvasni egy optimalis paratlan vagast.

e Ekkor tesztelni tudjuk a nemnegativ silyozas MP(G)-hez
tartozasat, amennyiben minden csics kordl 1 sulyosszeg van.

e Ez alapjan hatékonyan tesztelhetd minden RE(G)-beli vektor.

3. Cél= Gomory—Hu-tétel

Minden G, w-hez létezik F Gomory—Hu-fa, és egy ilyen
polinomidlis idében kiszamolhaté.

Kovetkezmény

| \

Adott G graf és w € QF(%). Létezik polinomislis algoritmus, ami
eldonti, hogy w eleme-e MP(G)-nek; ha nem, akkor ad egy
Edmonds-feltételt, amit megsért w.

A\

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021



Edmonds-politép tesztelése: Bemelegités Viagésok, Gomoty—Hu-fak Gomory—Hu-algoritmus

Szunet

YL

S
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Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Bevezeto Lemma

Az f =wod:P(V)— Ry leképezés
(i) szimmetrikus, azaz f(S) = f(S) VSCV,
(ii) szubmodularis, azaz
f(S)+f(T)>f(SNT)+f(SUT) VS, TCV,
(iii) pozimoduldris, azaz
f(S)+f(T)=>f(S\T)+f(T\S) VS, TCV.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Bizonyitas

(i): A szimmetria vildgos, mivel 9S = 9S.

(ii): A szubmodularitds is teljesiil: Mindkét oldalon silyokat
Osszegziink. A bal oldali kifejezésben minden él legalabb annyiszor
van szdmolva mint a jobb oldalon (eset analizissel adédik). A
sulyok nem-negativok, igy az egyenlétlenség igaz.

(iii): A pozimodularitds kovetkezik az el6z6 két tulajdonsagbdl:

F(S)+f(T) = f(S)+(T) > f(SNT)+F(SUT) = F(S\T)+F(T\ S)

= f(S\T)+f(T\S).

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A Folemma

Legyen V egy xy optimalis vagds és x’, y’ csicsok. Ekkor létezik
egy V' x'y' vagas, ami x’y’ optimilis vagds, tovabba V és V' nem
keresztez6d6 vagdsok.

Definicid

Az (S, T) és az (S', T') végasok keresztezédé vagasok, ha
SNS.SNT, TNnS, TNT #0.

Ami ezzel ekvivalens, hogy az (S, T) és az (S’, T') vagdsok nem
keresztezdd6 vagasok, ha S C S’ vagy S’ C Svagy SNS' = 0.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A félemma bizonyitasa

Legyen V' egy tetszdleges x'y’ optimdlis vagds. Tegyiik fel, hogy V
és V' keresztez6dd végdsok. Két eset dllhat fent.

1. eset: x’,y’ V ugyanazon oldaldn van (feltehetd, hogy ez x
oldala). Nevezziik el x'-t és y’-t dgy, hogy V'-nek x-szel azonos
oldaldra x’ essen.

2. eset: x',y’ V kiilonbozé oldaldra esik (feltehetd, hogy x’ az x
oldaldra esik).

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A félemma bizonyitdsa: 1. eset

Itt lehetséges még két aleset (fenti dbrdk) attdl figgden, hogy V'’
az x és y cslcsokat elvagja-e vagy sem.

Az 4bran pirossal jelolt vagasok koziil az egyik xy végés (ez legyen
V*), a mésik x’y’ vigés (ez legyen V**).

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A félemma bizonyitdsa: 1. eset (folytatds)

Ekkor a szubmodularitas, illetve a pozimodularitds (attdl fiiggden,
hogy melyik alesetben vagyunk és hogy nevezziik el az S-oldalakat)

miatt
fOV)+ F(V') > F(V*) + F(V*)

Azonban egyenléségnek kell fennallnia, mivel V és V'
optimalis/minimdlis vdgdsok voltak és , feladatukat” V* és V** is
elvégzi. Tehat

V') = (V™)

és V** nem keresztezi V-t, tehat V** teljesiti a kivantakat.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A félemma bizonyitdsa: 2. eset

Ha V' elvdlasztja x-t és y-t, akkor V' valaszthatd V-nek, és készen
vagyunk (egy vagas sajat magdval nem keresztez3d6).

Ha pedig V' nem valasztja el x-t és y-t, akkor hasonléan, mint az
1. esetben taldlhaté egy masik x’y’ optimalis vdgds, ami nem
keresztezi V-t:

Vv %

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021



Edmonds-politép tesztelése: Bemelegités Véagasok, Gomoty—Hu-fak Gomory—Hu-algoritmus

Algoritmusunk kezdete: szabdalds

Valasszunk tetszOlegesen két cslicsot, legyenek ezek x és y.
Hatdrozzunk meg az optimalis xy vagast. Legyen ez (S, T) dgy,
hogy x € SésycT.

G-t két részre szabdaljuk: G/T legyen az a graf, amelynek csicsai
az S-beli csiicsok plusz egy mt metacsics, ami T-t reprezentalja,
élei pedig az S-n beliili élek plussz 0S-beli élek gy, hogy az adott

S-beli csticsot nem az eredeti T-beli végpontjaval, hanem my-vel
koti Ossze.

G/S definiciéja hasonld, csak itt ms az (j metacsucs.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Az algoritmus: Rekurziv szabdalds

Végiil a két részt egy m metaéllel osszekotjik, ami my-re és mg-re
illeszkedik.

Majd a két rész tovabb szabdaljuk, amig lehet:

Gomory—Hu-algoritmus: Rekurziv szabdaldsi algoritmus

Elvégezziik a kezdeti szabdalast.

Amig egy részben van legaldbb 2 eredeti cstics, addig tovabb
szabdaljuk (a szabdal3st leiré x és y csics mindig eredeti cstics).

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A Gomory—Hu-algoritmus képen

Figure: A metacstcsok a pirossal karikazott csticsok, a koztiik haladé élek
a metaélek. x és y definialta az erdeti V vagast. A kiszamitott fabdl
egyetlen él halad ezen vdgdsban. Ez nem sziikségszerlien az xy él.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Mi az output?

A rekurzié végén a grafot szétszabdaltuk részekre Ggy, hogy
minden részben pontosan egy eredeti cslics szerepel.

e Azaz az algoritmus altal kiszadmitott részek azonositottak a
csticsokkal.

e A metaélek kiilonboz6 csiicsoknak megfelel6 részeket kotnek
ossze.

° fgy a metaélek felfoghaték mint az erdeti csticsok kozotti élek.

e Ezek a metaélek alkotjdk a kiszadmolt grafot (a G graf
csticshalmazan).

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Hol a fa? ... Megvan a fa!

A Gomory—Hu-algoritmus altal kiszamolt graf egy fa.

Valdban:

e Egy n— 1 élt grafot szamolunk ki n cstcson.

e A rekurziébdl vildgos (indukciéval formdlisan is igazolhatd),
hogy Osszefiiggd graf lesz outputunk.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A Gomory—Hu-algoritmus helyessége

A Gomory—Hu-algoritmus altal kiszdmolt fa egy Gomory—Hu-fa. \

A Tétel allitdsa annak igazolasa, hogy minden metaél altal definidlt
vagds egy optimalis szepardcidja a két végpontjanak. Azaz n—1
allitast kell igazolnunk.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Gragunk vagasai az alapvagashoz képest

Legyen V az elsé szabdaldshoz tartozé vagds. G vagasai
kovetkezOképpen csoportosithatdak:

1. V-vel keresztezodoek,

2. V-vel nem keresztezéd6 V' vagasok:
a) V' =y
by V' =(5,T), S¢S
) V=T, TTCT

G/ T véagésai azonosithatdk/parbadllithatdk V-vel és 2.b) tipusi
vagasokkal. G/S vagasai azonosithaték/pdrbaillithatok V-vel és
2.c) tipust vagasokkal. G/S-ben és G/ T-ben ott van G Osszes
olyan vdgdsa, ami nem keresztezi V-t (mds nincs).

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A helyesség igazoldsa: indukcié

e Indukcidt végziink, rekurziven bizonyitunk.

e Az indukcié elinduldsa nyilvanvald.

e Az n— 1 dllitdsbdl (|S| — 1)+ (|T|—-1)=|V|—-2=n—-2¢éla
G/S, illetve G/ T Gomory—Hu-féjabdl jon. Ezekre tudjuk a
rekurzié alapjdn a G/S, illetve G/ T grafokra vonatkozé
optimalitast.

Indukciébdl optimalis x'y' vigas G/S-ben

Eszrevételbdl optimalis V-t nem keresztezd x'y' vagés

Figure: A félemma alapjan x’y’ (és igy az Osszes kék él) teljesiti a
Gomory—Hu-fatdl elvartakat
Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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A féél

Az egyetlen probléma a piros él (az elsé szabdaldsbdl eredé él).

A Gomory—Hu-fa keresztéle x’y’. Ez az egyetlen él F-ben, amire
még nem tudjuk az allitdst. A probléma, hogy a kiindulé V vagast
egy optimélis xy vdgdsnak valasztottuk. A szabdalds azonban egy
x'y" keresztélhez vezetett és x # x’, y # y’ lehetséges.

A metacsticsok a pirossal karikdzott csticsok, a koztiik haladé élek a
metaélek. x és y definialta az erdeti V vagast. A kiszdmitott fabdl
egyetlen él halad ezen vagasban. Ez nem sziikségszerlien az xy él.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Az egyetlen hatramaradt allitas

x'y' él vagasa (S, T) =V (ami w-optimélis xy vdgdsnak lett
véalasztva) w-optimdlis x’y’ vagés is.

Indirekten bizonyitjuk az 4llitast. Tegylik fel, hogy létezik olyan V'
w-optimalis x"y’ vagds, amelyre w(V') < w()).

A félemmabdl kovetkezik, hogy V' = (S’, T') vélaszthaté lgy,
hogy S’ C S vagy T’ C T. Feltehetd, hogy S’ C S.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Az egyetlen hatramaradt allitds bizonyitdsa (folytatas)

Nem lehet, hogy V' ne vdlassza el x-et és x'-t.

Figure

Azaz nem lehet, hogy x és x’ ugyanazon az oldalon legyen, mig a
mdsik oldalon van a teljes T, igy y is.
Ekkor V' xy vagas lenne, ami ellentmondds. V' elvdlasztja x-et és

I oa
Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Az egyetlen hatramaradt allitds bizonyitdsa (folytatas)

G/ T-nek a Gomory-Hu-fdjdban ott van egy V" optimélis xx’ vagas.

A V" vagds egyik oldaldn ott van x, mésik oldaldn ott van x’ és
vele egyiitt a m7 metacsics (x' és mr végig egyiitt marad a
szabdaldsok utan, igy lett F keresztéle x'-re illeszkedd).

Kezdeti észrevételiink alapjan V"-nek megfelel egy V" vagas
G-ben. A fentiek alapjan ez egy xy vagas, w-sllya kisebb mint
V-é, ellentmondas.

Az ellentmondas igazolja az allitast, ami az egyetlen hidanyzd rész
volt a Gomory—Hu-algoritmus helyességének bizonyitdsabdl.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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Osszefoglalas

Gomory—Hu-tétel

Minden (G, w)-hez létezik F Gomory-Hu-fa, és ez kiszamolhaté
n — 1 darab minimadlis st vdgds meghatdrozdsaval, ami a folyam
algoritmus n — 1-szeres alkalmazasaval megoldhatd. Speciélisan a
Gomory—Hu-algoritmus polinomialis.

Hajnal Péter MP(G) tesztelése, SzTE, 2021
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