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A kimerito keresés

e A kombinatorikus optimalizalasi problémak esetén altalaban
konny( algoritmusunk egy részét véges sok dontés hozatalaként
megfogalmazni.

e Ezen dontési részen konnyli egy ,, kimerit6 keresési” algoritmust
felirni. Nézziik végig a lehetséges dontési kimeneteleket.

e Ezek azonban 3ltaldban legalabb exponencialis fiiggésiliek az
input méretétdl, igy viszonylag kis inputok esetén is
haszndlhatatlanok.

e Sok probléma N'P-teljes igy ez a nehézség varhatdan
szlikségszer(i. Gyakorlatban azonban sziikséges lehet ilyen
problémak megolddsa is.

e Ekkor heurisztikdkkal prébaljuk meg csokkenteni az esetek teljes
atnézését.
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A Branch-and-Bound séma

o Az esetek burjanzasit gyakran egy fa kettés-dghajtasos
novekedésével (branch) lehet leirni. A teljes fa leirdsa til koltséges.

e Az egyes iranyll novekédésénél a célfliggvény értékét becsiiljiik
(bound).

e Ezek a becslések néha lehetéséget adnak, hogy kizarhassuk, hogy
a keresett optimalis hely az aktzadlis hely ,alatt” legyen.

° fgy bizonyos irdnyban ne noveljiik a fat. A teljes fahoz képest
nagy részeket lenyessiink réla.

e J6 heurisztikdk specidlis esetben jelentés gyorsuldst
eredményezhetnek.
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Feltétel nélkili optimalizalas

A minta kérdésuink nagyon egyszerii:

| Minimalizaljuk c(x)-t |

ahol ¢(x) : R" — R.

e Feladatunk p* optimadlis érték, x* optimalis hely meghatarozasa,
kozelitése.

e Ha c-r6l semmi tudasunk nincs, akkor helyzetiink reménytelen.

Definicié: Tégla

[a1, b1] X ... X [ap, by] C R"

alaki ponthalmazokat — ahol n a dimenzié és
—0<a <b <o i=1,...,n— téglanak nevezziik.
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Szép fuggvényektol elvart tulajdonsagok

1) Adott egy To = [a1, b1] X ... X [ap, by] tégla, amelyre x* € Ty,
2) T tégla esetén van ar, fT kiszdmolhaté alsé és fels6 becslés
minye 7 c(x)-re. Tovabb3 ezek a becslések teljesitik:

(A)HaT=T ¥ T>, azaz alkalmas i-re és v-re

T1 = [al, b1] X ... X [a,~_1, b,'_l] X [a;, V]

X ait1, bit1] X ... X [an, bnl,

T2 = [al, b1] X ... X [a,~_1, b,'_l] X [V, b,‘]
X [ait1, bit1] X ... X [an, bn)-
akkor ar < at,, aT, és fr,, fr, < fr teljesiil.
(B) Tovabba minden € > 0 esetén van olyan § > 0, hogy
tetszOleges T téglara, ha V; : b; — a; < 4, akkor
0 < fr — a7 < ¢, azaz ha egy tégla mérete egy ponthoz
kozelit, akkor a folso és alsd becslése kozeli lesz.
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Naiv algoritmus

e Cél: Szép c(x) fuggvényt szeretnénk minimalizalni.
Pontosabban célunk olyan x keresése, melyre c(x) < p* + €.

Naiv algoritmus

(T) // A teljes fa felépitése (BRANCH)
Vegyiink egy T téglat és daraboljuk fel gy, hogy a keletkezd
kis téglak élei kisebbek legyenek, mint 4.

(M) // Minden kis tégla vizsgélata

Igy a hozzdjuk tartozd alsé és felsé becslés kiilonbsége
legfeljebb ¢ lesz.

(Opt) // Optimalizéslds
Ezek utan szamoljuk ki mindegyik kis téglahoz tartozé alsé
becslést,

(Out) // Output
A legkisebb alsé becsléssel rendelkezé tégla minden pontja jé

output lesz.
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A javitas filozéfidja: Baranch-and-Bound

e A naiv algoritmus (Opt) lépése altalaban exponencialis sok
téglara optimalizal. lgy alkalmazdsa nehézségekbe litkozhet a
gyakorlatban.

e Az aldbbiakban egy javitott valtozatot mutatunk be. Ahelyett,
hogy minden téglat parhuzamosan, , gondolkodds nélkul”
tovabbvdgnank, csak azokat daraboljuk, maik a legigéretesebbek.

e A fenti algoritusbdl hidnyzott a BOUND I[épés. A vagasok
sorozata teljes volt, a végso kis kockdk analizisénél becsiiltiink csak.

° Uj eljdrasunk soran lesz egy T egy téglarendszeriink, melyre
teljesiil, hogy elemeik belsé pontjai diszjunktak, tovdbba U7 = Ty.

e Egy |épésben csak egy téglat darabolunk tovabb.

Hajnal Péter Heurisztikdk, SzTE, 2020



Branch-and-Bound algoritmus

Branch-and-Bound algoritmus

(0) Kezdetben 7 = {To}.
(1) Kivélasztunk egy , igéretes” T € T-t.

(2) Kivélasztunk egy i dimenziét és egy ebbe az irdnyba mutaté
élét T-nek.

(3) T-t eszerint az él szerint felezziik meg (T’ és T” a két
féltégla, T« T —{THU{T', T"}).

(4) Az 0j T tégla-rendszerhez szdmoljuk ki a; := mintcy ar és
A = fr — ar, ahol T az a tégla, amelyik alsé becslése a7

AMIG A > &, ADDIG ismételjiik (1)-(4) lépéseket.

(STOP) Ha fr —ar <e.

(OUTPUT): ar, fr, melyre ay < p* < fr. Tovabb3 legyen
T:ar =ay ésoutput x € T.
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Pontositds (1)

(1) T legyen az a tégla, amelyre at a lehetd legkisebb.

e Ezen heurisztika elényét a kovetkezé megjegyzés foglalja Gssze.

Megjegyzés

Ha T' € T tetsz8leges olyan tégla, hogy fr < a7 (ezt
[aT, fr] < [a7/, fr]-ként jeldljiik), akkor T'-t sosem osztjuk
tovabb.

e Valéban. Mindig lesz olyan tégla a rendszeriinkben, ami T része.
Ennek alsé becslése olyan, hogy ,, nem engedi” T’ kivalasztdsat.
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Pontositéds (2)

(2) Legyen i a T tégla leghosszabb oldaldnak a dimenzidja.

e Ezen heurisztika kihasznaldsdhoz tovabbi definicidkra lesz
sziikséguink.

Definicio
Legyen T = [a1b1] X ... X [an, by| egy tégla.

(i) vol (T) =N"_,(bj — a;), a T tégla térfogata.
(i) |T| = maxj=1,.n(bi —aj), a T tégla mérete.

(iii) torz(T) = m:—m a T tégla torzuldsa.

e Torz(T) > 1 és egyenl3ség pontosan akkor all fent, ha az n
dimenzids téglank egy kocka.

e A leghosszabb oldal felezésének eldnye, hogy eljarasunk soran
sosem lesz tulsdgosan , torz" téglank.
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Eszrevétel és bizonyitasa

Az algoritmus folyaman fellépé mindegyik T téglara:

torz (T) < max{2, torz(To)},

ahol Ty a kiinduld tégla.

o Vegylink egy tetszéleges T téglat, amelyre teljesiil az észrevétel.
Ennek leghosszabb oldalt felezziik el.

e Allitas: Ekkor két olyan téglat kapunk, melyekre igaz az
észrevételben szerepld allitas.

o Az allitasbdl teljes indukcidval adédik az Eszrevétel.

e Ennek igazoldsdra tekintsiik az aldbbi két esetet.
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Az eset analizis

1. eset: A kiindul T tégldra torz (T) > 2.

Ekkor az eredeti leghosszabb él felezédik, az Uj tégla leghosszabb
éle legfeljebb az eredeti leghosszabb élével azonos nagysagi.

Az eredeti legrovidebb éle marad az uj tégla legrovidebb éle. I/gy
torz (4j T) < torz (T)
2. eset: Tegyiik fel, hogy torz (T) < 2.

Ekkor a felezés utdn az eredeti tégla leghosszabb éle lesz az uj
tégla legrovidebb éle, csak feleakkora méretben.

A leghossszabb él hossza nem ndhet, igy a torzitottsagra teljesiil,
hogy az Uj T-re torz (T) < 2 a kiindulasi feltétel miatt.
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Eszrevétel

T tetszbleges téglatest esetén

|T| < (/(torz )" t.vol T.

vol T = H(b,— — &) = max(b; - a) (miin(b,- - a,-)>n1 —

_ (max;(bi — a7))" [T
max;(bi—a;) "~ 1 t T
(mln,((b, aj) )) OI'Z )
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Osszegzés

A fentiekbdl azt kapjuk, hogy:

A fenti algoritmus véges felezés utdn ledll, ha az (1)-es és (2)-es
pontot a heurisztika szerint hajtjuk végre.

e Alkalmazzuk az algoritmust addig, amig N tégla nem keletkezik.
e Legyen T a legkisebb térfogatu tégla, amit az algoritmus
kialakitott (igy vol T < vol To/N).

e Ekkor felhaszndlva észrevételeinket azt kapjuk, hogy N
valaszthaté dgy, hogy |T| < % legyen.

e Ez csak ugy lehet, ha T-t olyan T~ felezésével kaptuk, amelyre
| T~| < 0 teljesiilt.

e Ekkor azonban az algoritmusnak le kellett volna allnia (lasd 3)
feltétel ¢ szépségére).
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Szlnet
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Az alapkérdés

Minimalizéljuk c(x,d)-t
Feltéve, hogy fi(x,d) <0,hai=1,2,...,k

ahol x € R",d € {0,1}" és c, f; konvex fliggvények.

e Ha a d € {0, 1} feltétel nem szerepelne, akkor egy kdnnyen
kezelhetd problémank lenne. p* =7

e Azonban a feltétel nehézséget okoz, a naiv megoldas:

Naiv algoritmus

(1) Fixaljuk le d-t az Gsszes lehetséges médon.
(2) Az igy kapott 2" darab problémat kezeljiik.
(3) A legjobb kapott érték az optimum.

Kicsinek tekinthet6 v érték esetén is 2¥ tul nagy lesz ahhoz, hogy
ez hatékony kezelés legyen.
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Becslések

e A relaxdciés médszerrel alsé és felsé becslés adhatd az optimalis
értékre.

o d € {0,1}" feltételt relaxdljuk 0 < d <1 feltétellel
(0,d,1 € R").

e A kapott folytonos konvex pp optimalis érték aldlrdl becsiili az
eredeti p* optimumot.

e Egy fels6 becslést is kapunk, ha egy ,,j60" lehetséges megolddson
kiértékeljik a ¢ célfliggvényt.

e Egy ilyen lehetséges megolddst kapunk, ha a folytonos feladat xg
optimélis helyében a d ([0, 1]-beli) komponenseket egészre (azaz
{0,1}-be) kerekitjiik.

e Ezzel az F feladat optimalis étékére egy ar alsé és egy fr felsé
becslést adhatunk.
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Szétagazasok

e Vegyiik az eredeti feladatot. Tekintsiik ezt mint egy
problémasereget tartalmazé gyokeres fa gyokere/egy levél ¢ csicsa.

e Vilasszunk ki egy i € {1,..., k} komponenst, amely , szabad” .

e Ekkor di = 0 vagy di = 1 dontéssel, egy-egy részfeladatot
kapunk.

e Vegyiik a d; = 0 részfeladatot, melynek optimalis értéke pj. Ez
csupan egy diszkrét valtozéval kevesebbet tartalmaz, mint az
eredeti, kezelhetetlen feladat. Ennek ellenére a fenti alsé/felsé
becslés technika alkalmazhaté ra.

e Vegyiik a d; = 1 részfeladatot, kezeljiik ugyanigy.

o A két Uj feladat az el6z6 fahoz adhaté: Az £ levélnek keletkezik
Lo és f1 leszarmazottja.

o Az eredeti feladatok és a két részfeladat egy gyokeres faban

abrazolhaté.
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A Branch-and-Bound algoritmus

A Branch-and-Bound algoritmus

(0) Legyen T egy 1-pontu gyokeres fa, amely egyetlen csticsa
(egyben levele) a kiinduld probléma.
Szamoljuk ki az erre a problémdra vonatkozé a, f alsé/felsé

becslés.
AMIG f —a>¢
(1) Egy ¢ levél/probléma kivélasztdsa T-bdl.

(2) A kivélasztott ¢ levél/probléma egy eddig nem fixalt d
komponensének kivdlasztasa. Jeloljik ezt a komponenst /-vel.

4
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A Branch-and-Bound algoritmus (folytatas)

A Branch-and-Bound algoritmus(folytatas)

(3a) Legyen ¢y az a probléma, amit ¢-bdl kapunk d; = 0
vdlasztassal.

(3bg) A maradék komponenseket relaxljuk, és ebbdl szamoljuk ki
az agp, fy alsé és felsé becslést a fenti médon.

(3b1) Legyen ¢; az a probléma, amit ¢-bdl kapunk d; =1
vélasztdssal. A maradék komponenseket relaxdljuk, és ebbdl
szamoljuk ki az a1, f; alsd és fels6 becslést a fenti médon.

(4) Legyen T az a fa, amit az ¢-bdl torténd ¢y és (7 leveleket

behozé dghajtassal kapunk. Legyen a = min{a, ap, a1} és
f=min{f, fo, A}
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A részletek tisztazasa

e (1)-ben a legkisebb alsé becslésii levelet valasztjuk.

o A (2)-es lépésnél a levél relaxalt problémajanak optimalis helye
alapjan azt a komponenst valasztunk, amelyik komponens a
legkozelebb van a %-hez.

e Itt is nyilvanvald, hogy néhany részfeladatnal felléphet, hogy nem
kell tovabb ,, felezni”.

e Fiank nem novekedhet tovdabb mint a teljes v mélységii binaris fa.
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Egy () alapkérdés

Minimalizéljuk |{i: x; # 0}t
Feltéve, hogy Ax = b,

ahol x € R", A € RkK*" b € R,

e Azaz linedris egyenlétlenségrendszert akarunk megoldani, ahol a
megoldasnak a leheto legkevesebb nemnulla kompononse van.

e Feladatunkat visszavezetjiik a vegyes konvex-egész tipust
feladatra.
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Segéd LP feladatok

A redukcidhoz el6szor oldjuk meg az alabbi 2n darab LP feladatot
(i=1,...,n)

Minimalizaljuk Xi-t

Feltéve, hogy Ax < b,
és

Maximalizaljuk Xi-t

Feltéve, hogy Ax =X b.

Legyen az els6 n db LP feladat optimuma m;, a masodik n db-é
pedig M;.
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Az 4j alapkérdés mint MIP

e Ekkor az Ax =< b feltételbdl kovetkezik, hogy m; < x; < M;.

o Feltételeinkhez adjuk hozzd az m;y; < x; < M,y; feltételeket,
ahol y; € {0,1}, dj Boole-valtozdk.

o y; = 1 érték esetén a feltétel semmitmondd, mig y; = 0 esetén
x; = 0-t kényszerit.

e Igy célunk minél tbb y; =0, azaz Y _; y; minimalizalasa.

e Tehdt az eredetivel ekvivalens vegyes IP probléma:

Minimalizaljuk Sor Vit
Feltéve, hogy Ax = b
mi)/iﬁXiSMi)/ia i:1727"'7k

ahol x e R,y = (y;)"_; € {0,1}", A€ Rk*n b e RK,

e A kordbbi médszeriink alkalmazhaté.
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Szlnet

TIMIEFOR A
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Alapkérdés: IP

o Emlékeztetd: Mit tudunk a linedris egyenletrendszerek

megoldasanak ,, logikajardl”.

e Mar altalanos iskolaban megtanultuk, hogy

(i) Egyenl6tlenségek osszeadhatdk (feltessziik, hogy
megallapodunk, mindig a kisebb egyenldoldal szerepel a bal
oldalon).

(i) Egyenl6tlenségek nemnegativ szimmal szorozhatdk (a 0O-val
valé szorzas a — nyilvan igaz — 0 < 0 egyenlStlenséghez
vezet).

o Az igy , levezetett” egyenlGtlenségek a kiinduld feltételek

kovetkezményei. A feltételrendszeriinkhoz hozzaadva nem valtozik

a lehetséges megoldasok halmaza.

e Ha ilyen médon nyeriink (j egyenlétlenséget, akkor azt mondjuk,

hogy L-kovetkeztetést hajtottunk végre. (L= linedris, valds.)
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Egészértékiiség

e A fenti logika persze egyenl6tlenségrendszerek egész
megoldasainak keresése kozben is alkalmazhaté.

e Egyenl6tlenségeink nemnegativ egyiitthatds linedris kombinacidit
véve feltételeink egy kovetkezményét kapjuk.

e Specidlisan nem vesztiink lehetséges valés megoldast.

e Ha azonban a lehetséges megolddsok az egészek, akkor arra
toreksziink, hogy egész megolddsokat ne veszitsiink el.

° Uj logikai kovetkeztetést is tehetiink.
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A kiterjesztett logika

Vizsgaljuk a kovetkezd egészértékii programozasi feladatot:

Minimalizaljuk al x-t
Feltéve, hogy Ax =2 b
x=0, xeZ"

Egy Uj kovetkeztetés

Legyen aixy + apxp + ... + apxy < B egyenl6tlenség a feltételek
egy L-kovetkezménye. Azaz az Osszes lehetséges valds megoldds
teljesitse.

Ekkor
laa]x1 + [az|x2 + ...+ |an]xn < | 5]

egyenldtlenség is a feltételek kovetkezménye. A feltételeinkhez vald
hozzdaddsaval nem veszitiink lehetséges (egész) megoldast.
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Bizonyitas

e Valdban: |a] < a.

e igy nemnegativ x-re |a]x < ax.

o Altaldban

Lozljxl + LO{ZJXQ + ...+ LO(,,JX,, <aixy +aoxo + .. 4 apx, < .
e Ha rdadasul az x;-k egészek, akkor a bal oldal egész. fgy ap
felsé becslés javithaté || értékre.

e Kapjuk a bizonyitandét.
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Példa (ALGEBRA)

o A fenti egyszerii érvelésnek egyszerii geometriai szemléltetése
van.

e Vizsgaljuk a kovetkez6 feladatot

Minimalizaljuk —2x — by-t

Feltéve, hogy 10x + 3y <45
4x 4+ 20y <65
x,y €N
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Példa (GEOMETRIA)

Az 4bra a lehetséges megolddsokat mutatja.

A zold tartomany az LP relaxacié politépja. A sotét zold diszkrét

ponthalmaz az egészértékil feladat lehetséges megolddsainak véges

halmaza. Az LP feladat optimuma a piros pont:
(1745, %) = (3,75,2,5), az egészértékii problémanak nem lehetséges
megolddsa.
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P¢lda (LOGIKA)

Felirink néhany L-kovetkeztetést.

o Az elsé egyenlétlenség 1/10-del szorozva:

x4+ 0,3y < 45.

e A masodik egyenl&tlenség 1/4-nel szorozva.

x + 5y <16,25.

e Az els6 egyenlGtlenség kétszereséhez a masodikat adva, majd
24-gyel osztva kapjuk, hogy

1 11
11—y <6-—.
XY = 0%
(GEOMETRIA: Mindhdrom kovetkeztetés megolddshalmaza egy
olyan félsik, amely hatarol6 egyenes athalad a piros ponton
(miért?).)
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Példa (LOGIKA 1)

e Alkalmazzuk mindharom L-kovetkezményre az I-logikat.

e Az alabbi harom egyenlotlenséget kapjuk:
x < 4,

x + by <16,
x+y <6.

e A megoldashalmazbdl ,,nem esett ki" egész koordindtaju pont.
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Példa (GEOMETRIA 11)

A fenti |-kovetkezmények altal leirt félsikok hataroléegyeneseit
piros szinnel jeloltik. A kovetkezmények hozzaadadsa utan kapott

egyenl6tlenségrendszer relaxdlt megoldds halmaza a vildgos kék
halmaz.

A leirt politép csokkenése nyilvdnvald. A csokkenés soran a sotét
zold pontok nem keriiltek ki a megoldds halmazbdl. Az LP
relaxacié altal leirt politép kozeledett a sotét zold pontok konvex

burkdhoz.
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Altalanos séma

Ezek utdn egy lehetséges séma a kitlizott IP probléma megolddsara
a kovetkezo

(R) // RELAXACIOS lépés
Oldjuk meg az IP feladat LP relaxicidjat.

(Sz) // SZERENCSE
Ha egész koordinatdju optimum helyet kapunk, akkor
megoldottuk feladatunkat.

(L) // LOGIKA
L- és I-kovetkeztetésekkel adjunk feladatunkhoz dj linedris
egyenldtlenségeket. Térjlink vissza a ralaxacids |épéshez.
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Gomory-algoritmus

o A fent leirt eljards csak egy séma. Lényegi része az 4ltalanos
|épésben rejlik. Hogyan vélasszuk a kovetkeztetéseket? Sok
tisztdzandoé kérdés.

e Sok probélkozds/megoldds, sok viszonylag nagy specidlis
problémat kezel6 algoritmus.

e Gomory adott egy eljarast, ahol belatta, hogy az algoritmusa
véges sok Iépésben megtalilja az egész optimumot.

o Az (j egyenlGtlenségek generdldsahoz a szimplex mddszert
haszndlja az eljards. Az algoritmus leirdsdra nincs idonk.

e Mar az Edmonds-féle poliéder tételnél lattuk, hogy az IP feladat
LP leirdsdhoz lehet, hogy exponencidlisan sok egyenlStlenségre van
szlikségtink.

e A Gomory-algoritmusndl is ez a helyzet, dltaldban nem
polinomidlis idejl.

Hajnal Péter Heurisztikak, SzTE, 2020



Koszonom a figyelmet! |




