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Sajatértékek

Sajatérték probléma

Adot M € 8" C R"™*" szimmetrikus matrix. // igy tudjuk, hogy
sajatértékei valdsak.

Hatarozzuk meg sajatértékeit:

Amax:)\lz)QZ-”Z)\n:)\min-

A sajatértékek (multiplicitdsokkal vett) sora a matrix spektruma.
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Nézziik a csupa-1 matrixot:

1 1 1
J=Ji= 1
1 1 1 Kxk

Mik a sajatértékei, sajatvektorai?



A megoldas

e A csupa-1 vektor: 1 =j = (1,1,---,1)7T € R* sajstvektora lesz
a matrixnak: J1 = k1. Azaz a megtaldlt sajatvektorhoz tartozé
sajatérték k.

e Tekintsiink egy masik sajatértékhez tartozd sajatvektort, legyen
ez: (x1, -+ ,xk) € RK.

e Ekkor errdl tudjuk, hogy merdleges 1-re, azaz > x; = 0.

e Ez a gondolat megfordithaté: Ha > x; = 0, akkor Jx = 0 = Ox.

e igy azt kaptuk, hogy 0 is sajatérték és bizonyos hozza tartozé
sajatértékek egy k — 1 dimenzids alteret feszitenek. Azaz 0
legaldbb k — 1-szeres sajatvektor.

o Ezzel az Osszes sajatérték megvan:
k>0>0>...>20>0.

Specidlisan Amax(Jkxk) = k.
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Maximdlis sajatérték problémdja

Egyszerlsitett sajatérték probléma

Adott M € S", hatarozzuk meg maximdlis sajatértékét.

Konny(i belatni és jol ismert tény, hogy

T
x' Mx
= max  x' Mx.

Amax = MmMax ——— =
XERM:x#0 xTx x€RM:||x||=1

Azaz a maximilis sajatérték meghatdrozasa megfogalmazhaté a
kovetkez6 alakban:

Maximalizaljuk xT Mx-t

Feltéve, hogy lIx]| = 1.
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Maximdlis sajatérték masképp

Al — M sajatértékei

A=A 2 A= Apm1 > .. 22— A1

e Ezek a sajatértékek pontosan akkor lesznek nemnegativok, ha
A > A1 = Amax- Al — M sajatértékeinek nemnegativsaga, pontosan
Al — M pozitiv szemidefinitsége.

o A legkisebb ilyen \ érték Amax. Atfogalmazisunk:

Minimalizaljuk A-t
Feltéve, hogy AM—-—M*>0

e Ez \ax meghatarozdsinak egy SDP megfogalmazasa.
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Egy bonyolultabb sajatérték probléma

Legyen X = >_7_; x;A;, ahol A; € Sk (igy X € Sk is teljesiil).

Azaz X a kovetkez6 alaku

agll)xl + Oé(lzl)XQ +... agz)xl + Oé( )X2 +... . Ozgn)Xl + O[(Z)XQ +.
ozgll)xl + a(lzl)XQ =+ ... E:z)xl + a( )x2 + ... a( )Xl + a( )x2 =+ . nx

tehat egy olyan n x n méretii matrix, amelynek minden eleme egy linearis
fuggvény.

Hatdrozzuk meg x € R"-et (gy, hogy Amax(X) a lehetd legkisebb legyen.
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SDP megfogalmazas

A |, bonyolultabb” feladat korabbi otletekkel konnyen &tirhaté a
kovetkezd alakba:

Minimalizaljuk -t
Feltéve, hogy X =311 XA
ul — X =0,

Azaz sajatérték kérdésiink ismét megfogalmazhatd, mint egy SPD
probléma.
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A TERV

e A tovabbiakban nehéz (N'P-teljes) grafelméleti problémat
veszink eld.

e Optimumara adunk sajitértékek segitségével becslést.

e Majd a legjobb becslés magallapitdsat megfogalmazzuk mint
SDP probléma.
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Emlékeztet6: Szomszédsagi matrix

Egy G egyszerii graf Ag szomszédsagi matrixa

y X
0
1, hayxe E
y 0 i
0, kulonben
Ag = ; . :
1, haxye E
X 0
0, kilonben

0

o Aq-t gy képzelhetjiik el, hogy a sorok és az oszlopok is V-vel
vannak azonositva, n = |V/|.

e Egy konkrét felirasdhoz rogziteniink kell a csticsok egy sorrendjét.

e Ha egy sorrendtdl fiiggetlen szemléletben tekintjliik a matrixot,
akkor egy V x V — {0, 1} fuggvényként kell felfognunk.
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Emlékezteto: Fuggetlen cstcshalmazok

Definicié

F C V(G) fiiggetlen csticshalmaz, ha minden élnek legfeljebb egy
végpontja F-beli. Azaz nincs F-en belili él. Azaz G|g ures graf.

Adott G egyszer(i grafra a kapcsolédd optimalizaldsi feladat

Maximalizaljuk |F|-t

Feltéve, hogy F fuggetlen csticshalmaz

p* standard jelolése a(G).
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Flggetlen csticshalmazok és szomszédsagi matrix

Ha F egy fliggetlen halmaz, akkor az F-beli csicsok kijelolnek
Acg-ban egy nulla részmatrixot:

0 ... 0
0 ... 0

azaz ha az F-en kiviili csticsok sorait/oszlopait elhagyjuk, akkor
csupa 0 matrixhoz jutunk. Azaz Aglexr = 0.
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Egy csavar

Technikai okok miatt a feladat egy masik formajat nézziik, ahol Ag
helyett Ag matrix-szal dolgozunk.

Ebben a matrixban A¢ 0 és 1 elemeit felcseréltiik. Azaz a f64tldn
1-esek vannak, azon kiviil a csticsparok kozotti nem-éleknek
1-eseket feleltetiink meg, az éleket pedig a 0-k jelolik.

Azaz
y
1

y 1
Ac = —J—Ac =+ A=
G 0, haxy€E ¢=I+%c

X

1, kiildnben

1

F akkor és csak akkor fiiggetlen csticshalmaz, ha Ag|rxr = J, a
konstans 1-matrix.
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A , gondolat”

e Ezek alapjan vegyiik Ag-nak |F| x |F| méretii részmatrixanak az
|F| sajatértékhez tartozé sajatvektorat (€ RF*F).

e Egészitsiik ki 0 komponensekkel, hogy RY egy elméhez jussunk.
A kapott vektor xfr.

e Konnyl ellenérizni, hogy

TA: TAc S
XFAGXF max 26X _ Amax(AG).

F| =
IF] X—FI—XF x:x€RY—{0} xTx

IN

o A kovetkez6 eredményhez jutottunk:

Legyen G egy egyszerii graf, F egy fliggetlen halmaz grafunkban.
Ekkor

Amax (E) > |F|

Specialisan

)\max (TG) = O[(G)
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Miért j6 ez?

e Bonyolultsagelméletbdl tudjuk, hogy a legnagyobb fiiggetlen
halmaz méretének meghatdrozdsa egy N P-nehéz probléma.

e Numerikus mddszerekbdl tudjuk, hogy a maximalis sajatérték
hatékonyan meghatdrozhaté.

® \max (E) kiszdmoladsaval egy N P-nehéz fiiggvényre kapunk
becslést.
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A gondolat ,, kisajtolasa”

A gondolatmenetben Ag-rél csak azt hasznaltuk ki, hogy a f64tlén
1-esek és a ,nem-éleknél” is 1-esek szerepelnek.

Kovetkezmény

G egy tetszoleges egyszerli graf.
o Legyen M € SV egy tetszéleges olyan matrix, amely

(i) féatlsjan 1-ek allnak,

(ii) a, nem-éleknél” is 1-ek allnak
// Legyen ez a T tulajdonsdga M € SY-nek
e Legyen F egy tetszbleges fiiggetlen halmaz.

Ekkor

Amax(M) = |F|.
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A kovetkezmény leghatékonyabb kihasznaladsa

o A kovetkezménynek két , résztvevoje” van.
(i) a T¢ tulajdonsdgd matrix,
(i) az F fiiggetlen csicshalmaz.

e Egyik a bal oldalon, masik a jobb oldalon szerepel.
o Igy konnyl a tétel legélesebb viltozatat megfogalmazni.

Legyen G egy egyszerl graf. Ekkor

min{Amax(M) : M € S8V T¢ tulajdonsagi} >
max{|F|: F egy fiiggetlen halmaz}.
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Az egyenlGtlenség bal oldala

Minimalizaljuk Amax(M)-t

Feltéve, hogy My, =1, minden u € V esetén,
My, =1, minden uv ¢ E esetén,
MeS".

Atfogalmazzuk a problémat és belatjuk, hogy annak
meghatadrozasa egy SDP probléma.
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Atfogalmazis: jeldlések

e = xy € E(G) tetszbleges él. Legyen S, az a matrix, amelyben
csak a xy és yx pozicidban all 1, mindeniitt mashol 0 szerepel.
Azaz

X y
00 ...0 ..0 ..0
00 ...0 ...0 ..0
x| 0 0 0 1 0
S, = : .
ylo o 1 0 0
00 0 0 0

Azaz

0 kulonben.
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Az atfogalmazott probléma

Ezekutdn egy M szimmetrikus matrix T¢ tulajdonsdga ekvivalens
azzal, hogy M = J — 3 g XeSe valamely x. € RE vektorra: A
f6atlon és a nem- éleknél a J matrix 1 eleme &ll, mig masutt (egy
e él pozicidjaban) x.-vel médositunk (tetszéleges értékre).

Ezek utdn ez az els6 példa alapjan ez egy SDP feladat:

Minimalizaljuk u-t
Feltéve, hogy M=J—=73 cpXeSe
ul — M = 0.

Azaz (II. normalforméaban)

Minimalizaljuk -t
Feltéve, hogy —pl =Y g XeSe = —J.
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Osszefoglalas

Osszefoglalva:

Definicié/Jelolés

Legyen G egyszerii graf. Ekkor

Y(G) = a fenti SDP feladat optimalis értéke.

Azt kaptuk, hogy

Legyen G egy egyszerii graf. Ekkor

9(G) > a(G).

Tudva, hogy egy SDP optimalizalasi feladat optimuma hatékonyan
kiszdmithat6 a tétel egyenlStlenségének jobb oldala N'P-nehéz,
mig bal oldala kezelhetd.
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Klikkfedési probléma

Probléma

Adott egy G egyszerii graf. Fedjiik le csticshalmazat minél
kevesebb klikkel.

Legyen X(G) a legkisebb szdm, amennyi klikkel ez megoldhaté.

e Egy klikkfedés cslicsosztdlyozdsa a komplementer graf egy j6
szinezése. Azaz a klikkfedés probléma a komplementer grafra
vonatkozé szinezési probléma, azaz Y(G) = x(G).

e Specidlisan a klikkfedési probléma ANP-nehéz.

o G egyszerii grafot ismét leirhatjuk egy matrix-szal. Szamunkra
az Ag matrix lesz ,, kényelmes".

e Vegylink G egy klikkfedését. £ legyen a klikkek szama. Azaz
V =K UKyU...UKy, ahol a Kj-k diszjunkt klikkek.
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Vektorok, matrixok

A cslicsok osztalyozasat tukroztethetjiik a linedris algebrai
jelolésben.

e RY lemeire tgy gondolunk, hogy koordinatai ¢ blokkba vannak

osztva:
Ki Ko Ke

~—= |~ —~

GO T TR

e Hasonldan egy V' x V tipust matrix egy ¢ x ¢ tipusi
blokkmatrixnak tekinthetd:

K1 K> K¢
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A szomszédsagi blokk-matrix

Specidlisan nézziik Ax-t:

ki [ [0]
As= Ko 0]

Kz{ 1o

Ag sajatértékei legyenek A\ < X2 < ... <Ay = Amax (n = | V).
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Legyen a Amax-hoz tartozé sajatvektor: v = (vi|va|...|v/) .

Legyen

vl = (|vl,0,...,0[[lv2[,0,...,0|...|llv],0,0,...,0)

ahol ||w| = E:-j:l (w;)2, a d-diemnziés w vektor L2 normija.




@ ortogonalis matrix

e Nyilvan ||7|| = ||v||, igy alkalmas Q ortogondlis matrix v-t v-be
viszi: Qv = V.

e (Q vélaszthatd lgy, hogy az eddigi blokkositassal ,, kompatibilis”
legyen: a v és v vektorok blokkokon beliili L? normai is rendre
azonosak.

° fgy alkalmas Q; ortogondlis matrixokra Q;v; = v;, ahol

v = (HV,'HQ,0,0,... ,O)T e RX.

e Ekkor

K1 KQ KI
A~ =

Kl /e | [0 ]..] [0
1o

Q= Ko @ @2

' és Qv =v.

W\ [ [ @
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Eszrevétel

Ha u az Az A sajdtértékéhez tartozo sajatvektor, akkor
Qlu=QTua Q*IAEQ, matrixnak egy sajatvektora, ami szintén
a )\ sajatértékhez tartozik.

Valéban,
(Q_IAEQ)(Q_lu) = Q_lAE(QQ_lu) = Q_lAgu =Q " \u=)\Q u
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QA:Q

Specidlisan A és Q_lAEQ sajatértékei megegyeznek.

Megjegyezziik, hogy Q_IAEQ—ben is fel lehet ismerni a
blokkstrukturat és a f6atlén [évé blokkok 0-matrixok:

Ki K> Ke
K3 ([0]
Q_lAEQ — K2 @
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R = Ac|rxF

o Azaz A\max a Q‘lAgQ matrix sajatértéke, tovabba Q lv=va
Amax-hoz tartozé sajatvektor.

e Ez a sajatvektor legfeljebb ¢ darab nem-nulla koordinatat
tartalmaz (minden blokk elsé eleme lehet nem-nulla).

e Legyen F azon csiicsok halmaza, amelyek a K; blokkok elsé
eleméhez tartoznak. Azaz minden szinosztalybdl (komplementer
grafban gondolkozva) kivettiink egy-egy csticsot.

e Az igy kapott F halmaz felfoghaté mint csicshalmaz, de mint
sor- vagy oszlophalmaz is.

o Az-bdl képezink egy R részmatrixot az F-en kivuli sorok és
oszlopok elhagydsaval. (Ezt az operdciét szimmetrikus részmatrix
képzésnek nevezziik.)
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Linedris algebrai kitérd

Cauchy-tétel

M,y s szimmetrikus matrix, képezziik egy szimmetrikus
részmdatrixat: Rex:. Legyenek Mgy s sajatértékei: A\; < ... < g,
R:x+ sajatértékei : pu3; < ... < py. Ekkor

(i) A <pa, Ao <, oo A < g,

(i) pe < Asy pre—1 < As—1, -ovy i1 < Aoy

A tételt nem bizonyitjuk, linedris algebra anyag része lehetett.
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Hol is tartunk?

° Q_lAgQ—bél szimmetrikus részmatrix képzéssel kaptunk egy
F x F tipust £ x £ méretii R matrixot.

e Konnyii 1atni, hogy V| € RF vektor (V blokkjainak elsé elemei
altal alkotott vektor) sajdtvektora R-nek.

e Tovabb3a a megfelel6 sajatértek Amax. Specializéljuk Cauchy
tételét esetuinkre.

e QLAZQ (egyben Ag) sajatértékei:
/\min:)\l S)\2 < -~§>\n:>\max-

e Mit mond Cauchy-tétel az R sajatértékeirdl
(1 <2 <o < 1g)? Amin €S Amax kOzé esnek.

o A fentiek alapjan a legnagyobb sajatérték Apmax.

o A sajatértékek osszege matrixunk nyoma, ami esetiinkben 0.
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Hol is tartunk? osszefoglalva

e Ha az ismert A\nax sajatértek melletti £ — 1 darab tobbit Apin-nel
becsiiljiik, akkor a kovetkezot kapjuk:
0=trace R = Zle i > (€= 1) Amin + Amax-
e Rendezve

_(E - 1))\min Z )\mam
Ha Az nem minden sajatértéke 0, akkor Amin = gg Amax (tudjuk,
hogy Osszegiik 0). Ez az eset akkor torténik, ha G nem liresgraf,
vagyis G nem teljes.

e Ekkor —Amin-nel oszthatunk:

)\max
/—1>
o _)\min
o Azaz )
/ >14 max .
_)\min
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Hoffman-tétel, komplementdris forma

Hoffman-tétel, komplementaris forma

Legyen G egy nem teljesgraf.

Ag a komplementer graf szomszédsdgi matrixa, azaz fotléjan 0-k
allnak, azon kiviil az 1-esek éppen G nem szomszédsigat/a 0-k a
G-beli Gsszekotottséget kddoljak).

Legyen 1) egy klikkfedés, ¢(1)) a klikkek szama.
Ekkor
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Hoffman-tétel

Ha a tételt G komplementerére alkalmazzuk, akkor a kromatikus
szdmra kapunk egy becslést.

Hoffman-tétel, eredeti/szinezési forma

Legyen G egy egyszer(i graf, amely nem az lresgraf. Legyen A a
graf szomszédsagi matrixa.

)\max(AG )

x(G)>1+ min(Ac):
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A gondolat ,, kifacsarasa”

A bizonyitds csak azon miilt, hogy Az mdtrixunk féatléjan 0-k
szerepelnek és az osszekotottséget 0-k kédoljak.

Definicié

Legyen 'T'G egy V x V szimmetrikus matrix azon tulajdonsdga,
hogy foatldjan 0-k szerepelnek és a G-beli 6sszekotottséget 0-k
kédoljak.

e A fenti bizonyitas megismételhetd lgy, hogy Az helyett egy 'I~'G
tulajdonsagi matrixot hasznalunk.

o Ez lehet6séget ad a Hoffman-becslés javitasara, sot a javitasok
optimalizalasara.
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Hoffman-tétel, eros forma

Hoffman-tétel, komplementaris er6és forma

Legyen G egy egyszer(i graf, amely nem teljesgraf.
Legyen M egy V x V tipust 7~_G tulajdonsdgt szimmetrikus matrix.
Legyen f egy klikk-fedés, ¢(f) a klikk-fedés klikkjeinek szdma.

Ekkor A (M)
fy>14 0t 2
é( ) =L _)\min(M)
Azaz

min{{(f) : f egy klikk-fedés} >

Amax(M ~ . .
_>\:1in((l\/3) : M Tg tulajdonsagi}.

max{1 +

A végs6 egyenlbtlenség bal oldaldnak értéke X(G).
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A jobb oldal

Legyen (L) a jobb oldali optimalizlasi feladat

Amax(M)

Maximalizaljuk 1+ Do (M)t

Feltéve, hogy My, = 0 minden u € V esetén
(M,Se¢) = 0 minden e € E esetén
MeS".

Ez a feladat dtfogalmazhaté SDP formaba.

A szdmunkra , kedves” SDP formdhoz vezetd 0t hosszi lesz.
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Kozbulso feladat

Legyen (K) egy kozbiils6 feladat:

Maximalizaljuk Amax(N)-t
Feltéve, hogy Nyy, =1 minden u € V esetén

N,, = 0 minden uv € E esetén
N = 0.

A Hoffman-tétel kifacsardsat leiré (L) és a kozbiilsé (K)
optimalizalasi feladat ekvivalens.

Az allitds az, hogy a két feladat optimalis értéke megegyezik. Ezt a
koztik fennallé mindkét irdnyu egyenlGtlenség igazoldsaval
mutatjuk meg.
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(L) megoldasabdl (K) megoldasa nem romlé célfiiggvénnyel

Maximalizéljuk 1+ %t

Feltéve, hogy My, = 0 minden u € V esetén
(M,Se) = 0 minden e € E esetén
MeS".

egy M lehetséges megoldasabdl képezzik az N = | + WM
matrixot.

Konnyen l4dthatd, hogy a megkonstrudlt N lehetséges megolddsa a
kozbiilsé problémanak.

ﬁl\/] legkisebb sajatértéke —1 lesz. fgy az egységmatrixot
hozzaddva mindegyik sajatérték nemnegativva valik.

Tovabba célfiiggvényértéke ugyanaz, mint M-n definialt
célfuggvény az eredeti problémaban.
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(K) optimalis megolddsabdl (L) megolddsa nem romlé
célfuggvénnyel

Maximalizaljuk Amax(N)-t

Feltéve, hogy Ny, = 1 minden u € V esetén
N,, = 0 minden uv € E esetén
N > 0.

Ez a gondolatmenet megfordithaté. Vegyiik a kozbiilsé probléma
egy N optimalis megoldasat

Ekkor ennek legkisebb sajatértéke pontosan 0: wp pozitiv minimalis
sajatérték esetén u/-t kivonva és 1Eﬂ—vel szorozva egy jobb
lehetséges megoldast kapnank.

igy a M = N — | métrixot véve a Hoffman-tételt kifacsaré
optimalizalasi feladat egy lehetséges megolddsdhoz jutunk, amelyen
annak célfiiggvénye ugyanaz mint N-en a kozbiilsé problémaé.
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A végsé forma, (L)

Ezek utén beldtjuk, hogy a kozblilsd probléma atfogalmazhaté az
alabbi SDP alakba (L):

Maximalizaljuk (J,N\)-t

Feltéve, hogy (Se,/\> =
(ILA) =
A= 0.

Tétel

2 |

A kozbiilsé (K) és az (L) SDP feladat ekvivalens (optimélis értékiik
megegyezik).

Kovetkezmény

2 |
A

Az (L) SDP feladat optimalis értéke a kicsavart Hoffman-tétel
becslése a klikkfedési problémara.

v
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~

(K) megolddsabdl (L) megoldasa nem romlé célfiiggvénnyel

Maximalizljuk Amax(N)-t

Feltéve, hogy Ny, = 1 minden u € V esetén
N,, = 0 minden uv € E esetén
N > 0.

e Legyen N a kozbiilsé probléma egy tetszéleges lehetséges
megoldasa.

o Legyen u egy A\max sajatértékhez tartozé egység hosszi
sajatvektor.

e Legyen U = uu’ ¢ RV*V,
e Legyen A= N -y U az N és U matrixok Hadamard-szorzata (az
xy helyen all6 elem Ny, U,y ).

e Ekkor A az SDP feladat egy lehetséges megoldasa, ahol a
célfiggvény értéke Amax(N).
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A célfuggvény értéke

o A célfliggvény

(J,N) = (J,N - (uu")) = u" Nu = Amax(N).

eHaA=N-yU=N-y(uu") matrixban megnézziik azon
pozicidkat, ahol N-ben 0 all, akkor a definicié alapjan 0-kat latunk.

(LAY = Tr(N -y (uu™)) = Tr(uu") = uTu = 1.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas és sajitértékek, SzTE, 2020



A pozitiv szemidefinit

e A pozitiv szemidefinitsége maradt hatra. A kovetkez6 lemma
alapjan ez nyilvanvalé.

Legyen A, B = 0. Ekkor A-y B = 0.

e A lemma egyszerlien adddik, abbdl a ténybdl, hogy minden
pozitiv szemidefinit matrix felirhaté, mint ss! alakd, 1-rangd
pozitiv szemidefinit matrixok Osszege.

e Ha A-t és B-t is felirjuk igy, akkor A -y B-ben a zaréjelek
felbonthatdk és kapjuk, hogy A -y B eléall mint 1-rangl pozitiv
szemidefinit matrixok Hadamard-szorzata.

e Ezek pozitiv szemidefinitsége azonban nyilvanvalé.
e Ezzel a lemma és az egyik iranyu egyenl6tlenség adddott.
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(L) megoldasabdl (K) megolddsa nem romlé célfiiggvénnyel

A masik irdnyl egyenl6tlenséghez megforditjuk a fenti
gondolatmenetet.

Maximalizaljuk (J,N\)-t

Feltéve, hogy (Se,/\>
(1) =
A= 0.

o \= ﬁ -1 az SDP egy lehetséges megoldasa. A célfiiggvény
optimalis értéke legaldbb 1.

e Legyen A az SDP egy tetszdleges lehetséges megoldasa.

Tegylik fel, hogy egy pozitiv szemidefinit egyik atlés eleme O.
Ekkor ezen elem sora és oszlopa is csupa 0 vektor.
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(L) megoldasabdl (K) megoldasa (folytatds)

e Ha A-nak van 0 atlés eleme, akkor 0 oszlop és sorvektorai is
vannak. Ezen a részen legyen N (az éppen most konstrudlt
lehetséges megoldasa (K)-nak), az atlén 1, kiilonben 0. A
konstrukcid Iényegi része a tobbi elem definicidja. Erre
koncentralunk: |ényegében feltessziik, hogy A atlés elemei
nemnullak.

e Legyen u a A f64tléjan 4ll6 (garantéltan nemnegativ, feltevésiink
szerin pozitiv) szdmok négyzetgyokeibdl képzett vektor. Ez nyilvdn
egységvektor lesz.

o Legyen U = uu'. Feltevésiink szerint ez nemnulla matrix.
e Legyen N az a matrix, amelyre N -y U = A teljesiil.

e Ez (K) egy lehetséges megolddsa nem romlé célfiiggvénnyel.
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Osszefoglalas

Definicid

Legyen 9(G) a (L)/(K),(L) optimalizldsi probléma optimuma.

Az dtfogalmazdsaink a klikkfedési feladat a kicsavart
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Emlékezteto

a(G)-hez és X(G)-hez is adtunk egy-egy SDP feladatot, amely
optimalis értéke becsli a megfelelé grafparamétert:

Feltéve, hogy

Minimalizaljuk

p-t
—pl = e XeSe = —J.

Maximalizaljuk (J,N\)-t
Feltéve, hogy

Hajnal Péter
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Osszefoglalds: a szendvics

(i) A két SDP feladat egymas duilisai.

(i) A két SDP feladat teljesiti olyan feltételeket, amelyek
garantaljak az erds dualitast.

Azaz a kétféle fogalom egybeesik.

Definicié: a G graf Lovasz-féle teta-fiiggvénye

9(G) = I(G).

A két korabbi becslést az alabbi tétel foglalja Gssze.

Lovasz Laszlé szendvics tétele

a(G) < 9(6) <X(G).

Hajnal Péter Szemidefinit programozas és sajitértékek, SzTE, 2020



A moral

o A kozépso6 fiiggvény el6szor nagyon Osszetettnek,
természetellenesnek tiinik.

o A két széIso fliggvény definicidja elemi, akar egy érdeklédd
kozépiskoldsnak is elmagyarazhaté.

e Ennek ellenére a két szélsé grafelméleti optimalizalasi kérdés
bonyolult. N'P-nehéz. Hatékony kiszdmoldsdra nem ldtunk

lehetSséget (az 4ltalanos hit szerint).

e A kozépsé bonyolultan leirt fliggvény értéke azonban hatékonyan
kiszdmithatd /kozelithetd ( az SDP feladatok kezelhetdk).
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Koszonom a figyelmet! |




