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Fliggetlen ponthalmazok és LP Perfekt grafok Fulkerson—Chvatal-tétel

Flggetlen ponthalmazok

Emlékeztetd

Egy F C V(G) halmazt fiiggetlen ponthalmaznak neveziink, ha G
minden élének legfeljebb egyik végpontja F-beli, azaz ha F
cslicsait nem koti Ossze él.

Ez a fogalom mar jol ismert a kordbbi tanulmanyainkbdl.

Segitségével definidljuk a kovetkezd politdpot.

Definicid, pont pakoldsi politép

PP(G) := conv {xr : F C V(G) fiiggetlen ponthalmaz} C R,

ahol xr € {0,1}V az F ponthalmaz karakterisztikus vektora.
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Egyszerli egyenl6tlenségek

Felirhatunk egy egyszerli tartalmazast erre a halmazra:

PP(G) C {x € RV :x = 0, tovdbba minden e = uv él esetén
Xy + x, < 1} = PPo(G).

A jobb oldalon szerepl6 halmaz tehat olyan nemnegativ
vektorokbdl all, melyekre teljesiil, hogy két komponensének az
Osszege 1-nél kisebb, amennyiben a komponenseknek megfeleld
csticsok kozott él hizddik G-ben.

A tartalmazdshoz csak azt kell ellendrizni, hogy hogy a fiiggetlen
ponthalmazok karakterisztikus vektorai benne vannak a jobb
oldalon leirt félterek metszetében (ami nyilvan egy konvex
ponthalmazt ir le).
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Paros grafok esete

A kovetkezo tétel az totdlisan unimoduldris matrixokrdl tanultak
alapjan egyszeriien beldthaté (a formélis bizonyitdst nem végezziik

el).

Legyen G paros, izoldlt pont nélkili graf. Ekkor

PP(G) = PPo(G).

Tehdt a pérossag elegendd ahhoz, hogy a nyilvdnvalé
egyenldtlenségekkel leirt felsé becslésiink egybe essen a
kombinatorikusan definidlt ponthalmazunkkal.

PPo(G) leirasdban az eléjel feltételeken tili egyenlétlenségeket
élfeltételeknek nevezziik.

Az altaldnos esetben tovabbi feltételek sziikségesek.
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Klikk feltételek

A hidnyz6 feltételek koziil taldn a legegyszeriibbeket adjuk meg a
kovetkezbkben.

Definicid, klikk feltételek

PP(G) := {x € RV :x = 0, tovabb4 minden K klikk esetén

qu <1}.

uekK
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Egyszerii tartalmazasok

o Egy éllel osszekotott pontpar valdjaban egy kettd elemszami
klikk. Azaz az élfeltételek specidlis klikkfeltételek. Igy

PP(G) C PPo(G).

e Egy klikknek és egy fiiggetlen ponthalmaznak legfeljebb egy
kozOs pontja lehet (mivel, ha mar kett6 lenne, akkor azoknak, a
két definicié alapjan, egyszerre ossze is kellene, hogy legyenek
kétve, meg nem is).

e A fuiggetlen ponthalmazok karakterisztikus vektoraira egy klikk
elemeinek megfelelé komponenseket nézziik, akkor egy darab 1-es
lehet.

o igy -
PP(G) C PP(G).

° Osszefoglalva
PP(G) € PP(G) € PPo(G)
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Példa

Példa

Most megmutatjuk, hogy példaul az ot hosszii kor esetében PP
szigortian bovebb mint PP.

Mivel Cs-nek csak egy- és két elemii klikkjei vannak, ezért 7/37\3(C5)
elemeinek elég az élfeltételeket teljesiteni (éllel 6sszekotott
cstcsoknal az Gsszeg egynél kisebb legyen).

igy példaul G, 331 he 7/35(C5).
Vegyiik észre, hogy a(Cs) = 2, tehat fiiggetlen ponthalmazai
legfeljebb kételemiiek.

Ezért a karakterisztikus vektoraikban a komponensek 0sszege sem
haladja meg a 2-t. Ugyanez érvényes marad ezek konvex burkanak
barmely elemére is.

Ebbél viszont kilég a (%, %, %, %, %) vektor.
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Tovabbi példa

(3 esetében mar nem csak az élfeltételek jelennek meg, hanem az
x1 + x2 + x3 < 1 egyenlotlenség is.

e Konnyl ellenérizni, hogy
{x € R3: x>0, +x+x3 < 1} = conv(0, e1, €2, €3),

ahol e;-k az standard bazis, azaz egy elemii élhalmazok (amik
K3-ban pontosan a nemiires pdrositasok) karakterisztikus vektorai.
e PP(Gs) = PP(Gs) teljesiiljon.

e Pontosan ugy, ahogy elébb

—_

PP(Gs) € PPo(Gs) > (1/2,1/2,1/2)

e Milyen G esetén lesz PP(G) = @(G)? A tovédbbiakban ezt a
kérdést jarjuk koriil, am ehhez egy kis grafelméleti kitérd kell.
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Szinezések, klikkek

Emlékeztetd

Legyen c egy jé szinezése, K pedig egy klikkje G-nek. Tudjuk,
hogy egy klikket csak tgy tudunk kiszinezni, hogy minden csticsat
kiilonbozére festjiik, ezért c szinigénye (az altala felhasznalt szinek
szdma) legaldbb |K|. A x(G) grafparamétert gy kapjuk, hogy a
minimdlis szinigényli szinezést, az w(G) paremétert pedig Ugy,
hogy a maximalis klikket valasztjuk. Viszont az egyenlGtlenség
ezen optimumok kozott is teljesiil, tehat x(G) > w(G).

Definicié

G graf szép, ha x(G) = w(G).
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A fbszereplo

Definicié

G graf perfekt, ha minden R feszitett részgrafja szép.

Altaldban csak a f8bb llitasoknal emlitjiik meg a bizonyitd
személyek nevét, viszont néhany esetben a fontos definicidk
kitaldlgirdl is érdemes emlitést tenni. A perfekt grafokat elGszor
Claude Berge francia matematikus definidlta 1962-ben.
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Példak I.

Az n ponti teljes graf, K, és az n pontd iires graf, K, = E, is
perfekt.
o A teljes garfokban x(K,) = w(K,) = n.

w
Az iires grafokban pedig x(E,) = w(E,) = 1 teljesiil minden
n-re.

o Ez még csak a szépségre példa.

De azt is vegyiik észre, hogy teljes grafok és lires grafok
barmely feszitett részgrafja rendre teljes, illetve tires marad.

Ezzel pedig belattuk, hogy mindkettd perfekt.
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Példak Il.

Példa

Ha G paros, akkor perfekt is. Itt is egy egész osztdlyt hozunk fel
példdnak. Ismert szdmunkra, hogy paros grafok tetszéleges
részgrafja is paros, ezért a perfektséghez elég csak a paros grafok
szépségét belatni. Tegylik fel, hogy G-nek van éle. Ekkor
legkevesebb két szinnel szinezhet ki és a legnagyobb pontu klikkjei
az élek, azaz x(G) = w(G) = 2.

| A

Példa

Ha G péros, akkor G perfekt.

Paros grafok komplementerében az alsé és felsé6 ponthalmazok
egy-egy klikket alkotnak, a tobbi él pedig ezek kozott fut. Ennek a
perfektsége nem trividlis, ekvivalens a Konig-tétellel. Ennek
igazolasat az érdekl6do hallgatéra hagyjuk.
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Példak IlI.

Vegyiink egy tetszéleges (P, <) részbenrendezett halmazt. A
részbenrendezés azt jelenti, hogy < rendezési relacid, viszont nem
koveteljik meg, hogy P barmely két eleme osszehasonlithaté
legyen.

Ebbdl a halmazbdl tudunk egy grafot definidlni olyan médon, hogy
vessziik a P cslicshalmazt és csak akkor kotlink ossze két pontot,
ha azok mint részbenrendezett halmaz elemei 6sszehasonlithatdk.
Ezt nevezziik (P, <) dsszehasonlithatdsagi grafjanak.

Analég médon definidlhaté a nem osszehasonlithatdsagi graf is, és
észrevehetjiik, hogy e kettd fogalmat grafelméletileg a
komplementalds kapcsolja ossze.

Annak bizonyitasat, hogy mindkettd perfekt graf, szintén az
érdekl6do hallgaté ellendrizheti.
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Példak IV.

Gokt1 (k > 2) pératlan hosszid kor nem perfekt és még csak nem is
szép, mivel x(Cok+1) = 3 # 2 = w(Cok+1).

A hdromszog grafra és az egy pontl grafra ez nem vonatkozik,
ezért nem tudunk altaldnossagban paratlan hosszi korokrol
beszélni, csak otnél tobb pontiakrdl.

Azt, hogy Cokt1 (k > 2) sem perfekt azt ismét az érdekl6dd
hallgatéra bizzuk.
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Egy észrevétel

A feszitett részgrafot szogletes tartalmazdssal jeldljuk a
tovabbiakban. G O R, ha R feszitett része a G-nek.

Eszrevétel

A perfektség definicidja és a példak utan trividlisak az aldbbiak:
(i) Ha G perfekt és G O R, akkor R is perfekt.
(ii) Ha G nem perfekt és S 1 G, akkor S sem perfekt.

(iii) Ha G 3 Cyy1 vagy G 3 Cyi1 valamely k > 2 esetén, akkor
G nem perfekt.

Az Gsszes ismert nem perfekt graf esetén a nem perfektség a (iii)
észrevétel alapjan adddik. Ez alapjan elészor Berge fogalmazta
meg 1962-ben sejtésként, hogy a (iii) észrevétel megfordithatéd
(er6s perfekt graf sejtés).
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Erés perfekt graf sejtés/tétel

Ezt bizonyitani csak 2006-ban sikeriilt
Chudnovsky—Seymour—Robertson—Thomas szerzénégyesnek. A
cikkiik tobb mint 100 oldalas, maga a tétel bizonyitdsa egy féléves
PhD kurzusba férne csak bele.

Tétel (Erds perfekt graf tétel, Chudnovsky—Seymour—Robertson

—Thomas, 2006)

G akkor és csak akkor nem perfekt, ha feszitett részgrafként nem
tartalmaz Cox41 és Coxy1 grafokat (k > 2).

Legyen G perfekt. Tudjuk, hogy nem tartalmazhat legaldbb ot
hossz( paratlan kort vagy komplementerét feszitett részgrafként.
Ez a tulajdonsdg természetesen oroklodik komplementerére. fgy ha
az erds perfekt graf sejtés igaz, akkor G is perfekt. Ekkor persze G
és G perfektsége egyiitt jar.
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Gyenge perfekt graf tétel

Ezt a gondolatmenetet mar Berge is latta. Bizonyitani nem tudta
(az erfs sejtés bizonyitdsa hijjan is elképzelhetd lenne egy egyszerii
bizonyitds). Gyenge perfekt graf sejtésként hivatkozta ezen allitast.
Ez ,, csupan” tiz évig volt megoldatlan.

Tétel (Gyenge perfekt graf tétel, Lovédsz, 1972)

G akkor és csak akkor perfekt, ha G perfekt

Az er6s valtozat nélkul ez a tétel sem egy trividlis allitas, de egy
MSc kurzus egy eléadasa keretében beldthaté. Az 6ra tovabbi
részében ezen tétel bizonyitasa lesz a célunk.
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Perfekt grafok és politépok

Fulkerson—Chvatal-tétel

Tétel (Fulkerson—Chvatal-tétel, 1973)

A kovetkezok ekvivalensek:
(i) PP(G) =PP(6)

(ii) 737\3(G) cstcsai egészek

(iii) G perfekt

Az (i) <= (i) ekvivalencia egy egyszer(ibb allitas, formalisan nem
irjuk le. A korabbi otletek, gondolatmenetek utan az érdekl6do
hallgaté is konnyen belathatja.
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A Fulkerson—Chvatal-tétel két fele

Az (ii) <= (iii) bizonyitdsa a kovetkezé 3llitasokon alapul:

G perfekt =(a) 737\3(6) cslicsai egészek = (g G perfekt.

A fenti két kovetkeztetést G-re elismételve kapjuk a
Fulkerson—Chvatal-tétel teljes bizonyitasat és vele egylitt a gyenge
perfekt graf tételt.

Az is adddik, hogy nem perfekt grafok esetén a klikkfeltételeken tiil

tovabbi egyenl6tlenségek sziikségesek PP leirdsdhoz. Ez a kutatdsi
irdny mind a mai napig aktiv és fontos.
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Grafelméleti elokészuletek, 1. Lemma

(A) bizonyitdsdhoz el8bb két lemmat fogunk belatni.

G akkor és csak akkor perfekt, ha minden feszitett részgrafra
teljestl

(%) : létezik fliggetlen csiicshalmaz, amely minden optimdlis

(maximélis elemszami) klikket metsz.
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1. Lemma bizonyitdsa (<)

Mivel a (x) tulajdonsdg 6roklédik a feszitett részgrafokra, ezért
elég csak G szépségét belatnunk.

Legyen F1 egy olyan fliggetlen ponthalmaz G-ben, amely (%)
feltételnek eleget tesz.

Legyen k := w(G). Ekkor w(G — F1) = k — 1, mivel az F;
mindegyik maximalis méretli klikkbdl kimetsz legaldbb egy csiicsot,
egynél tobbet pedig nem metszhet, mivel F; fliggetlen ponthalmaz,
aminek egy kikkel legfeljebb egy kozos pontja lehet.

A G — F; gréfra Gjra felhasznélhatjuk a (%) tulajdonsdgot, ami ad

nekiink egy F» fliggetlen ponthalmazt, melyre az el6z6 magyarazat
alapjan w(G — F1 — F) = k — 2 teljesiil.

Ezt (k — 1)-szer ismételve eljutunka H .= G—F —Fp—...— Fx_1
grafhoz, melyrdl tudjuk, hogy w(H) = 1. Ez grafelméletileg annyit
jelent, hogy H maga is egy fiiggetlen ponthalmaz.

fgy kaptunk k darab fliggetlen ponthalmazt, egy k-szinezést.
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1. Lemma bizonyitdsa (=)

G szépségébdl bizonyitjuk, hogy rendelkezik a (%) tulajdonsaggal.
Valéban, legyen x(G) = w(G) = k és tekintsiik egyik optimalis
szinezésének k darab szinosztalyat.

Ezek az osztdlyok fliggetlen ponthalmazok, ezért ha vesziink egy
optimalis méretii klikket, akkor az a klikkség miatt mindegyik

szinosztalyba legfeljebb egyszer metszhet bele, de a G szépsége
miatt sziikséges, hogy mindegyikbdl tartalmazzon is egy pontot.

igy barmelyik szinosztélyt vélasztva felmutatunk egy ()-ot
teljesité ponthalmazt.
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Egy észrevétel

Az el6z6 bizonyitas végén lattuk, hogy nagy szabadsagunk van a
(%)-ot teljesitd ponthalmaz kivélasztdsakor, mivel egy optimalis
szinezés tetszbleges szinosztdlya megfelel. Ez alapjan a (x)-ot egy
szigorubb feltétellel helyettesithetjiik, melynek teljesiilése minden
feszitett részgraf esetén tovabbra is ekvivalens lesz G
perfektségével.

Lemma™

G akkor és csak akkor perfekt, ha minden feszitett részgrafra
teljestil

()" : barmely x € V(G) esetén létezik x-et tartalmazé fiigget-

len csticshalmaz, amely minden optimdlis klikket metsz.
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Grafelméleti elokésziiletek, Felfujas

A végs6 lemmahoz egy grafelméleti operacidra lesz sziikséglink.

Definicié

Legyen G egy graf, amihez tartozik egy n = (n,),cv € NV vektor.
Ennek komponensei minden csticshoz hozzarendelnek egy
természetes szamot.

G felfujtja (az n vektorral) n x G az a graf, amelyben minden
csucsot helyettesitiink egy n, elemszamu klikkel, az igy kapott
kiilonbozé klikkek csicsait (mindegyiket mindegyikkel) pedig
pontosan akkor kotjiik ossze, ha az eredeti grafban a klikkeknek
megfeleld csiicsok osszekotottek voltak.
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Grafelméleti elokészuletek, 2. Lemma

Legyen G perfekt graf és n € NV, n= (n,),ecv tetszéleges vektor.
Azt allitjuk, hogy ekkor G graf n vektorral vett felfijtja is perfekt.
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Megjegyzések

1. Megjegyzés

Jelolje H a G-bdl felfdjassal kapott grafot. Az el6z6 lemma alapjén
elegendd belatni, hogy (%) teljesiil H Osszes feszitett részgréfjara.
Viszont H részgréfjaira teljesul, hogy azok G graf egy masik
vektorral vett felfijdsai, ezért ha egy tetszoleges n vektorra
beldtjuk, hogy maga H teljesiti (x)-ot, akkor a feszitett
részgrafjaival mar nem kell foglalkoznunk.

2. Megjegyzés

A felftjast el tudjuk végezni kisebb |épésekbdl, amelyeknél
egyessével fajjuk csak fel a csiicsokat. Azaz feltehetd, hogy
n=(1,...,1,n,,1,...,1), mivel a vektorban szereplé egyesek egy
pontbdl allé klikkeket jelentenek. Az egyetlen felfijt csicsot jeloli
V.
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2. Lemma bizonyitasa

H a G perfekt grafbdl a v cslcs felftijasaval kapott graf.

Az el8z8 lemma alapjan G-rdl tudjuk (x)*-t, tehdt létezik F
fuggetlen ponthalmaz, melyre v € F és minden optimalis klikket
metsz.

F ismeretében megkaphatunk egy H-beli fiiggetlen ponthalmazt is,
F' :={v felfdjtjdnak egyik csticsa} U (F\v)-t. Errdl be kell I5tni,
hogy igazolja (x)-ot H-ra tehdt, hogy minden optimalis klikket
metsz.
Vegyiik észre, hogy H optimalis klikkjei kétfélek lehetnek:

a) v felfdjtjat egészben tartalmazza,

b) G\v optimalis klikkje, amely G optimdlis klikkje is egyben.

Az a) tipust klikkekbe F'-be v felftjtjanak egyik csicsa miatt
metsz bele. A b) tipusd klikkekbe pedig F\{v}-t miatt. A lemmat

ezzel bebizonyitottuk.
Hajnal Péter Fuiggetlen ponthalmazok és perfekt grafok, SzTE, 2020
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G perfekt =>(a) PP(G) csticsai egészek

—

Legyen G perfekt, e € PP(G) a politdp egyik csicsa.
Célunk belatni, hogy e € ZV.

Azt tudjuk, hogy e € QY. Legyen e = () cv a koordinitak
kozos nevezére hozott alakja.

Haszndljuk fel az eléz6 lemmat a G grafra és n=(n,),cv
vektorra, tehdt képezziik H felfujt garfot.

A lemma szerint H perfekt.

Keressiik H legnagyobb klikkjét, vagy mas szavakkal, G-nek azt a

K klikkjét, amelyen a > n, 6sszeg maximalis.
veK

Hajnal Péter Fiiggetlen ponthalmazok és perfekt grafok, SzTE, 2020



Fliggetlen ponthalmazok és LP Perfekt grafok Fulkerson—Chvatal-tétel

(A) bizonyitdsa (folytatas)

—

Mivel () € PP(G), igy
Z NV és
veK
> n <N,
veK

azaz H-ban nincs N-nél nagyobb klikk.

Ebbol H perfektsége miatt kovetkezik, hogy N darab szinnel
kiszinezheto.

Azaz tudjuk, hogy van Fi,..., Fy fliggetlen ponthalmaz, melyek
diszjunkt unidja kiadja V(H)-t
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Fliggetlen ponthalmazok és LP Perfekt grafok Fulkerson—Chvatal-tétel

(A) bizonyitdsa (folytatas)

Az F; halmazok visszavetitheték G-be: az F; C V/(H) halmaznak
feleljen meg ®; C V(G).

A ®; halmazok uniéja minden v cstcsot n,-szer fed le. Azaz

N

ZX(D/ = (nl, np, .. )

i=1

N-nel torténé osztassal kapjuk:
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(A) bizonyitdsanak vége

e A bal oldalon szerepl6 , atlag” fliggetlen ponthalmazok
karakterisztikus vektorainak (specidlisan PP elemeinek) konvex

kombindcidja. Jobb oldalon pedig 73/(\6)—nek egy cslicsat latjuk.
e Ebbdl az kovetkezik, hogy e az egyik xo, (s6t az is, hogy az
Gsszes o, = €). Tehdt e egész.

e Valéban: Ha e cslicsa 7/?7\3-nek, akkor alkalmas

{x € RV : vTx < b} féltér tartalmazza PP politépot ligy, hogy
ebbdl a politépbdl egyediil e teljesitse az egyenlotlenséget
egyenléségként.

e Tegyiik fel, hogy a fenti atlagban szerepel olyan vektor is, amely
nem e. (Indirekt bizonyitds)

e Ez a vektor az el6z6 féltér definidlé egyenlGtlenségét szigordan
teljesiti. A tobbi tag is teljesiti az egyenl6tlenséget. De ezek az
egyenlGtlenségek is atlagolhatdk. Az eredmény egy szigori
egyenl6tlenség lesz, azaz az atlag-vektor nem lehetne e.

e Az ellentmondas adja az allitott osszefliggést.
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Fliggetlen ponthalmazok és LP Perfekt grafok Fulkerson—Chvatal-tétel

PP(G) csticsai egészek =) G perfekt bizonyitésa

PP(G) csicsai egészek, azaz a csticsok fiiggetlen csticshalmazok
karakterisztikus vektorai.

Az {x € RV : 1Tx < a(G)} féltér tartalmazza a 7/31\3((;) politépot.

Ezen féltér hatdrara esnek a maximalis fiiggetlen halmazok
karakterisztikus vektorai.

Pontosabban

PP(G)N{x e RV :1Tx < a(G)} =
conv {xr: F egy a(G) elemii fiiggetlen}.

Ez politépunk egy lapja.
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(B) bizonyitasa (folytatas)

A politépunkat leiré egyenlotlenségekbdl eredé tamaszhipersikok
valamelyikének tartalmazni kell.

S6t a klikkfeltételek kozott is lennie kell ilyennek.

Ha egy K klikkhez tartozé ). . x, = 1 tdmaszhipersikra rdesik
az osszes maximalis elemszamu fliggetlen ponthalmaz
karakterisztikus vektora, akkor a(G — K) < a(G)
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(B) bizonyitdsanak vége

A (B) allitds bizonyitdsdnak vége az, hogy észrevessziik, ha 7/3\P(G)
csticsai egészek, akkor minden R C G feszitett részgrifra PP(R)
csucsai egészek.

Ezt latva ahogy G-ben megtaldltuk a fenti K klikket, Ggy
G — K-ban is taldlhatunk K’ klikket.

Folytatva eljdrdsunkat V(G)-t lefedhetjiik a(G) darab klikkel. Ez
pontosan azt jelenti, hogy G szép.

Ugyanez a gondolatmenet adja, hogy G minden feszitett
részgrafjara is igaz ez. Azaz G perfekt.
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