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Eros dualitas: Emlékezteto

A primal feladat optimalis értékét p*-gal, a feladat optimalis
értékét d*-gal jeloljik (d*, p* € RU{—00,00}). Igaz a kovetkezd
(Gyenge-dualitas tétel): d* < p*.

e Az er6s dualitds tételrdl akkor beszéliink, ha d* = p*-t garantalni
tudjuk bizonyos feltételek mellett.
e A, bizonyos" feltételekre sokféle lehetdség van.

e Egész , ipardg” alakult ilyenek kifejlesztésére. Mi csak egy
lehetGséget ismeretiink.
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Slater-tétel

Slater-tétel
Adott a kovetkez6 optimalizalis probléma:

Minimalizaljuk c(x),-t
Feltéve, hogy filx)<0 i=1,...,k
gilx)=0 i=1,...¢

Tegyiik fel, hogy
(1) A probléma konvex. Tehat c¢ és f; konvex fliggvény, g; pedig affin
fliggvény. Ez azt jelenti, hogy a gi(x) =0 (i = 1,...,/¢) feltételek a
kovetkezd alakban frhaték: Ax — b =0, ahol A € R*¥" és b € R’
(S) Létezik olyan s € D, amelyre
(i) fi(s)<0(i=1,...,k)ésgi(s)=0 (i =1,...,¢). Specidlisan
seLl.
(i) Tovabbd s €int D ={x: 3Ir >0 B(x,r) C D}, D belsé
pontjainak halmaza, ahol B(x, r) az x kdzépponti r sugari gomb.

Ekkor er6s dualitds van, azaz d* = p*.
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A feltételekrol

e (S)-et Slater-feltételnek nevezziik.

e Az (S)-beli feltételt kielégité s pontokat Slater-pontoknak
nevezziik.

e (S)(i) és (S)(ii) gyengithetok. A tétel dllitdsa igaz marad az
aldbbi (gyengitett) feltételek mellett:

(S) (i)o Az s Slater-ponttdl csak azt kivdnjuk meg, hogy
fi(s) < 0, ha f; nem affin, tovdbba f;(s) < 0, ha affin.

(S) (ii)o s € relint D = D belsé pontjai D affin burkaban
(int D C relint D).

e Az aldbbiakban a bizonyitast irjuk le egy fontos feltevés mellett:
A (az egyenl6ség, affin feltételrendszer matrixa) teljes sorrangu.

o A feltevés nélkiil a bizonyitas lényegi része megmaradna, csupan
néhany technikai bonyodalommal lenne hosszadalmasabb.
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Bizonyitds: 1. észrevétel

1. Eszrevétel

Feltehetd, hogy
p* €R.
e (S)-bdl kdvetkezik, hogy £ # () amibdl p* < cc.

e Tovdbba a gyenge dualitasbdl kovetkezik az erés dualitas, ha

*

p* = —oo. lgy feltehetd, hogy p* > —oo. Osszegezve .
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Bizonyitds: £, F és észrevételek

e Legyen

E={(P1,902, s QUL V2s -7, T) ERF X REXR
dx € D, hogy
pi>fi(x)i=1,...,k
vi=gi(x)i=1,....¢
T = c(x)},
F={0,0,...,0,7) e R x R xR : 7 < p*}.

2. Eszrevétel
£ és F konvex halmazok.

3. Eszrevétel

€ zart a p; és T koordinatak novelésére.

Hajnal Péter Er6s dualitas, SzTE, 2021



Bizonyitds: Lemma

ENF =10.

e Indirekt uton fogjuk bizonyitani.

e Tegyiik fel, hogy ve ENF,azazv e ésv e F.
e v € F azt jelenti, hogy v =(0,...,0,7), ahol 7 < p*.

e v € & azt jelenti, hogy van olyan x € D, amelyre f;(x) <0,
gi(x) =0, tovabba 7 > ¢(x).

e Azaz x € L, tovabb3 c(x) < 7 < p*, ami ellentmondis.
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Bizonyitas: Szeparacids tétel alkalmazésa

Konvex halmazok szeperacids tétele ~ Farkas lemma

K, L konvex és K N L = () akkor létezik H hipersik, amely
elvalasztja a két halmazt.

Azaz lgy osztja fel a teret HS és HZ zart félsikokra, hogy
H= D K és H= D L.

o A tételbdl és a 2. Lemmabdl adddik, hogy létezik

n= (A1, A2,y Ny i1, - -0, g, V) (0 € REFHL = RE X RE X R)
nem-nulla vektor és « valds szam, hogy a

Hpo = {x € R nTx = o} hipersik két félterére:

an,a = {x e R pTx >0} D€,

H,%a = {x e R pTx <a} D F.
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Bizonyitds: Tovdabbi észrevételek

e A 3. Eszrevételbdl tudjuk, hogy az els6 k és az utolsé koordindta
novelésével E-ben és igy H=Z-ben is maradunk.

4. Eszrevétel
A=0ésv>0

| S
|
N

e (0,0,p* —¢€) € F, amibdl (0,0, p* — €) € HS, azaz v(p* — ¢€) < a. Mivel
€ > 0 tetszbleges, hataratmenettek kapjuk, hogy

5. Eszrevétel

|
|
N

vp* < «

e x € D esetén (f(x),g(x), c(x)) € €, specidlisan € H=.

6. Eszrevétel
Minden x € D esetén:

k
Z/\,-f,- —l—Zu,g, )+ ve(x) > a.
i=1
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Bizonyitds: 1. eset: v # 0 (v > 0)

e Ekkor minden x € D-re

e Adddik

k
(%) a dudlis optimalizalasi feladat lehetséges megoldasai.

1=

e Ebbdl és az el6z6 egyenlStlenségbdl adddik, hogy

d* ZE()\[,M') > p*.
v v

e A gyenge dualitdssal Osszevetve, kapjuk az er6s dualitdst.
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Bizonyitds: 2. eset: v =0

e Ekkor fozl Aifi(x) + Zle pigi(x) > a > vp* = 0 minden
x € D esetén.

e irjuk fel az egyenl8tlenséget x = s pontra, ahol s egy Slater-pont.

k L
D Xifi(s)+Y pigi(s) =0, ahol A >0,f(s) <0 és gi(s) = 0.
i=1 i=1

e Ekkor minden i-re \j-nek nulldnak kell, hogy legyen.

e Kiindulé egyenlotlenséglink djra egyszeriisodik:
¢
Z 1igi(x) = 0,
i=1

ami 4tirva T (Ax — b) > 0 minden x € D-re.
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Bizonyitds: 2.eset (folytatas)

e Legyen x = s+ 6, ahol § € Rk++1 &5 |§| < rg, ahol rg olyan
kicsi, hogy B(s, rp) C D.

pT(A(s +8) — b) =u' (As + A5 — b) = pu' (b + A5 — b)
l

:uTAé = Z(,uTA),-é,- > 0.
i=1

e Ez teljesiil —d-ra is, amibdl uTA = 0.
o Kezdeti feltételiink (A teljes sorrangt) miatt p = 0.

e igy n= (A, p,v) =0, ami ellentmondas.
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Laza feltételek, gyenge dualitas emlékezteto

Legyen x € L. Azt mondjuk, hogy x-ben az i-edik egyenlétlenség
feltétel laza, ha

fi(x) < 0.

e Legyen x* primal optimdlis hely és (\*, u*) dudl optimdlis hely.
Specidlisan A* > 0.

e A gyenge dudlitds bizonyitasat osszefoglaljuk.

e Legyen L(\, i, x) = c(x) + ATF(x) + uTg(x).

e Ekkor

4" =E(\", ) = inf LV, 1%, %) = inf (e(x) + (V) TF(6) + (1) g ()
<c(x*) + (M) TF(x) + (1) T (x*) < e(x*) = p*.

e Amennyiben er6s dualitds van, akkor végig egyenldség teljesiil.
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Gyenge dualitas: Masodik egyenlotlenség analizise

4" =&\, ) = inf L', 7, %) = inf (c(x) + (V) TF(x) + (1) T

<c(x) + (A) () + (1) T g(x) < e(x) = p.

—~

x))

Definicié

Legyen xp primdl lehetséges megoldds, azaz fi(xp) < 0, gi(x0) = 0.
Legyen (Ao, po) dudl lehetséges megoldas, azaz (Ag); > 0. Ezen
megoldaspar rendelkezik a komplemetaris lazasagi tulajdonsaggal,
ha

(i) f;'(Xo) < 0, akkor ()\0),‘ =0.
(ii) ()\0),‘ > 0, akkor f;(Xo) =0.

Eszrevétel

Az els6 egyenldtlenségben akkor és csak akkor van egyenldség, ha
x* és (A*, u*) komplementdrisan laza tulajdonsagu.
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Gyenge dualitas: Els6 egyenlotlenség analizise

@ =8\, 1) = inf LV, 17, %) = inf (c() + () TF () + (1) T8 (x)

<c(x) + W) TF() + (1) Te(x) < e(x") = .

Eszrevétel

Ha az els6 egyenlotlenség egyenloség, akkor

c(x) + (M) TF(x) + (u*) Tg(x) fiiggvényeknek x* egy optimalis
helye.

Tegylik fel, hogy c és f; fliggvények differencidlhaték. Ekkor

Ve(x*) + (\)TVFA(x*) + (%) Vg (x*) = 0.
Tegylik fel, hogy c, f; konvexek és g; affin. Ekkor
c(x) + (A\)TF(x) + (1) Tg(x) is konvex (A\* = 0). Ekkor a fenti
feltétel sziikséges és elégséges is a masodik egyenlétlenség
egyenloségként vald teljesiiléséhez.
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Karush—Kuhn—Tucher-tétel: El6zmények

o A tétel Karush MSc tézise volt a 30-as években.

o Késobb Kuhn és Tucker is felfedezik a tételt és Ok tették ismertté
az 50-es években.

Tegylik fel, hogy c, f;, g; differencidlhatéak. Tovabba c, f;
konvexek és g; affin.

Definicio: Karash—Kuhn—Tucker-feltételek
x* € R", (M, u*) € R¥ x R esetén

(KKT1) fi(x*) <0 és gi(x*) =0, azaz x primal lehetséges megoldds.
(KKT2) A¥ >0, azaz (\*, u*) dudl lehetséges megoldas.

(KKT3) x* és (A\*, u*) komplementdrisan laza tulajdonsaga.

(KKT4) (Ve)(x*) + (A)TVF(x*) + (1) TVe(x*) = 0.
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Karush—Kuhn—Tucker-tétel: A Tétel

KKT tétel

Tegyiik fel, hogy g; affin fliggvény, c, f; konvex és differencidlhaté
fuggvények.

Ha van er6s dualitds optimalis helyekkel, akkor van olyan xp és
(Mo, o), amelyek teljesitik a (KKT1), (KKT2), (KKT3), (KKT4)
feltételeket.

Forditva ha van xp, (Ao, f10), amelyek teljesitik a (KKT1), (KKT2),
(KKT3), (KKT4) feltételeket akkor erés dualitds van és ezek
primal és dudl optimum helyek.

o A tétel elso részét lattuk korabban.
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Az elégség igazolasa

(Ao, mo) = inf(c(x) + Ao f(x) + pgg(x))
a0+ AT )+ i34
c(x0)-

Hiszen KKT4 a differencidlhatdsagi és konvexitdsi feltétel miatt
szlikséges és elegend6 feltétele annak, hogy xg optimum hely
legyen.

(KK:T3)

Ezekutan

d* > ¢(Ao, o) =c(x0) > p° > d*.
(KKT2) (KKT1)  gyenge dualitds

Az egyenl6tlenség lanchdl kiolvashatd, hogy végig egyenldség
teljesiil, azaz er8s dualitds van, xp primal optimal hely és (Ao, o)
dudl optimal hely.
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KKT: Példa |

Minimalizéljuk IXTPx+qTx+rt

Feltéve, hogy Ax = b,

ahol P € S7.

e c(x) konvex (P € S7) és differencidlhatd, azaz KKT tétel
alkalmazhaté.

e Olyan xg, po értékeket kell keresniink, amelyek mind a négy
Karush—Kuhn-Tucker-feltételt teljesitik:
(KKT1): Axg = b.

(KKT2): 0.
(KKT3): 0
(KKT4): Vc(xo) + pd V(Ax — b)|x=x, = 0, azaz

PX0+q+ATM0 =0.

Hajnal Péter Erds dualitds, SzTE, 2021



KKT: Példa | (folytatas)

o A keresett xp, to-k tulajdonsagai osszefoglalva:

(%) Go) = (3)
Ak><n 0 Ho b )

e Ezen egyenletrendszer megoldhatdsaganak diszkusszidja, illetve

megoldhatdsag esetén a megoldds megkeresése egyszerli linedris
algebrai feladat.
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KKT: Példa Il

Minimalizaljuk

Feltéve, hogy

2X12 + 2x1x0 + X22 — 10x; — 10x>-t
x? +x3 <5,

3x1 + x < 6.

e Esetiinkben D = R2.

e Konnyen ellendrizhetd, hogy a célfiiggvény konvex, az
egyenldtlenség feltételek f; fliggvényei is konvexek.

e Minden el6fordulé fliggvény differencialhaté.
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KKT: Példa Il (folytatas)

e A KKT olyan primél/dudl xi, x2, A1, A2 helyett keres, amelyek
eleget tesznek a primal/dual feltételeknek ((KKT1) és (KKT2)):

X2+ x3<5, 3x14+x<6, A\ >0, I>0.
Tovabb3d (KKT4) is teljesiil.
e Ehhez:

V(252 + 2xx2 + 33 — 10x1 — 10x2) = (4X1 +2x — 10) |

2x1 4+ 2xo — 10

2X1

V(X +x3 —5)= (2X2) ,V(3x) +x0 — 6) = <i’) .

e Azaz (KKT4) teljesiilése kiirva:
4x1+2x—1042X1x14+3X> = 0, 2x14+2x0—104+2 1 x0+ A2 = 0.
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KKT: Példa Il (folytatas)

o Amit még tudnia kell szdmnégyesiinknek, az a komplementdris
hézagossag tulajdonsaga.

e Ez négyféle mddon teljesiilhet:
I: x2+4+x3=56é X\ >0, 3x+x =66\ >0.

II: X2 +x3<56é A\ =0, 3x1+x <6é X\=0.
I x24+x3<5éA =0, 3x;+x =66\ >0.

IV: x24+x3=5é5X >0, 3x;+x <6é \y=0.
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KKT: Példa Il (folytatas)

e Elemi médszerekkel megallapithatd, hogy I, Il és Il nem vezet
megfelelé szamnégyeshez.

e A IV lehet6ség viszont, elvezet a
X1 = ].,X2 :2,)\1 = 1,)\2 =0

megoldashoz.

e Ebbdl adddik,hogy (1,2) egy primdl optimalis megoldas, (1,0)
egy dudl optimalis megoldas. Tovabba erds dualitds all fenn.
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Koszonom a figyelmet! |




