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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Bindris optimum keresés egyvaltozds fliggvény esetében

A kiindulasi probléma

Legyen f az R egy konvex részhalmazan értelmezett konvex
fuggvény. Szeretnénk meghatarozni a minimumat.
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Legyen f az R egy konvex részhalmazan értelmezett konvex
fuggvény. Szeretnénk meghatarozni a minimumat.

e Tegyiik fel, hogy kiindulasként ismert egy Eg zart intervallum
(kompakt konvex halmaz R-ben), amely tartalmaz egy x* optimilis
helyet.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Bindris optimum keresés egyvaltozds fliggvény esetében

A kiindulasi probléma

Legyen f az R egy konvex részhalmazan értelmezett konvex
figgvény. Szeretnénk meghatdrozni a minimumat.

e Tegyiik fel, hogy kiindulasként ismert egy Eg zart intervallum
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Bindris optimum keresés egyvaltozds fliggvény esetében

A kiindulasi probléma

Legyen f az R egy konvex részhalmazan értelmezett konvex
figgvény. Szeretnénk meghatdrozni a minimumat.

e Tegyiik fel, hogy kiindulasként ismert egy Eg zart intervallum
(kompakt konvex halmaz R-ben), amely tartalmaz egy x* optimilis
helyet.

e Tegyiik fel, ha ismeriink egy xp € dom f helyet, akkor
dom fN{x € R:x<xp}ésdom fN{x€R:x>x} halmazok
egyikét ki tudjuk zarni x* keresésénél.

o A legegyszeriibb mddszer egy optimum hely meghatarozasara,
illetve kell6 kozelitésére a bindris keresés.
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Binaris keresés

Binaris keres
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Binaris keresés

Bindaris keresés
/] Eo egy kozel optimumhelyét keressiik
(F) // Felezés
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Binaris keresés

Binaris keresés
/] Eo egy kozel optimumhelyét keressiik

(F) // Felezés
Megvizsgéljuk az Eg intervallum og kozéppontjat.
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Binaris keresés

Binaris keresés
/] Eo egy kozel optimumhelyét keressiik

(F) // Felezés
Megvizsgéljuk az Eg intervallum og kozéppontjat.
e Ha ez a kozéppont nem esik dom f-ba, akkor attériink arra a
félintervallumra, amelyik tartalmazza dom f-et. Ez lesz E’.

e Ha ez a kozéppont dom f-be esik, akkor megvizsgaljuk f viselkedését
a kozéppontban: melyik félintervallumban kell tovabb keresni. Ez lesz
E'.

(L) // Leallasi feltétel
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Binaris keresés

/] Eo egy kozel optimumhelyét keressiik

(F) // Felezés
Megvizsgéljuk az Eg intervallum og kozéppontjat.
e Ha ez a kozéppont nem esik dom f-ba, akkor attériink arra a
félintervallumra, amelyik tartalmazza dom f-et. Ez lesz E’.

e Ha ez a kozéppont dom f-be esik, akkor megvizsgaljuk f viselkedését
a kozéppontban: melyik félintervallumban kell tovabb keresni. Ez lesz
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Mindkét esetben biztosak lehetiink, hogy E’ tartalmazza keresett x*-t.
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Binaris keresés

Binaris keresés

/] Eo egy kozel optimumhelyét keressiik

(F) // Felezés
Megvizsgaljuk az Ep intervallum og kozéppontjat.
e Ha ez a kozéppont nem esik dom f-ba, akkor attériink arra a
félintervallumra, amelyik tartalmazza dom f-et. Ez lesz E’.
e Ha ez a kozéppont dom f-be esik, akkor megvizsgaljuk f viselkedését
a kozéppontban: melyik félintervallumban kell tovabb keresni. Ez lesz
E'.

(L) // Leallasi feltétel
Mindkét esetben biztosak lehetiink, hogy E’ tartalmazza keresett x*-t.
e Ha E’ rovid, akkor kozéppontja kell6 pontossagii kozelitése x*-nak
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Binaris keresés

Binaris keresés

/] Eo egy kozel optimumhelyét keressiik

(F) // Felezés
Megvizsgaljuk az Ep intervallum og kozéppontjat.
e Ha ez a kozéppont nem esik dom f-ba, akkor attériink arra a
félintervallumra, amelyik tartalmazza dom f-et. Ez lesz E’.

e Ha ez a kozéppont dom f-be esik, akkor megvizsgaljuk f viselkedését
a kozéppontban: melyik félintervallumban kell tovabb keresni. Ez lesz
E'.

(L) // Leallasi feltétel
Mindkét esetben biztosak lehetiink, hogy E’ tartalmazza keresett x*-t.
e Ha E’ rovid, akkor kozéppontja kell6 pontossagii kozelitése x*-nak
e Ha E’ hosszl, akkor az Uj intervallummal (Ey < E) vissza (F)-hez.
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o Mik toltsék be az intervallumok szerepét?

O < Fr <= DA



Bi

o Mik toltsék be az intervallumok szerepét?
e Téglak, szabdlyos téglak?
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Bindris keresés magasabb dimenziéban?

e Mik toltsék be az intervallumok szerepét?
o Téglak, szabalyos téglak?

e Gombok?
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e Mik toltsék be az intervallumok szerepét?
o Téglak, szabalyos téglak?
e Gombok?

o Felezni kell! Felezés utan

o elcstinyulas?
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Bindris keresés magasabb dimenziéban?

e Mik toltsék be az intervallumok szerepét?
o Téglak, szabalyos téglak?
o GOmbok?

o Felezni kell! Felezés utdn
o elcstnyulas?

o szépités, aminek dra nagyobbodas?

e Az intervallumok szerepét az ellipszoidok toltik be. Jelentds
otlet, attorés. — Ellipszoid mddszer.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoid mdédszer torténete

e Az ellipszoid mddszert konvex nem differencidlhaté fiiggvények
optimalizaldsara Shor, Yudin, Nemirovskiy fejlesztette ki az
1970-es években.
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optimalizaldsara Shor, Yudin, Nemirovskiy fejlesztette ki az
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Ellipszoid mdédszer torténete

e Az ellipszoid mddszert konvex nem differencidlhaté fiiggvények
optimalizaldsara Shor, Yudin, Nemirovskiy fejlesztette ki az
1970-es években.

e Kahchian 1979-ben alkalmazta az LP feladatra.
e A gyakorlati teljesitménye rosszabb volt a szimplex mddszerénél.

e Azonban elméletileg rendkiviil jelentds volt.
(i) Egyrészt az LP feladat problémdjat P-be helyezte.

(i) Masrészt az algoritmus alkalmazhatdsaga jéval szélesebbé
vélt: nem tette fel a linedris egyenletrendszer explicit felirasat.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszis a sikon, kor/gomb n-dimenziéban

Definicié (kozépiskola)

Origd kozéppontu, kétdimenzids ellipszoid, szabalyos allasu ellipszis
2 2
az, melynek egyenlete % + %5 < 1.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszis a sikon, kor/gomb n-dimenziéban

Definicié (kozépiskola)
Origd kozéppontu, kétdimenzids ellipszoid, szabalyos allasu ellipszis

2
az, melynek egyenlete :—; + 45 <1

Tétel (kozépiskola/egyetem?)

Az ellipszis a kor affin képe.
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Ellipszis a sikon, kor/gomb n-dimenziéban

Definicié (kozépiskola)

Origd kozéppontd, kétdimenzios ellipszoid, szabalyos allasu ellipszis
az, melynek egyenlete % >+ y <1

Tétel (kozépiskola/egyetem?)

Az ellipszis a kor affin képe.

Definicié (egyetem)

Egység sugarl, origd kozéppontl, n-dimenzidés gomb:

B(1,0) = {x e R": xT - x < 1}.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszis a sikon, kor/gomb n-dimenziéban

Definicié (kozépiskola)

Origd kozéppontd, kétdimenzios ellipszoid, szabalyos allasu ellipszis
az, melynek egyenlete % >+ y <1.

Tétel (kozépiskola/egyetem?)

Az ellipszis a kor affin képe.

Definicié (egyetem)

Egység sugarl, origd kozéppontl, n-dimenzidés gomb:
B(1,0) = {x e R": xT - x < 1}.

Egység sugari, o kozépponti, n-dimenziés gomb:

B(1,0)={xeR":(x—0)T - (x—0) <1}.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoid: az ellipszis n-dimenziéban

Definicié (egyetem)
@ : R" — R" transzformacié affin transzformacié, ha p : x — A-x+ b
képlettel irhatd le, ahol A € R"*" nem elfajulé matrix.
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Ellipszoid: az ellipszis n-dimenziéban

Definicié (egyetem)
@ : R" — R" transzformacié affin transzformacié, ha p : x — A-x+ b
képlettel irhatd le, ahol A € R"*" nem elfajulé matrix.

e Az origét fixen hagyd affin transzformacié x — A - x képlettel irhaté le.
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Ellipszoid: az ellipszis n-dimenziéban

Definicié (egyetem)

@ : R" — R" transzformacié affin transzformacié, ha p : x — A-x+ b
képlettel irhatd le, ahol A € R"*" nem elfajulé matrix.

e Az origét fixen hagyd affin transzformacié x — A - x képlettel irhaté le.
o Az egységgomb affin képe:

A-B(1,00={A-x: x".x<1}
={A-x: (AX)T- (AT 1. A 1. Ax< 1}
={y: y -(A-AT) .y <1y
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Ellipszoid: az ellipszis n-dimenziéban

Definicié (egyetem)

@ : R" — R" transzformacié affin transzformacié, ha p : x — A-x+ b
képlettel irhatd le, ahol A € R"*" nem elfajulé matrix.

e Az origét fixen hagyd affin transzformacié x — A - x képlettel irhaté le.
o Az egységgomb affin képe:

A-B(1,00={A-x: x".x<1}
={A-x: (AX)T- (AT 1. A 1. Ax< 1}
={y: y -(A-AT) .y <1y

o Legyen P := A- AT. Ekkor P szimmetrikus és pozitiv definit.
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Ellipszoid: az ellipszis n-dimenziéban

Definicié (egyetem)

@ : R" — R" transzformacié affin transzformacié, ha p : x — A-x+ b
képlettel irhatd le, ahol A € R"*" nem elfajulé matrix.

e Az origét fixen hagyd affin transzformacié x — A - x képlettel irhaté le.
o Az egységgomb affin képe:

A-B(1,00={A-x: x".x<1}
={A-x: (AX)T- (AT 1. A 1. Ax< 1}
={y: y -(A-AT) .y <1y

o Legyen P := A- AT. Ekkor P szimmetrikus és pozitiv definit.

Ellipszoid (n-dimenziéban, teljes dimenzids)

E(P,o)={x: (x—0)T-P71.(x—0) <1}, ahol P€ S7,, 0 € R".
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy kis geometria

Mivel P szimmetrikus, igy felirhatd a kovetkezé alakban: P = QT -A-Q,
ahol A = diag(\1,...An). Aj > 0, mivel P pozitiv definit. Ezen \;-k a
féltengelyek hosszainak négyzetei (\; = a°,...,a2).
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy kis geometria

Mivel P szimmetrikus, igy felirhatd a kovetkezé alakban: P = QT -A-Q,

ahol A = diag(\1,...An). Aj > 0, mivel P pozitiv definit. Ezen \;-k a

féltengelyek hosszainak négyzetei (\; = a°,...,a2).

Az egységsugart, n-dimenzids g('jmb térfogata

Vol(B(1,0)) = Vol(B(1,0)) = r( +1

[(x) = [° et 1 dt, ha x > 0. Specidlisan I (1) = /7, [(1) =1,

M(k+1) = kl(k), igy k € N esetén I'(k + 1) = k!.

= B,, egy n-tol fliggd konstans, ahol
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy kis geometria

Mivel P szimmetrikus, igy felirhatd a kovetkezé alakban: P = QT -A-Q,

ahol A = diag(\1,...An). Aj > 0, mivel P pozitiv definit. Ezen \;-k a

féltengelyek hosszainak négyzetei (\; = a°,...,a2).

Az egységsugart, n-dimenzids g('jmb térfogata

Vol(B(1,0)) = Vol(B(1,0)) = r( +1

F(x) = J;"e " 7! dt, ha x > 0. Specidlisan I (3) = /7, [(1) =1

M(k+1) = kl(k), igy k € N esetén I'(k + 1) = k!.

= B,, egy n-tol fliggd konstans, ahol

Ha T mérhet6 test, A € R"™*", akkor Vol(A- T) = |detA|- VoI(T).
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy kis geometria

Mivel P szimmetrikus, igy felirhatd a kovetkezé alakban: P = QT -A-Q,

ahol A = diag(\1,...An). Aj > 0, mivel P pozitiv definit. Ezen \;-k a

féltengelyek hosszainak négyzetei (\; = a°,...,a2).

Az egységsugart, n-dimenzids g('jmb térfogata

Vol(B(1,0)) = Vol(B(1,0)) = r( +1

F(x) = J;"e " 7! dt, ha x > 0. Specidlisan I (3) = /7, [(1) =1

M(k+1) = kl(k), igy k € N esetén I'(k + 1) = k!.

= B,, egy n-tol fliggd konstans, ahol

Ha T mérhet6 test, A € R"™*", akkor Vol(A- T) = |detA|- VoI(T).

Kovetkezmény

Vol(E(P,0)) = Vdet P - 8, = \/det(A- AT) - B, = det(A) - By.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Minimalizaljuk

Feltéve, hogy
ahol C#Q

T xt

X € 5(P7 0)'

«0O)>» «Fr «=»r < ’ o




Ellipszoid médszer

Ellipszoidok és optimalizalas |

Belsdpontos mdédszerek

Minimalizaljuk el x-t
Feltéve, hogy x € &(P, o),
ahol ¢ # 0.
min{c” - x:(x—0)"T-P71. (x—0) <1}
:min{cT-P%-y:(P%~y—o)T~P*1~(P% y—o0)<1}
T

=min{cT - P3 .y (P% (y— Pt o)) Pl P (y— P i.0)<1}
=min{c” - Py (v — p-: o) pP:.pt.p:. (y — p-: 0) <1}
=min{c” - p: sy (y - p-: o) (y - p—: -0) <1},
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoidok és optimalizalas |

Minimalizaljuk el x-t
Feltéve, hogy x € &(P, o),
ahol ¢ # 0.
min{c” - x:(x—0)"T-P71. (x—0) <1}
=min{c” - Pz . (P% —o).p7t. (P% y—o0)<1}

=min{c” - Pz .

k<
UUAK

o)
y:
=min{c” Py
yily—
:min{c P2oy (v -

ahol az els6 egyenlGségnél az x = Pz - y helyettesitést alkalmaztuk,
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoidok és optimalizalas |

Minimalizaljuk el x-t
Feltéve, hogy x € &(P, o),
ahol ¢ # 0.
min{c” - x:(x—0)"T-P71. (x—0) <1}
=min{c” Pi.y: (P%-y—o)T-P*L(P% y—o0)<1}

1 1 T 1 1
=min{cT - P3 .y (P? (y— Pt o)) Pl P (y— P i.0)<1}
=min{cT -P3>.y:(y—P 2.0)T-P:.PL.Ps.(y—P3.0)<1}
=min{c” - Pi.y: (y—P" 3. o) - (y—-P~ : -0) <1},

ahol az els6 egyenlGségnél az x = Pz - y helyettesitést alkalmaztuk,

=
p: =QT. diag(v/A1, .- vV/An) - Q, és ( %) = P2, melyet a harmadik

egyenloségnél hasznaltunk ki.
Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoidok és optimalizalds | (folytatas)

A helyettesitéssel egy egységsugari gombre vonatkozé
minimumfeladatot kaptunk, melynek megolddsat konnyen
meghatdrozhatjuk:
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Ellipszoid médszer

Ellipszoidok és optimalizalds | (folytatas)

Belsdpontos mdédszerek

A helyettesitéssel egy egységsugari gombre vonatkozé
minimumfeladatot kaptunk, melynek megolddsat konnyen
meghatdrozhatjuk: a gomb kozéppontjatdl a célfiiggvény
vektoraval ellentétes irdnyba mozduljunk el egy egységnyivel, vagyis
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Ellipszoid médszer

Ellipszoidok és optimalizalds | (folytatas)

Belsdpontos mdédszerek

A helyettesitéssel egy egységsugari gombre vonatkozé
minimumfeladatot kaptunk, melynek megolddsat konnyen
meghatdrozhatjuk: a gomb kozéppontjatdl a célfiiggvény
vektoraval ellentétes irdnyba mozduljunk el egy egységnyivel, vagyis

P3 . c
P2 -c|

NI

y*=P 2.0
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoidok és optimalizalds | (folytatas)

A helyettesitéssel egy egységsugari gombre vonatkozé
minimumfeladatot kaptunk, melynek megolddsat konnyen
meghatdrozhatjuk: a gomb kozéppontjatdl a célfiiggvény
vektoraval ellentétes irdnyba mozduljunk el egy egységnyivel, vagyis

P3 . c
P2 -c|

NI

y*=P 2.0

Visszatranszformalva ezt az ellipszoidra, x-re kapjuk, hogy

. P-c

X' =0—-—-:
Piec

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoidok és optimalizalas Il

Optimalizalasi alapkérdés

Adott egy E(P, o) ellipszoid és az ellipszoid o kozéppontjat a
hatdran tartalmazé F = {x: g"-x < o' -x} zart féltér.
Foglaljuk az & N F félellipszoidot minimalis térfogatd ellipszoidba!
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoidok és optimalizalas Il

Optimalizalasi alapkérdés

Adott egy E(P, o) ellipszoid és az ellipszoid o kozéppontjat a
hatdran tartalmazé F = {x: g"-x < o' -x} zart féltér.
Foglaljuk az & N F félellipszoidot minimalis térfogatd ellipszoidba!

Tétel (Lowner—John)

Ha K kompakt, konvex, akkor |étezik olyan minimalis térfogati &
ellipszoid, hogy K C €.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoidok és optimalizalas Il

Optimalizalasi alapkérdés

Adott egy E(P, o) ellipszoid és az ellipszoid o kozéppontjat a
hatdran tartalmazé F = {x: g"-x < o' -x} zart féltér.
Foglaljuk az & N F félellipszoidot minimalis térfogatd ellipszoidba!

Tétel (Lowner—John)

Ha K kompakt, konvex, akkor |étezik olyan minimalis térfogati &
ellipszoid, hogy K C €.

Azaz a fenti feladat a félellipszoid Lowner—John-ellipszoidjanak
meghatarozasat kéri.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoidok és optimalizalas Il

Optimalizalasi alapkérdés

Adott egy E(P, o) ellipszoid és az ellipszoid o kozéppontjat a
hatdran tartalmazé F = {x: g"-x < o' -x} zart féltér.
Foglaljuk az & N F félellipszoidot minimalis térfogatd ellipszoidba!

Tétel (Lowner—John)

Ha K kompakt, konvex, akkor |étezik olyan minimalis térfogati &
ellipszoid, hogy K C €.

Azaz a fenti feladat a félellipszoid Lowner—John-ellipszoidjanak
meghatarozasat kéri.

Altalanos alakzatra ez nehéz, néha kezelhetetlen feladat.
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Ellipszoidok és optimalizalas Il

Optimalizalasi alapkérdés

Adott egy E(P, o) ellipszoid és az ellipszoid o kozéppontjat a
hatdran tartalmazé F = {x: g"-x < o' -x} zart féltér.
Foglaljuk az & N F félellipszoidot minimalis térfogatd ellipszoidba!

Tétel (Lowner—John)

Ha K kompakt, konvex, akkor |étezik olyan minimalis térfogati &
ellipszoid, hogy K C €.

Azaz a fenti feladat a félellipszoid Lowner—John-ellipszoidjanak
meghatarozasat kéri.

Altalanos alakzatra ez nehéz, néha kezelhetetlen feladat.

Félellipszoid esetén, azonban szép analitikus formula adhaté a
megoldasra.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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e Legyen £ = B(1,0) egységgomb, F = {x; > 0}.
<O 4 Fr «=Er (=) = HA
~ Hajnal Péter  Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



esetet vizsgaljuk.

e Legyen £ = B(1,0) egységgdomb, F = {x; > 0}. El6szor ezt az

it
N

«40>» «Fr» «=)» < Q>



_
esetet vizsgaljuk.

e Legyen £ = B(1,0) egységgdomb, F = {x; > 0}. El6szor ezt az

o Metszetiikre mint felsé félgombre hivatkozunk.

m]

=

DA



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy egyszerii eset

e Legyen £ = B(1,0) egységgomb, F = {x; > 0}. Elészor ezt az
esetet vizsgaljuk.

e Metszetiikre mint felsé félgombre hivatkozunk. Ide esik az
e1 = (1,0,0,...) pont, amire mint a gdmb ,, északi pdlusa”
hivatkozunk.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy egyszerii eset

e Legyen £ = B(1,0) egységgomb, F = {x; > 0}. Elészor ezt az
esetet vizsgaljuk.

e Metszetiikre mint felsé félgombre hivatkozunk. Ide esik az
e1 = (1,0,0,...) pont, amire mint a gdmb ,, északi pdlusa”
hivatkozunk.

e Az e iranyl origén atmens egyenes korlli fogatasok a felsé
félgomb szimmetriai.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy egyszerii eset

e Legyen £ = B(1,0) egységgomb, F = {x; > 0}. Elészor ezt az
esetet vizsgaljuk.
e Metszetiikre mint felsé félgombre hivatkozunk. Ide esik az

e1 = (1,0,0,...) pont, amire mint a gdmb ,, északi pdlusa”
hivatkozunk.

e Az e iranyl origén atmens egyenes korlli fogatasok a felsé
félgomb szimmetriai.

e Azon ellipszoidok koziil keressiik meg a legkisebb térfogatiit,
amelyek tartalmazzak a felsé félgombot és a fenti
forgasszimmetridjuk megvan.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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A

e Az ilyen, félgomb koré irt ellipszoidoknal az e; irdnyd ,, fliggdleges”
fél-tengelyhossz a legyen.

m]

=

DA



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerl eset ,, versenyzoi”

e Az ilyen, félgomb koré irt ellipszoidokndl az e; irdnyu ,, fliggbleges”
fél-tengelyhossz a legyen. Az Gsszes tobbi tengely azonos hosszisagi (b).
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerl eset ,, versenyzoi”

e Az ilyen, félgomb koré irt ellipszoidokndl az e; irdnyu ,, fliggbleges”
fél-tengelyhossz a legyen. Az Gsszes tobbi tengely azonos hosszisagi (b).

e Kozéppontja az x; koordinatatengely egy pontja, vagyis (m,0,0,...).
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerl eset ,, versenyzoi”

e Az ilyen, félgomb koré irt ellipszoidokndl az e; irdnyu ,, fliggbleges”
fél-tengelyhossz a legyen. Az Gsszes tobbi tengely azonos hosszisagi (b).

e Kozéppontja az x; koordinatatengely egy pontja, vagyis (m,0,0,...).
e Ezek alapjan az ellipszoid egyenlete:

(x1 — m)?
32
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerl eset ,, versenyzoi”

e Az ilyen, félgomb koré irt ellipszoidokndl az e; irdnyu ,, fliggbleges”
fél-tengelyhossz a legyen. Az Gsszes tobbi tengely azonos hosszisagi (b).

e Kozéppontja az x; koordinatatengely egy pontja, vagyis (m,0,0,...).
e Ezek alapjan az ellipszoid egyenlete:

(Xl _2m)2 + 21222 Xi2 < 1
a

o A forgdsszimmetria miatt az ellipszoid feliiletén lesz a gomb ,, északi
pdlusa” (1,0,0,...) pontja, illetve az x; = 0 sikba esd f&kor.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerl eset ,, versenyzoi”

e Az ilyen, félgomb koré irt ellipszoidokndl az e; irdnyu ,, fliggbleges”
fél-tengelyhossz a legyen. Az Gsszes tobbi tengely azonos hosszisagi (b).

e Kozéppontja az x; koordinatatengely egy pontja, vagyis (m,0,0,...).
e Ezek alapjan az ellipszoid egyenlete:

(x1 — m)2 i dieo Xi2
2
a

o A forgdsszimmetria miatt az ellipszoid feliiletén lesz a gomb ,, északi
pdlusa” (1,0,0,...) pontja, illetve az x; = 0 sikba esd f&kor.
e Ebbdl [athatd, hogy
(1 — m)? m? 1
=1, 0

a

1-m

amibdl kovetkezik, hogy a=1—més b= i

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer

Az egyszerli eset optimuma: a szdmolas

Belsdpontos mdédszerek

e Ennek az ellipszoidnak a térfogatat szeretnénk m fliggvényében
minimalizalni.
1
Vol(£) = VdetP-B,=a-b" - B,=(1-m)" ————— - B,
(1-2m) =

Bn konstans, igy a maradék kifejezést kell minimalizalni.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerli eset optimuma: a szdmolas

e Ennek az ellipszoidnak a térfogatat szeretnénk m fliggvényében
minimalizalni.
1

Vol(§) = VdetP-B,=a-b" 1 - Br=(1-m)" ————— . 3,
(1-2m) =

Bn konstans, igy a maradék kifejezést kell minimalizalni.
e Derivalas elvégzése, majd atalakitdsok utan kapjuk, hogy a

derivalt

n—1

(1 —2m) ()11 — m)n?
(1 —2m)n-1

((n+1)m—1).
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerli eset optimuma: a szdmolas

e Ennek az ellipszoidnak a térfogatat szeretnénk m fliggvényében
minimalizalni.

1
1'ﬁn

Vol(§) = VdetP-B,=a-b" 1. B, =(1-m)" ————
(1-2m) =

Bn konstans, igy a maradék kifejezést kell minimalizalni.

e Derivalas elvégzése, majd atalakitdsok utan kapjuk, hogy a
derivalt

n—1

(1 —2m) ()11 — m)n?
(1 —2m)n-1

((n+1)m—1).

e Ezt 0-val egyenl6vé téve (szélséérték létezésének sziikséges
feltétele) az m = ﬁ egyenléséget (ahol a sziikséges feltétel
elegenddsége is konnyen atlathatd).
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerli eset optimuma: a tétel
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerli eset optimuma: a tétel

Tétel
o A fels6 félgombot magaban foglald, forgasszimmetrikus ellipszoidok kozott
a legkisebb térfogatl paraméterei

2

wp 0 0
) 0 nz”.,l 0 2 / .
ES 5 S = el e
'2 n?2—1 n+1 151
0 0 o0
2
0 0 0o

paraméterekkel leirt ellipszoid.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerli eset optimuma: az el6relépés

A félgomb koré irt ellipszis térfogata a gomb térfogatahoz képest:

vol <5 <P, nil» < \/<1+ nil)"—l <1 B nil)”+1vo|(6(1,0)).
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerli eset optimuma: az el6relépés

A félgomb koré irt ellipszis térfogata a gomb térfogatahoz képest:

vol <5 <P, nil» < \/<1+ nil)"—l <1 B nil)”+1vo|(6(1,0)).

Ez egy , Osszeesés” .
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerli eset optimuma: az el6relépés

A félgomb koré irt ellipszis térfogata a gomb térfogatahoz képest:

vol <5 <P, n}d» < \/<1 L+ nil)"—l <1 B ni 1)”+1\/o|(3(1,0)).

Ez egy , Osszeesés”. Ezt bizonyitds nélkiil kozoljiik.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az egyszerli eset optimuma: az el6relépés

A félgomb koré irt ellipszis térfogata a gomb térfogatahoz képest:

vol <5 <P, nj—l)) < \/<1 L+ nil)"—l <1 B ni 1)”+1\/o|(13(1,0)).

Ez egy , Osszeesés”. Ezt bizonyitds nélkiil kozoljiik.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy kis geometria

Matematikai intuicié azt sugalja, hogy a fenti megtalalt ellipszoid
az osszes ellipszoid kozott a legkisebb térfogatd. Ez valdban igy
van, de ezt nem igazoljuk.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy kis geometria

Matematikai intuicié azt sugalja, hogy a fenti megtalalt ellipszoid
az osszes ellipszoid kozott a legkisebb térfogatd. Ez valdban igy
van, de ezt nem igazoljuk.

A fent leirt ellipszoid a fels6 félgomb Lowner—John-ellipszoidja.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy kis geometria

Matematikai intuicié azt sugalja, hogy a fenti megtalalt ellipszoid
az osszes ellipszoid kozott a legkisebb térfogatd. Ez valdban igy
van, de ezt nem igazoljuk.

A fent leirt ellipszoid a fels6 félgomb Lowner—John-ellipszoidja.

Vegyiik észre, hogy a fels6félgomb esetén ha a megtaldlt koréirt
ellipszoidot kozéppontjabdl n + 1-ed részére lekicisnyitjiik, akkor
egy beirt ellipszoidot kapunk. Ez nem véletlen.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Egy kis geometria

Matematikai intuicié azt sugalja, hogy a fenti megtalalt ellipszoid
az osszes ellipszoid kozott a legkisebb térfogatd. Ez valdban igy
van, de ezt nem igazoljuk.

A fent leirt ellipszoid a fels6 félgomb Lowner—John-ellipszoidja.

Vegylik észre, hogy a fels6félgomb esetén ha a megtaldlt koréirt
ellipszoidot kozéppontjabdl n + 1-ed részére lekicisnyitjiik, akkor
egy beirt ellipszoidot kapunk. Ez nem véletlen.

Lowner—John-tétel

Adott K kompakt, konvex test. A koréirhaté minimalis térfogatd £
ellipszoid (a test Lowner—John-ellipszoidja) olyan, hogy

L -ECKCE.
n+1
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az altalanos eset

|

Update formulak

Vizsgaljuk az E(P 0) :={x:(x—0)TP7(x — o)} ellipszoid
F(g,0):={x:g"x< gTo} féltérrel vett metszetét:

E(P,0)/g :={x:(x—0)"TP Y (x—0)ln{x:g"x< g0}

Vezessiik be a kdvetkezé jeldlést: g = ———g. Legyen
\&"Pg

ot—o——t pg,  pr=_"_(p__2 pgT
Tl ® T o1 nt1

Ekkor
E(P,0)/g C E(Pt,0™),
n—1 n+1
Vol(E(P, ot)) = < ! 1) (1-nil> P, )

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a séma

e Affin transzformacidk sorozatdval az £(P,0), F(g,0) part
B(1,0) = &£(1,0), F(e1,0) = {x : xy > 0} pérba vissziik at.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a séma

e Affin transzformacidk sorozatdval az £(P,0), F(g,0) part
B(1,0) = &£(1,0), F(e1,0) = {x: x3 > 0} pérba vissziik at.

o Metszetiik koré a kordbban megkonstrudlt ellipszoidot irjuk.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a séma

e Affin transzformacidk sorozatdval az £(P,0), F(g,0) part
B(1,0) = £(1,0), F(e1,0) = {x : x; > 0} pérba vissziik at.

o Metszetiik koré a kordbban megkonstrudlt ellipszoidot irjuk.

e Az affin transzformacidk inverzeit alkalmazva visszatériink az
eredeti félellipszoidhoz.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a séma

e Affin transzformacidk sorozatdval az £(P,0), F(g,0) part
B(1,0) = &£(1,0), F(e1,0) = {x: x3 > 0} pérba vissziik at.

o Metszetiik koré a kordbban megkonstrualt ellipszoidot irjuk.

e Az affin transzformacidk inverzeit alkalmazva visszatériink az
eredeti félellipszoidhoz.

e Kapjuk a tétel allitdsdban szepel6 koréirt ellipszoidot.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a séma

e Affin transzformacidk sorozatdval az £(P,0), F(g,0) part
B(1,0) = &£(1,0), F(e1,0) = {x: x3 > 0} pérba vissziik at.

o Metszetiik koré a kordbban megkonstrualt ellipszoidot irjuk.

e Az affin transzformacidk inverzeit alkalmazva visszatériink az
eredeti félellipszoidhoz.

e Kapjuk a tétel allitdsdban szepel6 koréirt ellipszoidot.

e A hosszadalmas szdmolas lényege, hogy az ellipszoid algoritmus
programjahoz kellenek a szamolas végén kapott képletek.
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Az els6 transzformacié legyen egy eltolds.

Al x=x'+4o

/

x' =x—o.

«O> «Fr « = 4 > Q>



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: az eltolds

Az els6 transzformacié legyen egy eltolas.
Ai: x=x+0 | X =x-o

Az x’ koordindtarendszerben ellipszoidunk kozéppontja mar az
origd, félteriink hatara athalad az origén

E={x": X'TPflx’}, F{xX :g"x' <0}
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a kikerekités

A masodik transzformacié gombbé kerekiti az ellipszoidot (a
kozéppont az origéban marad).

A X = P1/2X// / X! = P_I/ZX/.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a kikerekités

A masodik transzformacié gombbé kerekiti az ellipszoidot (a
kozéppont az origéban marad).

A X = P1/2X// / X" = P_I/ZX/.

Az x" koordindtarendszerben ellipszoidunk mar origé kozéppontd,
félteriink hatdra 4thalad az origén

&= {X// : X//TX// <1},

F = {X// : (P1/2g)TX// < 0} _ {X// : (P1/2g)TX// < 0}.

1
VeTPg
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a kikerekités

A masodik transzformacié gombbé kerekiti az ellipszoidot (a
kozéppont az origéban marad).

A X = P1/2X// / X" = P_I/ZX/.

Az x" koordindtarendszerben ellipszoidunk mar origé kozéppontd,
félteriink hatdra 4thalad az origén

&= {X// : X//TX// <1},

F = {X// : (P1/2g)TX// < O} _ {X// : (P1/2g)TX// < 0}.

1
Ve Pg
Az utolsé atalakitds csupan a féltér normalvektorat irta at
egységvektorrd, a féltér mint koordindta-halmaz megmaradt. Ami
hitramaradt az a féltér normalvektoranak —ej-be forgatdsa (ezért
kellett az egységvektorra attérniink).
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a forgatas

A harmadik transzformacié egy origé kozéppontu forgatds (igy
gdmbiink invarians lesz), amely a —~—(P'/2g)7 vektort —e;-be

\VeTPg

viszi.
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Ellipszoid médszer

Update szabaly bizonyitasa: a forgatas

Belsdpontos mdédszerek

A harmadik transzformacié egy origé kozéppontu forgatds (igy
gdmbiink invarians lesz), amely a —~—(P'/2g)7 vektort —e;-be

\VeTPg

viszi.
Erre tobb lehetéség van, Mindegy melyiket vélasztjuk, matrixa
legyen a @ ortogondlis matrix.

A3 : X// — QX/// / X/// — Q—lxll — QTX”.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a forgatas

A harmadik transzformacié egy origé kozéppontu forgatds (igy
ombiink invaridns lesz), amely a —L— P1/25\T yektort —e;-be

g ) y @( g) 1

viszi.

Erre tobb lehetéség van, Mindegy melyiket vélasztjuk, matrixa

legyen a @ ortogondlis matrix.

A3 : X// — QX/// / Q 1 " QTX”.
Az x"" koordindtarendszerben elértiik célunkat:

&= {X/// : X///TX/// < 1}7 - {X/// — T " < 0} {X/// . X/// > 0}
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: a forgatas

A harmadik transzformacié egy origé kozéppontu forgatds (igy
ombiink invarians lesz), amely a —~— (PY/2g)7T vektort —e;-be
g ) y m( g) 1

viszi.
Erre tobb lehetéség van, Mindegy melyiket vélasztjuk, matrixa
legyen a @ ortogondlis matrix.

A3 : X// — QX/// / Q 1 " QTX”.
Az x"" koordindtarendszerben elértiik célunkat:

&= {X/// : X///TX/// < 1}7 - {X/// — T " < 0} {X/// . X/// > 0}'

Célunk eléréséhez

1 1
7(P1/2g)TQ = —elT, azaz Qe; = —7P1/2 Pl/2~
vVeTPg Vg Pg
kellett.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: az egyszeri eset alkalmazasa

Az egyszerii eset alapjan az Uj koordinatarendszerben fel tudjuk irni
a félgombot tartalmazé optimaélis ellipszoidot leird formulat:
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: az egyszeri eset alkalmazasa

Az egyszerii eset alapjan az Uj koordinatarendszerben fel tudjuk irni
a félgombot tartalmazé optimaélis ellipszoidot leird formulat:

IC:{X///_(X///_ 1 e)T n2 (/_ 2 eeT) _1‘
' nt1t n?—1 nt1 !
1
. ///_ <1
("~ —ge) <1
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: az egyszeri eset alkalmazasa

Az egyszerii eset alapjan az Uj koordinatarendszerben fel tudjuk irni
a félgombot tartalmazé optimaélis ellipszoidot leird formulat:

IC:{X///_(X///_ 1 e)T n2 (/_ 2 eeT) _1‘
' nt1t n?—1 nt1 !
1
v/ <1
("~ ——ga) <1

Ezt kell rendre vissza irni a bevezetett koordinatarendszereken
keresztul az eredetibe.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: az egyszeri eset alkalmazasa

Az egyszerii eset alapjan az Uj koordinatarendszerben fel tudjuk irni
a félgombot tartalmazé optimaélis ellipszoidot leird formulat:

IC:{X///_(X///_ 1 e)T n2 (/_ 2 eeT) _1‘
' Vo1V a1t

n+1
1
‘(X,”— e]_) S 1}
n

Ezt kell rendre vissza irni a bevezetett koordinatarendszereken
keresztul az eredetibe.

Az elsd 1épés az x” koodindtarendszerbe vald atirds:

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: visszaforgatas

1 n? -t
K= (@7 = ) (70 - e

1
(QTX" - Py 1e1) <1}

-1
— {X/l . (QT(X// _ LQG ))T <n2n2 ([ _ : 2 elelT)> .

n+1 -1 +1
T 1
QX" =7 Qa) <1}
1 " 1 n2 2 !
= n—i-lQel)TQ<n2—1(l n+1elelT)> QT
1 1
( —ﬁQ 1)<1}
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: visszaforgatas ||

1
(X” — er]_) S 1}
2 2 -1
:{X” ( ”—71081)7— <Q<n2n_1( +1elel>Q )
1
(x" = ﬁQel) <1}
2

1 1
(X" = erl) <1}
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: visszaforgatas |lI

1 N n? 2 N N -
K= (" 4 PY)T (n2 — <I - 1(—P1/2g)(—P1/2g)T)) :

. (X//+ P1/2 )< 1}

n+1

1 n?
— "M 1/2\T 1/2~~T 1/2
6 (o PYg) (n2_1</ 2 PrggTe ))

(x" +— P1/2§) <1}.

-1
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: visszalapitas

Az x’ koodindtarendszerbe valé atiras:
’C:{XI:( —-1/2 /+ Pl/2 )
_|_

n? 2 -
| — P1/2~~TP1/2 . P—1/2 / P1/2 < 1
(n2 1 ( nt1 58 (P T aPre <1

1 n? 2 -
i (P12 ~W\T _ 1/25=T pl/2
K={x":(P (X+n+1Pg)) (n2_1<l n+1P gg'P )>

1 ~
CPTV2(x 4 e R
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasa: visszalapitas |l

2 -1
KI{X’Z(X’+%P§)T.P*1/2 ( 2'7 . (/_ ilpl/2§§TP1/2>> P71/2
n nc — n

1 -
'(X/“‘mpg)ﬁl}

I I 7 n 1/2 2 12T p12) piy2 -
/C:{x:(x+mpg) 7,72_1,’3 I_in—i—lp gg P P

1 -
'(X/'i‘mpg)ﬁl}

K={x:(+——Pg)T " (p_ 2 p=Tp -
- nr1 & o1 nr1 88

W+ PO
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasdnak vége: visszatolas

Végiil az eredeti x koodinatarendszerben:

1 n? 2 -t
N ST 2 T .
K={x:(x o+n+1Pg) <n2_1<P n+1ng P>>

1 ~
(x—o0o4+——Pg)<1
(x—o+— =P <1)
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasdnak vége: visszatolas

Végiil az eredeti x koodinatarendszerben:

K= {x: (xmor——pPg)T (=" (P— 2 _pgzTp B
T e xmo n—|—1g n?—1 n+1 £g
1 ~

(x—o+4——PF)<1

(x ot g) <1}

Azaz a kapott koriilirt ellipszoid kozéppontja
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasdnak vége: visszatolas

Végiil az eredeti x koodinatarendszerben:

K= {x: (xmor——pPg)T (=" (P— 2 _pgzTp B
T o n—|—1g n?—1 n+1 £8
1
(x — ——Pg)<1
(x—o+—1PE) <1}
Azaz a kapott koriilirt ellipszoid kozéppontja

1 -
t=o- P,

© n+1

matrixa
n2

2
P+:n2—1<P_n+1ngTP>’
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Update szabaly bizonyitasdnak vége: visszatolas

Végiil az eredeti x koodinatarendszerben:

K= {x: (xmor——pPg)T (=" (P— 2 _pgzTp B
T o n—|—1g n?—1 n+1 £8
1
(x — ——Pg)<1
(x—o+—1PE) <1}
Azaz a kapott koriilirt ellipszoid kozéppontja

1 -
t=o- P,

© n+1

matrixa
n2

2
P+:n2—1(P_n+1ngTP>’

ahogy bizonyitani kellett.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Szlnet
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input

Szeparacids ordkulum

Legyen L egy zart konvex halmaz R?-ben.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input

Szeparacids ordkulum

Legyen L egy zart konvex halmaz R%ben. Azt mondjuk, hogy £
rendelkezik egy hatékony szeparaciés algoritmussal /ordkulummal,
ha van olyan polinomiilis algoritmus ami egy x € Q%-beli pontrdl
megmondja, hogy x € L vagy ad egy hipersikot, amely egyik nyilt
félterébe esik x, masik zart félterébe esik L.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input

Szeparacids ordkulum

Legyen L egy zart konvex halmaz R%ben. Azt mondjuk, hogy £
rendelkezik egy hatékony szeparaciés algoritmussal /ordkulummal,
ha van olyan polinomiilis algoritmus ami egy x € Q%-beli pontrdl
megmondja, hogy x € L vagy ad egy hipersikot, amely egyik nyilt
félterébe esik x, masik zart félterébe esik L.

e A definiciéban szerepld polinomidlitds kérdéses.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input

Szeparacids ordkulum

Legyen L egy zart konvex halmaz R%ben. Azt mondjuk, hogy £
rendelkezik egy hatékony szeparaciés algoritmussal /ordkulummal,
ha van olyan polinomiilis algoritmus ami egy x € Q%-beli pontrdl
megmondja, hogy x € L vagy ad egy hipersikot, amely egyik nyilt
félterébe esik x, masik zart félterébe esik L.

e A definiciéban szerepld polinomidlitds kérdéses.

e Az algoritmushoz egy £ halmaz és egy x pont sziikséges. L
kédoldsanak hosszat tisztazni kell.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input, példak

L: egy explicit médon felirt LP feladat lehetséges megoldasainak
halmaza.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input, példak

Példa

L: egy explicit médon felirt LP feladat lehetséges megoldasainak
halmaza.

L nyilvan rendelkezik hatékony szeparacids algoritmussal, ha £
méretét matrixaval definidljuk.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input, példak

Példa

L: egy explicit médon felirt LP feladat lehetséges megoldasainak
halmaza.

L nyilvan rendelkezik hatékony szeparacids algoritmussal, ha £
méretét matrixaval definidljuk.

Ekkor ,, van idonk” az Osszes definialé egyenlotlenség ellendrzésére.

v
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input, példak

Példa

L: egy explicit médon felirt LP feladat lehetséges megoldasainak
halmaza.

L nyilvan rendelkezik hatékony szeparacids algoritmussal, ha £
méretét matrixaval definidljuk.

Ekkor ,, van idonk” az Osszes definialé egyenlotlenség ellendrzésére.

| A

Példa
Az MP(G) pérositasi politdp is rendelkezik hatékony szeparacids
algoritmussal akkor is, ha kédoldsa a kiindulé graffal torténik.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input, példak

Példa

L: egy explicit médon felirt LP feladat lehetséges megoldasainak
halmaza.

L nyilvan rendelkezik hatékony szeparacids algoritmussal, ha £
méretét matrixaval definidljuk.

Ekkor ,, van idonk” az Osszes definialé egyenlotlenség ellendrzésére.

Példa
Az MP(G) pérositasi politdp is rendelkezik hatékony szeparacids
algoritmussal akkor is, ha kédoldsa a kiindulé graffal torténik.

| A

Itt is ismert explicit leirds (Edmonds-féle politép tétel).
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input, példak

Példa

L: egy explicit médon felirt LP feladat lehetséges megoldasainak
halmaza.

L nyilvan rendelkezik hatékony szeparacids algoritmussal, ha £
méretét matrixaval definidljuk.

Ekkor ,, van idonk” az Osszes definialé egyenlotlenség ellendrzésére.

Példa
Az MP(G) pérositasi politdp is rendelkezik hatékony szeparacids
algoritmussal akkor is, ha kédoldsa a kiindulé graffal torténik.

Itt is ismert explicit leirds (Edmonds-féle politép tétel).
A leiré egyenlotlenségek ellendrzése azonban exponenciilis lehet a
graf méretében.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Az input, példak

Példa

L: egy explicit médon felirt LP feladat lehetséges megoldasainak
halmaza.

L nyilvan rendelkezik hatékony szeparacids algoritmussal, ha £
méretét matrixaval definidljuk.

Ekkor ,, van idonk” az Osszes definialé egyenlotlenség ellendrzésére.

Példa
Az MP(G) pérositasi politdp is rendelkezik hatékony szeparacids
algoritmussal akkor is, ha kédoldsa a kiindulé graffal torténik.

Itt is ismert explicit leirds (Edmonds-féle politép tétel).

A leiré egyenlotlenségek ellendrzése azonban exponenciilis lehet a
graf méretében.

A polinomidlis (a graf méretében) szeparaciés ordkulumot a

Gomorv—Hu-fa konstrukcidiabdl és annak kovetkezménvei adiak.
Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Alapfeladatok |

Optimalizalas

Minimalizaljuk c(x)-t
Feltéve, hogy xe L CR",

azaz az alap konvex optimalizalasi feladat, ahol £-hez van
hatékony szeparaciés ordakulum.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Alapfeladatok |

Optimalizalas

Minimalizaljuk c(x)-t

Feltéve, hogy xe L CR",

azaz az alap konvex optimalizalasi feladat, ahol £-hez van
hatékony szeparaciés ordakulum.

Igazabdl megelégsziink egy x € L vektorral, amely e szuboptimdlis,
azaz c(x) > p* —e.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Alapfeladatok Il

Kielégithetoség

Minimalizaljuk 0-t
Feltéve, hogy x € L C R",

azaz L nem-iirességének/a feltételrendszer kielégithetéségének
tesztelésére, ahol £ egy hatékony szeparacids orakulummal adott.

v
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoidokon alapulé algoritmusok: Alapfeladatok Il

Kielégithetoség

Minimalizaljuk 0-t

Feltéve, hogy x e L C R,

azaz L nem-iirességének/a feltételrendszer kielégithetéségének
tesztelésére, ahol £ egy hatékony szeparacids orakulummal adott.

v

Ha £ nem-iires, akkor eljadrasunk outputja L egy tetszdleges pontja
halmazunknak.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



fHac



A tesztelési feladatot £-SAT-nak nevezziik.

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A két feladat kapcsolata

A tesztelési feladatot £-SAT-nak nevezzik.
Jelolés: LP-SAT

Amennyiben £ véges sok linedris egyenl6tlenséggel definiadlt halmaz
a probléma neve LP-SAT.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A két feladat kapcsolata

A tesztelési feladatot £-SAT-nak nevezzik.
Jelolés: LP-SAT

Amennyiben £ véges sok linedris egyenl6tlenséggel definiadlt halmaz
a probléma neve LP-SAT.

o A tesztelési feladat specidlis esete az elsének. Ennek ellenére egy
ezt megoldd szubrutin alkalmazhaté az optimalizalasi feladat
megoldasara is.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A két feladat kapcsolata

A tesztelési feladatot £-SAT-nak nevezzik.
Jelolés: LP-SAT

Amennyiben £ véges sok linedris egyenl6tlenséggel definiadlt halmaz
a probléma neve LP-SAT.

o A tesztelési feladat specidlis esete az elsének. Ennek ellenére egy
ezt megoldd szubrutin alkalmazhaté az optimalizalasi feladat
megoldasara is.

o A két feladat kozott mindkét irdnyban van hatékony redukcié.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A két feladat kapcsolata

A tesztelési feladatot £-SAT-nak nevezzik.
Jelolés: LP-SAT

Amennyiben £ véges sok linedris egyenl6tlenséggel definiadlt halmaz
a probléma neve LP-SAT.

o A tesztelési feladat specidlis esete az elsének. Ennek ellenére egy
ezt megoldd szubrutin alkalmazhaté az optimalizalasi feladat
megoldasara is.

o A két feladat kozott mindkét irdnyban van hatékony redukcié.

o Az ehhez sziikséges otlet ismét a binaris keresés.
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p*-t.

e Tegylik fel, hogy ismert egy Iy zart intervallum, ami tartalmazza

m]

=

DA



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A két feladat kapcsolata: binaris keresés

o Tegyiik fel, hogy ismert egy Iy zart intervallum, ami tartalmazza
p*-t.

e Legyen ty az intervallum kozéppontja. Nézziik meg, hogy

LT =LN{x:c(x)<ty} trese. (Ha a kiindulé feladat LP, akkor
az LP-SAT probléma fenti médositasa egy tj LP-SAT kérdés lesz.)
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A két feladat kapcsolata: binaris keresés

o Tegyiik fel, hogy ismert egy Iy zart intervallum, ami tartalmazza
p*-t.

e Legyen ty az intervallum kozéppontja. Nézziik meg, hogy
LT =LN{x:c(x)<ty} trese. (Ha a kiindulé feladat LP, akkor
az LP-SAT probléma fenti médositasa egy tj LP-SAT kérdés lesz.)

e Ha igen, akkor /1 legyen fy fels6 félintervalluma.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A két feladat kapcsolata: binaris keresés

o Tegyiik fel, hogy ismert egy Iy zart intervallum, ami tartalmazza
p*-t.

e Legyen ty az intervallum kozéppontja. Nézziik meg, hogy
LT =LN{x:c(x)<ty} trese. (Ha a kiindulé feladat LP, akkor
az LP-SAT probléma fenti médositasa egy tj LP-SAT kérdés lesz.)

e Ha igen, akkor /1 legyen fy fels6 félintervalluma.

e Ha nem, akkor /; legyen Iy alsé félintervalluma.
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Ellipszoid médszer

A két feladat kapcsolata: binaris keresés

Belsdpontos mdédszerek

o Tegyiik fel, hogy ismert egy Iy zart intervallum, ami tartalmazza
p*-t.

e Legyen ty az intervallum kozéppontja. Nézziik meg, hogy
LT =LN{x:c(x)<ty} trese. (Ha a kiindulé feladat LP, akkor
az LP-SAT probléma fenti médositasa egy tj LP-SAT kérdés lesz.)

e Ha igen, akkor /1 legyen fy fels6 félintervalluma.
e Ha nem, akkor /; legyen Iy alsé félintervalluma.

e terdlva a felezést ismét megkapjuk p* egy jo kozelitését és ebbdl
konnyen adddik egy x™ szuboptimdlis hely, azaz olyan hely, ahol
c(x®) > p* — € egy eldirt e-ra.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A két feladat kapcsolata: binaris keresés

o Tegyiik fel, hogy ismert egy Iy zart intervallum, ami tartalmazza
p*-t.

e Legyen ty az intervallum kozéppontja. Nézziik meg, hogy
LT =LN{x:c(x)<ty} trese. (Ha a kiindulé feladat LP, akkor
az LP-SAT probléma fenti médositasa egy tj LP-SAT kérdés lesz.)

e Ha igen, akkor /1 legyen fy fels6 félintervalluma.
e Ha nem, akkor /; legyen Iy alsé félintervalluma.

e terdlva a felezést ismét megkapjuk p* egy jo kozelitését és ebbdl
konnyen adddik egy x™ szuboptimdlis hely, azaz olyan hely, ahol
c(x®) > p* — € egy eldirt e-ra.

o A redukcid esete ellenére mindkét valtozatra targyaljuk az
ellipszoid médszert.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoid mddszer: optimalizalds

Ellipszoid médszer (optimalizalasra):

Feltételezések:
Egy £ konvex halmaz hatékony szeparaciés orakulummal adott
c egy differencidlhatd célfiggvény

Adott egy &y ellipszoid, amely tartalmazza x* optimalis
értéket (esetleg a teljes L-et tartalmazdé gomb).

Adott egy Epe ellipszoid, amely része az £ halmaznak.

// Az algoritmus sordn egy &; ellipszist valtoztatunk.
// Ei az aktualis ellipszoid.
// Kezdetben & = il
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoid mddszer: optimalizalas (folytatas)

Ellipszoid médszer optimalizalasra (folytatds):

FELEZESI LEPES: Vizsgéljuk meg, hogy ellipszoidunk o; kézéppontja
kielégiti-e a feltételeket. Ha

e NEM, akkor vegyiink egy szepardlé félteret o;-n keresztiil. Tegyiik fel,
hogy F = {x : g"x < g"o;} féltér tartalmazza & N F-t.

// Ekkor az &;/g félellipszoid is tartalmazza &; N L-t, specidlisan x*-t is.
o IGEN, akkor nézziik meg lokdlisan a c(x) célfiiggvényt o;-ben. Legyen g a
gradiense (g = V(o).

// Ekkor c(x) > c(0;) + g"(x — 0;) minden x € L esetén.

Legyen F = {x: g"x < g'o;}.

// A g altal definidlt (o;-n 4tmend) hipersiknak a gradiens irdnyéval

// ellentétes oldalat irtuk le. Ha az &;/g félellipszoidra szoritkozunk,

// akkor nem veszitjiik el a keresett optimdlis helyet.

o KILEPESI FELTETEL: Ha /g7 Pg < ¢, akkor ledllunk: outputunk o;.
Ha nem, akkor tovabbhaladunk.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoid mddszer: optimalizalas (folytatas)

// Azt varndnk, hogy tovébbhaladds esetén a sziikiil6 halmazunk
// 4j értéke &;/g lesz. Most jon egy merész |épés.

// A félellipszoidhoz hozdadunk olyan részeket, amelyekrdl

// tudjuk, hogy feleslegek. A haszon: ismét elliszoiddal

// becsiiljik a keresett helyet.

UPDATE LEPES: Tegyiik fel, hogy & = £(P, 0). Legyen

~ 1
g = —=4g,
Ve Pg

1 2 2
ot =o0- Pz, Pt=_" <P - ngTP> .
n+1

n+1 n?—1

Legyen Eip1 = E(PT,0™), i < i+ 1. Térjiink vissza a felezési
[épéshez.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Kiterjesztések

e A médszer nem differencidlhaté célfiiggvények esetén is
alkalmazhatd, ha minden xp € F esetén tudunk egy szubgradienst,
azaz egy olyan g, vektort, hogy c(x) > c(x0) + g, (x — x0).
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Kiterjesztések

e A médszer nem differencidlhaté célfiiggvények esetén is
alkalmazhatd, ha minden xp € F esetén tudunk egy szubgradienst,
azaz egy olyan g, vektort, hogy c(x) > c(x0) + g, (x — x0).

e Ekkor ezzel a szubgradiens vektorral ugyanigy dolgozhatunk
mint, ahogy g-vel tettik a differencidlhatd esetben.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A kilépési feltétel jogossaga (linedris célfiiggvény esetén)

Legyen c(x) = ¢ x. Tegyiik fel, hogy az i paraméter értéknél
V& Pg <€ (azaz VcT Pc < ¢, hiszen g = Vc(o;) = ¢), akkor

c(ox) — c(x*) <e.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A kilépési feltétel jogossaga (linedris célfiiggvény esetén)

Legyen c(x) = ¢ x. Tegyiik fel, hogy az i paraméter értéknél

Vg Pg < e (azaz VcTPc < ¢, hiszen g = V(o) = ¢), akkor

c(ox) — c(x*) <e.

c(x*)=cTx* > infzeg(ppi)cTz =
P TP
CT o — 7(: = CTO,' — ¢ < =
|P1/2¢| (P1/2¢)TPt/2¢

= c(o;) — VT Pc.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

A kilépési feltétel jogossaga (linedris célfiiggvény esetén)

Legyen c(x) = ¢ x. Tegyiik fel, hogy az i paraméter értéknél

Vg Pg < e (azaz VcTPc < ¢, hiszen g = V(o) = ¢), akkor

c(ox) — c(x*) <e.

c(x*)=cTx* > infzeg(ppi)cTz =
P TP
CT o — 7(: = CTO,' — ¢ < =
|P1/2¢| (P1/2¢)TPt/2¢

= c(o;) — VT Pc.

A bizonyitasban szereplé minimalizalasi feladat optimumanak
értékét kordbban meghatdroztuk, az ott bizonyitott képlet alapjan
haladtunk tovabb.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoid mdédszer: tesztelés

Ellipszoid médszer (Kielégithetség tesztelésre):
Feltételezések:

Adott egy & ellipszoid, amely tartalmazza L-et.
L-re van egy hatékony szeparacids ordkulum.

Van egy pozitiv alsé becslésiink vol £-re, amennyiben nem
ures.

// Az algoritmus sordn egy &; ellipszist valtoztunk. &; az aktuilis
ellipszoid.

// Kezdetben i = 0. &1 mindig metszi F-et, ha az nem {ires.
FELEZESI LEPES: Vizsgiljuk meg, hogy ellipszoidunk o,
kozéppontja L-hez tartozik-e. Ha

o IGEN, akkor ledllunk, o; lesz a kiszamolt eleme L-nek.

e NEM, akkor vegylink egy szeparalé félteret o;-n keresztiil.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoid mddszer: tesztelés (folytatas)

Tegylik fel, hogy

F={x:g"x<gTo;} féltér tartalmazza & N F-t.

// Ekkor az &;/g félellipszoid is tartalmazza & N L-t.

e KILEPESI FELTETEL: Ha i ,elég” nagy, akkor ledllunk:
outputunk ,, £ iires”.

Ha nem, akkor tovdbbhaladunk.

// Azt varnank, hogy tovadbbhaladas esetén a sziikiilé halmazunk
// 4j értéke &;/g lesz. Most jon egy merész lépés.

// A félellipszoidhoz hozdadunk olyan részeket, amelyekrdl tudjuk,
// hogy feleslegek. A haszon: ismét elliszoiddal becsiiljiik a vizsgdlt
// halmazt.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Ellipszoid mddszer: tesztelés (folytatas)

UPDATE LEPES: Tegyiik fel, hogy & = £(P, 0). Legyen

- 1
g§=—F—=8,
Vg Pg
1 n? 2
tT=0- Pg Pt = P-——_Pgg'P).
T ® n21< nt1 68

Legyen Eip1 = E(PT,01), i < i+ 1. Térjiink vissza a felezési
[épéshez.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ordog a részletekben rejlik

o A fenti leirds kissé vazlatos. Matematikailag nem irjuk le
pontosan mikor allunk le. A részletekhez sajnos nincs elég idonk.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ordog a részletekben rejlik

o A fenti leirds kissé vazlatos. Matematikailag nem irjuk le
pontosan mikor allunk le. A részletekhez sajnos nincs elég idonk.

e A fenti leirds mar bizonyos programozasi nyelvekben minden
probléma nélkiil kédolhatd.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ordog a részletekben rejlik

o A fenti leirds kissé vazlatos. Matematikailag nem irjuk le
pontosan mikor allunk le. A részletekhez sajnos nincs elég idonk.

e A fenti leirds mar bizonyos programozasi nyelvekben minden
probléma nélkiil kédolhatd.

e Elméletileg azonban tobb sebbdl vérzik.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ordog a részletekben rejlik

o A fenti leirds kissé vazlatos. Matematikailag nem irjuk le
pontosan mikor allunk le. A részletekhez sajnos nincs elég idonk.

e A fenti leirds mar bizonyos programozasi nyelvekben minden
probléma nélkiil kédolhatd.

e Elméletileg azonban tobb sebbdl vérzik.

e Sajnos az update formula négyzetgyokvonast is tartalmaz.
Kerekitentink kell. Ez numerikus kérdéseket vet fel.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ordog a részletekben rejlik

o A fenti leirds kissé vazlatos. Matematikailag nem irjuk le
pontosan mikor allunk le. A részletekhez sajnos nincs elég idonk.

e A fenti leirds mar bizonyos programozasi nyelvekben minden
probléma nélkiil kédolhatd.

e Elméletileg azonban tobb sebbdl vérzik.

e Sajnos az update formula négyzetgyokvonast is tartalmaz.
Kerekitentink kell. Ez numerikus kérdéseket vet fel.

e Extrém esetben az ellipszoidot leiré matrix pozitiv definitdsat is
elveszithetjiik pontatlan aritmetikaval.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ordog a részletekben rejlik

o A fenti leirds kissé vazlatos. Matematikailag nem irjuk le
pontosan mikor allunk le. A részletekhez sajnos nincs elég idonk.

e A fenti leirds mar bizonyos programozasi nyelvekben minden
probléma nélkiil kédolhatd.

e Elméletileg azonban tobb sebbdl vérzik.

e Sajnos az update formula négyzetgyokvonast is tartalmaz.
Kerekitentink kell. Ez numerikus kérdéseket vet fel.

e Extrém esetben az ellipszoidot leiré matrix pozitiv definitdsat is
elveszithetjiik pontatlan aritmetikaval.

e A numerikus matematikai korrekcidk, az ehhez tartozé analizis
meghaladja az el6adas kereteit.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Az ordog a részletekben rejlik

o A fenti leirds kissé vazlatos. Matematikailag nem irjuk le
pontosan mikor allunk le. A részletekhez sajnos nincs elég idonk.

e A fenti leirds mar bizonyos programozasi nyelvekben minden
probléma nélkiil kédolhatd.

e Elméletileg azonban tobb sebbdl vérzik.

e Sajnos az update formula négyzetgyokvonast is tartalmaz.
Kerekitentink kell. Ez numerikus kérdéseket vet fel.

e Extrém esetben az ellipszoidot leiré matrix pozitiv definitdsat is
elveszithetjiik pontatlan aritmetikaval.

e A numerikus matematikai korrekcidk, az ehhez tartozé analizis
meghaladja az el6adas kereteit.

e A tovabbiakban csak a szamunkra fontos elméleti eredményeket
osszegezziik.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények

Az ellipszoid médszer bizonyitja, hogy a LP-SAT nyelv P-beli. \
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények

Az ellipszoid médszer bizonyitja, hogy a LP-SAT nyelv P-beli.

e Lattuk, hogy az ellipszoidunk térfogata mértani sorozatnak
megfeleléen csokken (ez a kerekitések mellett is megmarad).
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Ellipszoid médszer

Elméleti eredmények

Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoid mdédszer bizonyitja, hogy a LP-SAT nyelv P-beli.

e Lattuk, hogy az ellipszoidunk térfogata mértani sorozatnak
megfeleléen csokken (ez a kerekitések mellett is megmarad).

o Az ellipszoidunk térfogata egy fels6 becslés L térfogatara.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények

Az ellipszoid mdédszer bizonyitja, hogy a LP-SAT nyelv P-beli.

e Lattuk, hogy az ellipszoidunk térfogata mértani sorozatnak
megfeleléen csokken (ez a kerekitések mellett is megmarad).

o Az ellipszoidunk térfogata egy fels6 becslés L térfogatara.

e Ha ez kiinduld alsé becslésiink ald ér biztosak lehetink abban,
hogy £ = 0.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények

Az ellipszoid mdédszer bizonyitja, hogy a LP-SAT nyelv P-beli.

e Lattuk, hogy az ellipszoidunk térfogata mértani sorozatnak
megfeleléen csokken (ez a kerekitések mellett is megmarad).

o Az ellipszoidunk térfogata egy fels6 becslés L térfogatara.

e Ha ez kiinduld alsé becslésiink ald ér biztosak lehetink abban,
hogy £ = 0.

e Ebbdl kiszdmolhatd lesz a ledllasi feltételben szerepld |, elég
nagy” kitétel pontos matematikai leirdsa.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények

Az ellipszoid mdédszer bizonyitja, hogy a LP-SAT nyelv P-beli.

e Lattuk, hogy az ellipszoidunk térfogata mértani sorozatnak
megfeleléen csokken (ez a kerekitések mellett is megmarad).

o Az ellipszoidunk térfogata egy fels6 becslés L térfogatara.

e Ha ez kiinduld alsé becslésiink ald ér biztosak lehetink abban,
hogy £ = 0.

e Ebbdl kiszdmolhatd lesz a ledllasi feltételben szerepld |, elég
nagy” kitétel pontos matematikai leirdsa.

e A kapott algoritmus polinomialis lesz. A részletek kidolgozasa
messze meghaladja a kurzus kereteit.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények Il

Az ellipszoid mdédszer bizonyitja, hogy a LP feladatra €
szuboptimalis megoldast taldlhatunk az input méretében és
log(1/¢€)-ban.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények Il

Az ellipszoid médszer bizonyitja, hogy a LP feladatra ¢
szuboptimalis megoldast taldlhatunk az input méretében és
log(1/€)-ban.

o Ez kovetkezik abbdl, hogy az optimalizalasi feladatot
visszavezettik a kielégithet0ségi problémara.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények Il

Az ellipszoid médszer bizonyitja, hogy a LP feladatra ¢
szuboptimalis megoldast taldlhatunk az input méretében és
log(1/€)-ban.

o Ez kovetkezik abbdl, hogy az optimalizalasi feladatot
visszavezettik a kielégithet0ségi problémara.

e Ennél tobb is mondhaté.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények Il

Az ellipszoid médszer bizonyitja, hogy a LP feladatra ¢
szuboptimalis megoldast taldlhatunk az input méretében és
log(1/€)-ban.

o Ez kovetkezik abbdl, hogy az optimalizalasi feladatot
visszavezettik a kielégithet0ségi problémara.

e Ennél tobb is mondhaté.

Az ellipszoid médszer bizonyitja, hogy az LP feladat egy optimalis
megoldasat megtalaljuk P-ben.
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Ellipszoid médszer

Elméleti eredmények Il

Belsdpontos mdédszerek

Az ellipszoid médszer bizonyitja, hogy a LP feladatra ¢
szuboptimalis megoldast taldlhatunk az input méretében és
log(1/€)-ban.

o Ez kovetkezik abbdl, hogy az optimalizalasi feladatot
visszavezettik a kielégithet0ségi problémara.

e Ennél tobb is mondhaté.

Az ellipszoid médszer bizonyitja, hogy az LP feladat egy optimalis
megoldasat megtalaljuk P-ben.

e A bizonyitas ismét technikai. Idénk nem engedi meg a részletek
kidolgozasat.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények IlI

Egy adott grafban maximalis stilyozott parositds keresése linedris
programozasi eszkozokkel hatékonyan (polinomialis 1épésben)
megoldhatd.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények IlI

Egy adott grafban maximalis stlyozott parositas keresése linearis
programozasi eszkozokkel hatékonyan (polinomialis 1épésben)
megoldhatd.

o Az ellipszoid mddszerrel linearis célfliggvény polinom idében
optimalizalhatd a parositasi politépon.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények IlI

Egy adott grafban maximalis stlyozott parositas keresése linearis
programozasi eszkozokkel hatékonyan (polinomialis 1épésben)
megoldhatd.

o Az ellipszoid mddszerrel linearis célfliggvény polinom idében
optimalizalhatd a parositasi politépon.

e A maximalis stlyozott parositdsi probléma megfogalmazhatd igy,
a tétel allitdsa adddik.
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények IlI

Egy adott grafban maximalis stlyozott parositas keresése linearis
programozasi eszkozokkel hatékonyan (polinomialis 1épésben)
megoldhatd.

o Az ellipszoid mddszerrel linearis célfliggvény polinom idében
optimalizalhatd a parositasi politépon.

e A maximalis stlyozott parositdsi probléma megfogalmazhatd igy,
a tétel allitdsa adddik.

e A fentinél kombinatorikusabb, elemibb algoritmusok is Iéteznek.
Azért megjegyezzilk, hogy ezek is gyakran rendelkeznek LP
interpretacidval.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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megolddsara is.

e Az ellipszoid médszer alkalmazhaté az SDP probléma
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények IV

e Az ellipszoid médszer alkalmazhaté az SDP probléma
megoldasara is.

e Az SDP feladat jéval bonyolultabban néz ki mint az 4ltaldanos LP
probléma.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények IV

e Az ellipszoid médszer alkalmazhaté az SDP probléma
megoldasara is.

e Az SDP feladat jéval bonyolultabban néz ki mint az 4ltaldanos LP
probléma.

e Eddig véges sok linearis egyenl6tlenség irta le a feltételrendszert.
Most egy pozitiv szemidefinitas is megjelenik:

Minimalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax=0b
x1G+x0+...+x,C, = D,

ahol c € R", A € RK*" 3 C:, D matrixok szimmetrikus (¢x¢
méretli) matrixok.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények V

Tegyiik fel, hogy adott egy SDP feladat,a mely / inputjdban
raciondlis szamok &llnak. Legyen ||/|| az input leirdsdhoz sziikséges
bitek szama. Adott tovabba egy tetszbleges ¢ > 0 paraméter.
Ekkor létezik olyan algoritmus, amely egy e-szuboptimdlis
megoldast taldl és polinomialis ||/||-ben és log(1/€)-ban.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények V

Tegyiik fel, hogy adott egy SDP feladat,a mely / inputjdban
raciondlis szamok &llnak. Legyen ||/|| az input leirdsdhoz sziikséges
bitek szama. Adott tovabba egy tetszbleges ¢ > 0 paraméter.
Ekkor létezik olyan algoritmus, amely egy e-szuboptimdlis
megoldast taldl és polinomialis ||/||-ben és log(1/€)-ban.

o LP esetén ragaszkodhattunk az optimalis hely és optimalis érték
kereséséhez. Itt az input racionalitasdt kddoldsi okok miatt célszerii
feltenni. Az optimalis hely/érték azonban lehet, hogy irracionilis.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények V

Tegyiik fel, hogy adott egy SDP feladat,a mely / inputjdban
raciondlis szamok &llnak. Legyen ||/|| az input leirdsdhoz sziikséges
bitek szama. Adott tovabba egy tetszbleges ¢ > 0 paraméter.
Ekkor létezik olyan algoritmus, amely egy e-szuboptimdlis
megoldast taldl és polinomialis ||/||-ben és log(1/€)-ban.

o LP esetén ragaszkodhattunk az optimalis hely és optimalis érték
kereséséhez. Itt az input racionalitasdt kddoldsi okok miatt célszerii
feltenni. Az optimalis hely/érték azonban lehet, hogy irracionilis.

o A feltételrendszer egy konvex halmazt definidl. Az ehhez
tartozast egy pozitiv szemidefinitds teszt ellendrzi.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények V

Tegyiik fel, hogy adott egy SDP feladat,a mely / inputjdban
raciondlis szamok &llnak. Legyen ||/|| az input leirdsdhoz sziikséges
bitek szama. Adott tovabba egy tetszbleges ¢ > 0 paraméter.
Ekkor létezik olyan algoritmus, amely egy e-szuboptimdlis
megoldast taldl és polinomialis ||/||-ben és log(1/€)-ban.

o LP esetén ragaszkodhattunk az optimalis hely és optimalis érték
kereséséhez. Itt az input racionalitasdt kddoldsi okok miatt célszerii
feltenni. Az optimalis hely/érték azonban lehet, hogy irracionilis.

o A feltételrendszer egy konvex halmazt definidl. Az ehhez
tartozast egy pozitiv szemidefinitds teszt ellenérzi. llyen eljaras
alap linedris algebrai ismeretek alapjan konnyen megadhaté.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsdpontos mdédszerek

Elméleti eredmények V

Tegyiik fel, hogy adott egy SDP feladat,a mely / inputjdban
raciondlis szamok &llnak. Legyen ||/|| az input leirdsdhoz sziikséges
bitek szdama. Adott tovabb3 egy tetszdleges € > 0 paraméter.
Ekkor létezik olyan algoritmus, amely egy e-szuboptimdlis
megoldast taldl és polinomialis ||/||-ben és log(1/€)-ban.

o LP esetén ragaszkodhattunk az optimalis hely és optimalis érték
kereséséhez. Itt az input racionalitasdt kddoldsi okok miatt célszerii
feltenni. Az optimalis hely/érték azonban lehet, hogy irracionilis.

o A feltételrendszer egy konvex halmazt definidl. Az ehhez
tartozast egy pozitiv szemidefinitds teszt ellenérzi. llyen eljaras
alap linedris algebrai ismeretek alapjan konnyen megadhaté. Ha
ugyesek vagyunk a pozitiv szemidefinitds sériilése esetén egy
szeparald félsikot is kiolvashatunk tesztiinkbdl.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Szlinet

m]

=

Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021

DA



fHac



Numerikus médszerek vannak feltétel nélkiili optimalizalasra
(esetleg gyokkeresési nyelvezettel elmondva).
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Numerikus mddszerek

Numerikus mdédszerek vannak feltétel nélkiili optimalizaldsra
(esetleg gyokkeresési nyelvezettel elmondva).

Minimalizéljuk c(x)-t |

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Numerikus mddszerek

Numerikus mdédszerek vannak feltétel nélkiili optimalizaldsra
(esetleg gyokkeresési nyelvezettel elmondva).

Minimalizéljuk c(x)-t |

Példdul

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Numerikus mddszerek

Numerikus mdédszerek vannak feltétel nélkiili optimalizaldsra
(esetleg gyokkeresési nyelvezettel elmondva).

Minimalizéljuk c(x)-t |

Példdul

e Gradiens mddszer,

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Numerikus mddszerek

Numerikus mdédszerek vannak feltétel nélkiili optimalizaldsra
(esetleg gyokkeresési nyelvezettel elmondva).

Minimalizéljuk c(x)-t |

Példaul
e Gradiens mddszer,

e Newton mddszer.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Numerikus mddszerek

Numerikus mdédszerek vannak feltétel nélkiili optimalizaldsra
(esetleg gyokkeresési nyelvezettel elmondva).

Minimalizéljuk c(x)-t |

Példaul
e Gradiens mddszer,

e Newton mddszer.

A numerikus mddszerek linedris egyenldség feltételek esetére
kiterjeszthetok.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Numerikus mddszerek

Numerikus mdédszerek vannak feltétel nélkiili optimalizaldsra
(esetleg gyokkeresési nyelvezettel elmondva).

Minimalizéljuk c(x)-t |

Példaul
e Gradiens mddszer,
e Newton mddszer.

A numerikus mddszerek linedris egyenldség feltételek esetére
kiterjeszthetok.

Minimalizéljuk c(x)-t

Feltéve, hogy Ax=b

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Numerikus mddszerek

Numerikus mdédszerek vannak feltétel nélkiili optimalizaldsra
(esetleg gyokkeresési nyelvezettel elmondva).

Minimalizéljuk c(x)-t |

Példaul
e Gradiens mddszer,
e Newton mddszer.

A numerikus mddszerek linedris egyenldség feltételek esetére
kiterjeszthetok.

Minimalizéljuk c(x)-t

Feltéve, hogy Ax=b

Az igazi probléma az egyenlGtlenség feltételek kezelése.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Belsé pontos mddszerek: az otlet

e A numerikus mddszerek feltezik, hogy a célfiiggvény teljes
értelmezési tartomanyan optimalizéltunk.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Belsé pontos mddszerek: az otlet

e A numerikus mddszerek feltezik, hogy a célfiiggvény teljes
értelmezési tartomanyan optimalizéltunk.

e A mddszerek alkalmazasa feltételek melletti optimalizaldsra nem
nyilvanvald.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Belsé pontos mddszerek: az otlet

e A numerikus mddszerek feltezik, hogy a célfiiggvény teljes
értelmezési tartomanyan optimalizéltunk.

e A mddszerek alkalmazasa feltételek melletti optimalizaldsra nem
nyilvanvald.

e Egy otlet: A c célfiiggvényt lecseréljiik egy (paraméteres) ¢,
segédfiiggvényre, amelyben az egyenlétlenség feltételek bizonyos
sullyal szerepelnek.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Belsé pontos mddszerek: az otlet

e A numerikus mddszerek feltezik, hogy a célfiiggvény teljes
értelmezési tartomanyan optimalizéltunk.

e A mddszerek alkalmazasa feltételek melletti optimalizaldsra nem
nyilvanvald.

e Egy otlet: A c célfiiggvényt lecseréljiik egy (paraméteres) ¢,
segédfiiggvényre, amelyben az egyenlétlenség feltételek bizonyos
sullyal szerepelnek.

(a) a feltételnek megfelel tartomény hatarozott belsejében kozel
egyenld a célfliggvénnyel,

(b) a tartomdny hatdrdhoz kozel nagyon nagy értékeket vesz fel,

(c) tovébbra is konvex,

(d) tobbszorosen differencidlhatéd (a tartomdny belsején kiviil nem
is lesz értelmezett vagy végtelenként értelmezziik).

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Belsé pontos mddszerek: az otlet

e A numerikus mddszerek feltezik, hogy a célfiiggvény teljes
értelmezési tartomanyan optimalizéltunk.

e A mddszerek alkalmazasa feltételek melletti optimalizaldsra nem
nyilvanvald.

e Egy otlet: A c célfiiggvényt lecseréljiik egy (paraméteres) ¢,
segédfiiggvényre, amelyben az egyenlétlenség feltételek bizonyos
sullyal szerepelnek.

(a) a feltételnek megfelel tartomény hatarozott belsejében kozel
egyenld a célfliggvénnyel,

(b) a tartomdny hatdrdhoz kozel nagyon nagy értékeket vesz fel,

(c) tovébbra is konvex,

(d) tobbszorosen differencidlhatéd (a tartomdny belsején kiviil nem
is lesz értelmezett vagy végtelenként értelmezziik).

e Az egyenlGtlenség feltételeket eldobjuk.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Belsé pontos médszerek: az otlet (folytatas)

e A paraméter értékét novelve az a tartomdny, ahol a kozelité
segédfiiggvény jél approximalja a célfliggvényt egyre jobban a
feltételek altal leirt tartomanyhoz ,,simul”.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer

Belsé pontos médszerek: az otlet (folytatas)

Belsépontos médszerek

e A paraméter értékét novelve az a tartomdny, ahol a kozelité
segédfiiggvény jél approximalja a célfliggvényt egyre jobban a
feltételek altal leirt tartomanyhoz ,,simul”.

o A segédfiiggvényre alkalmazva a most leirt médszereket egy
a = ap aktuadlis értéket kapunk.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Belsé pontos médszerek: az otlet (folytatas)

e A paraméter értékét novelve az a tartomdny, ahol a kozelité
segédfiiggvény jél approximalja a célfliggvényt egyre jobban a
feltételek altal leirt tartomanyhoz ,,simul”.

o A segédfiiggvényre alkalmazva a most leirt médszereket egy
a = ap aktuadlis értéket kapunk.

e A paraméter novelésével kapott jobb segédfiiggvényt véve
a = ap-bdl megkapjuk az update-It a* = ap+ pontot.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Belsé pontos médszerek: az otlet (folytatas)

e A paraméter értékét novelve az a tartomdny, ahol a kozelité
segédfiiggvény jél approximalja a célfliggvényt egyre jobban a
feltételek altal leirt tartomanyhoz ,,simul”.

o A segédfiiggvényre alkalmazva a most leirt médszereket egy
a = ap aktuadlis értéket kapunk.

e A paraméter novelésével kapott jobb segédfiiggvényt véve
a = ap-bdl megkapjuk az update-It a* = ap+ pontot.

e Az aktudlis pontok végig a lehetséges megolddsok halmazdnak
belsejébdl kerlilnek ki.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer

Belsé pontos médszerek: az otlet (folytatas)

Belsépontos médszerek

e A paraméter értékét novelve az a tartomdny, ahol a kozelité
segédfiiggvény jél approximalja a célfliggvényt egyre jobban a
feltételek altal leirt tartomanyhoz ,,simul”.

o A segédfiiggvényre alkalmazva a most leirt médszereket egy
a = ap aktuadlis értéket kapunk.

e A paraméter novelésével kapott jobb segédfiiggvényt véve
a = ap-bdl megkapjuk az update-It a* = ap+ pontot.

e Az aktudlis pontok végig a lehetséges megolddsok halmazdnak
belsejébdl keriilnek ki. Szemben példdul a szimplex médszerrel,
amely csticspontokon (a hatdr specidlis pontjain) keresztiil kozelit
az optimumhoz.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Belsé pontos médszerek: az otlet (folytatas)

e A paraméter értékét novelve az a tartomdny, ahol a kozelité
segédfiiggvény jél approximalja a célfliggvényt egyre jobban a
feltételek altal leirt tartomanyhoz ,,simul”.

o A segédfiiggvényre alkalmazva a most leirt médszereket egy
a = ap aktuadlis értéket kapunk.

e A paraméter novelésével kapott jobb segédfiiggvényt véve
a = ap-bdl megkapjuk az update-It a* = ap+ pontot.

e Az aktudlis pontok végig a lehetséges megolddsok halmazdnak
belsejébdl keriilnek ki. Szemben példdul a szimplex médszerrel,
amely csticspontokon (a hatdr specidlis pontjain) keresztiil kozelit
az optimumhoz. Az ilyen mddszereket belsé pontos mddszernek
nevezik.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer

A kiinduld feladat

Belsépontos médszerek

Legyen O az aldbbi optimalizélasi feladat:

Minimalizaljuk c(x)-et
Feltéve, hogy Ax = b,
O f(x)<0, i=12...

ahol A€ R*" pe R!, x € R".

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A kiinduld feladat

Legyen O az aldbbi optimalizélasi feladat:

Minimalizaljuk c(x)-et
Feltéve, hogy Ax = b,
O f(x) <0, i=1,2...k

ahol A€ R*" pe R!, x € R".

Az eddigiektdl j, nehezitd egyenlétlenség feltételeket a
célfiggvénybe olvasztjuk.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A feltételek beolvasztasa a célfuggvénybe, a csalas

Definicié

Legyen /(x) : R — RU {00}, ami nem pozitiv értékeken 0-t,
pozitiv értékeken oo értéket vesz fel.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A feltételek beolvasztasa a célfuggvénybe, a csalas

Definicié

Legyen /(x) : R — RU {00}, ami nem pozitiv értékeken 0-t,
pozitiv értékeken oo értéket vesz fel.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A feltételek beolvasztasa a célfuggvénybe, a csalas

Definicié

Legyen /(x) : R — RU {00}, ami nem pozitiv értékeken 0-t,
pozitiv értékeken oo értéket vesz fel.

Az eredeti O problémat ekvivalens médon megfogalmazhatjuk az /
fuggvény segitségével:

Minimaliz3ljuk c(x) + K 1(fi(x))-t
Feltéve, hogy Ax = b.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A feltételek beolvasztasa a célfuggvénybe, a csalds
kivaltasa

e Természetesen a csalds problémadja, hogy altaldban szép ¢, f;
fuggvényekkel taldlkozunk.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A feltételek beolvasztasa a célfuggvénybe, a csalds
kivaltasa

e Természetesen a csalds problémadja, hogy altaldban szép ¢, f;
fuggvényekkel taldlkozunk.

e A korabbi mddszereink differencidlhatdsagi feltételek mellett
mukodnek.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A feltételek beolvasztasa a célfuggvénybe, a csalds
kivaltasa

e Természetesen a csalds problémadja, hogy altaldban szép ¢, f;
fuggvényekkel taldlkozunk.

e A korabbi mddszereink differencidlhatdsagi feltételek mellett
mukodnek.

o A bevezetett fliggvény nem differencidlhaté. A kiut, hogy az /
fuggvényt differencidlhaté fliggvénnyel kozelitjiik.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A feltételek beolvasztasa a célfuggvénybe, a csalds
kivaltasa

e Természetesen a csalds problémadja, hogy altaldban szép ¢, f;
fuggvényekkel taldlkozunk.

e A korabbi mddszereink differencidlhatdsagi feltételek mellett
mukodnek.

o A bevezetett fliggvény nem differencidlhaté. A kiut, hogy az /
fuggvényt differencidlhaté fliggvénnyel kozelitjiik.

e Az | fliggvény olyan x-eket enged a ,, c-t minimalizalé
versenybe”, amelyeknél az fi-k eléjele nem pozitiv.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek
A feltételek beolvasztasa a célfuggvénybe, a csalds
kivaltasa

e Természetesen a csalds problémadja, hogy altaldban szép ¢, f;
fuggvényekkel taldlkozunk.

e A korabbi mddszereink differencidlhatdsagi feltételek mellett
mukodnek.

o A bevezetett fliggvény nem differencidlhaté. A kiut, hogy az /
fuggvényt differencidlhaté fliggvénnyel kozelitjiik.

e Az | fliggvény olyan x-eket enged a ,, c-t minimalizalé
versenybe”, amelyeknél az fi-k eléjele nem pozitiv.

e Az | fliggvény gdtat szab a ,,versenyz6knek”. Az ilyen
fliggvényeket barrier/gatfiiggvényeknek nevezziik.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A feltételek beolvasztasa a célfuggvénybe, a csalds
kivaltasa

e Természetesen a csalds problémadja, hogy altaldban szép ¢, f;
fuggvényekkel taldlkozunk.

e A korabbi mddszereink differencidlhatdsagi feltételek mellett
mukodnek.

o A bevezetett fliggvény nem differencidlhaté. A kiut, hogy az /
fuggvényt differencidlhaté fliggvénnyel kozelitjiik.

e Az | fliggvény olyan x-eket enged a ,, c-t minimalizalé
versenybe”, amelyeknél az fi-k eléjele nem pozitiv.

e Az | fliggvény gdtat szab a ,,versenyz6knek”. Az ilyen
fliggvényeket barrier/gatfiiggvényeknek nevezziik.

o | kozelitése differencidlhaté fliggvénnyel, ami a gatfliggvénység
tulajdosagot ,, szimuldlja” sokféleképpen megoldhaté.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A feltételek beolvasztasa a célfuggvénybe, a csalds
kivaltasa

e Természetesen a csalds problémadja, hogy altaldban szép ¢, f;
fuggvényekkel taldlkozunk.

e A korabbi mddszereink differencidlhatdsagi feltételek mellett
mukodnek.

o A bevezetett fliggvény nem differencidlhaté. A kiut, hogy az /
fuggvényt differencidlhaté fliggvénnyel kozelitjiik.

e Az | fliggvény olyan x-eket enged a ,, c-t minimalizalé
versenybe”, amelyeknél az fi-k eléjele nem pozitiv.

e Az | fliggvény gdtat szab a ,,versenyz6knek”. Az ilyen
fliggvényeket barrier/gatfiiggvényeknek nevezziik.

o | kozelitése differencidlhaté fliggvénnyel, ami a gatfliggvénység
tulajdosagot ,, szimuldlja” sokféleképpen megoldhaté. Mi egy
lehetdségét emeliink ki.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A kivaltas: logaritmikus gatfuggvény, log barrier

Logaritmikus gatfiiggvény

Legyen l;(x) = —1log(—x), ahol t > 0.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A kivaltas: logaritmikus gatfuggvény, log barrier

Logaritmikus gatfiiggvény

Legyen l;(x) = —1log(—x), ahol t > 0.

e Minél nagyobb a t értéke, annal jobban kozeliti a sziikséges
egyenlGtlenség feltételt szimulald fliggvényt.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A kivaltas: logaritmikus gatfuggvény, log barrier

Logaritmikus gatfiiggvény

Legyen l;(x) = —1log(—x), ahol t > 0.

e Minél nagyobb a t értéke, annal jobban kozeliti a sziikséges
egyenlStlenség feltételt szimuldld fiiggvényt.

e /:(x) logaritmikus gatfiiggvények grafikonjai kiilonbozd t értékek
esetén.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A kivaltas: logaritmikus gatfuggvény, log barrier

Logaritmikus gatfiiggvény

Legyen I;(x) = —1log(—x), ahol t > 0.

e Minél nagyobb a t értéke, annal jobban kozeliti a sziikséges
egyenlGtlenség feltételt szimulald fliggvényt.

o l:(x) logaritmikus gatfiiggvények grafikonjai kiilonbdzé t értékek
esetén. A sotétebb grafikon nagyobb t értékhez tartozik, jobban
kozeliti a sziikséges egyenlGtlenség feltételt szimulald fliggvényt.

A

>
T

—
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A kivaltas: az aj célfuggvény

e Fixaljunk egy t értéket és a csald célfliggvény helyett a
logaritmikus gatfiggvénnyel kiiszoboljik ki az egyenl&tlenség
feltételeket: c;(c) = c(x) + o0 I(fi(x)).
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A kivaltas: az aj célfuggvény

e Fixaljunk egy t értéket és a csald célfliggvény helyett a
logaritmikus gatfliggvénnyel kuszoboIJuk ki az egyenlGtlenség
feltételeket: c;(c) = c(x) + Sk, Te(£:(x)).

e Az optimum helye nem viéltozik, ha a célfiiggvényt a fix t-vel
megszorozzuk:

k

G(x) = te(x) + ) th(f(x)).

i=1
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A kivaltas: az aj célfuggvény

e Fixaljunk egy t értéket és a csald célfliggvény helyett a
logaritmikus gatfiggvénnyel kiiszoboljik ki az egyenl&tlenség
feltételeket: c;(c) = c(x) + o0 I(fi(x)).

e Az optimum helye nem viéltozik, ha a célfiiggvényt a fix t-vel
megszorozzuk:

k
G(x) = te(x) + ) th(f(x)).
i=1

k
G 5(x) = &(x) = — Y log(~fi(x))
i=1
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

A kivaltas: az aj célfuggvény

e Fixaljunk egy t értéket és a csald célfliggvény helyett a
logaritmikus gatfiggvénnyel kiiszoboljik ki az egyenl&tlenség
feltételeket: c;(c) = c(x) + o0 I(fi(x)).

e Az optimum helye nem viéltozik, ha a célfiiggvényt a fix t-vel
megszorozzuk:

k
G(x) = te(x) + ) th(f(x)).
i=1

k
G 5(x) = &(x) = — Y log(~fi(x))
i=1

o A ¢ fliggvény a feltételrendszeriinktdl fugg, igazabdl csak az
egyenl6tlenségek rendszerétdl.
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e Legyen F : Ax < b (A € RF*" b ¢ R¥).
«A4O>r «Fr «Zr «=>» = A
~ Hajnal Péter  Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, az uj célfiggvény

e Legyen F: Ax < b (A € Rk*", b € RK).
e Ekkor

k
d(x) = — Z log(b; — a] x),
i=1

ahol b= (by, bo,...,bi)7 és a,-T az A matrix i-edik sora.
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Ellipszoid médszer

1. eset: L poliéder, az uj célfiggvény

e Legyen F: Ax < b (A € Rk*", b € RK).
e Ekkor

k
d(x) = — Z log(b; — a] x),
i=1

Belsépontos médszerek

ahol b= (by, bo,...,bi)7 és a,-T az A matrix i-edik sora.

o ¢(x) ,szép" fuggvény, konnyii vele szdmolni:
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Az Uj célfliggvény, a centrdlis Gt

Legyen O; a kdvetkezd optimalizélasi feladat, ahol t > 0 fix szdm:

Minimalizljuk t-c(x) + P(x)-et
O : Feltéve, hogy Ax = b.
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Ellipszoid médszer

Az Uj célfliggvény, a centrdlis Gt

Belsépontos médszerek

Legyen O; a kdvetkezd optimalizélasi feladat, ahol t > 0 fix szdm:

Minimalizaljuk

O : Feltéve, hogy

t-c(x) 4+ D(x)-et
Ax = b.

Definicié

Legyen x*(t) az O, optimalizalasi feladat optimalis helye.

Hajnal Péter

Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer

Az Uj célfliggvény, a centrdlis Gt

Belsépontos médszerek

Legyen O; a kdvetkezd optimalizélasi feladat, ahol t > 0 fix szdm:

Minimalizaljuk

O : Feltéve, hogy

t-c(x) 4+ D(x)-et
Ax = b.

Definicié

Legyen x*(t) az O, optimalizalasi feladat optimalis helye.

Az x*(t) pontok az optimalizaldsi feladat centralis pontjai.

Hajnal Péter
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Az Uj célfliggvény, a centrdlis Gt

Legyen O; a kdvetkezd optimalizélasi feladat, ahol t > 0 fix szdm:

Minimalizljuk t-c(x) + P(x)-et
O : Feltéve, hogy Ax = b.

Definicié

Legyen x*(t) az O, optimalizalasi feladat optimalis helye.
Az x*(t) pontok az optimalizaldsi feladat centralis pontjai.

Ha t végig fut a R-o halmazon, akkor az x*(t) helyek a centrilis
utat irjak le.
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KKT-tétel alapjan konnyi karakterizalni x*(t) helyeket:

«O> «Fr « = 4 > Q>



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Az 14j céfliggvény, a centrdlis Ut és KKT

KKT-tétel alapjan konnyi karakterizalni x*(t) helyeket:

Lemma

x*(t)-t karakterizdljdk az aldbbi feltételek:

(i) Ax*(t) = b,

(ii) fi(x*(t)) <0 minden i =1,2,..., k esetén,
(iii) alkalmas p € R esetén

tVe(x*(t)) + VO(x*(t)) + AT =0.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Az 14j céfliggvény, a centrdlis Ut és KKT

KKT-tétel alapjan konnyi karakterizalni x*(t) helyeket:

Lemma

x*(t)-t karakterizdljdk az aldbbi feltételek:

(i) Ax*(t) = b,

(ii) fi(x*(t)) <0 minden i =1,2,..., k esetén,
(iii) alkalmas p € R esetén

tVe(x*(t)) + VO(x*(t)) + AT =0.

A lemma bizonyitasa egybdl adédik a KKT-tételbol.
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o Ismét legyen F : Ax < b, azaz a feltételrendszert kielégité x-ek
halmaza egy P politép.

m]

=
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

e Ismét legyen F : Ax =X b, azaz a feltételrendszert kielégitd x-ek
halmaza egy P politép. Tovabba legyen c(x) = ¢’ - x egy lineéris
célfiiggvény.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

e Ismét legyen F : Ax =X b, azaz a feltételrendszert kielégitd x-ek
halmaza egy P politép. Tovabba legyen c(x) = ¢’ - x egy lineéris
célfiiggvény.

e Vegyiik a ®(x) (lasd el6z6 példa) logaritmikus gatfiiggvény

S<o = {x: ®(x) < a} szub-szinthalmazait.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

e Ismét legyen F : Ax =X b, azaz a feltételrendszert kielégitd x-ek
halmaza egy P politép. Tovabba legyen c(x) = ¢’ - x egy lineéris
célfiiggvény.

e Vegyiik a ®(x) (lasd el6z6 példa) logaritmikus gatfiiggvény

S<o = {x: ®(x) < a} szub-szinthalmazait.

e Ezek egy ndvekvd halmazrendszer (ov < 3 esetén S, C Sp),
unidjuk kiadja P politép belsejét.

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

e Ismét legyen F : Ax =X b, azaz a feltételrendszert kielégitd x-ek
halmaza egy P politép. Tovabba legyen c(x) = ¢’ - x egy lineéris
célfiiggvény.

e Vegyiik a ®(x) (lasd el6z6 példa) logaritmikus gatfiiggvény
S<o = {x: ®(x) < a} szub-szinthalmazait.

e Ezek egy ndvekvd halmazrendszer (ov < 3 esetén S, C Sp),
unidjuk kiadja P politép belsejét.

e Ahogy o n6 S, hozzasimul a P politéphoz.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

e Ismét legyen F : Ax =X b, azaz a feltételrendszert kielégitd x-ek
halmaza egy P politép. Tovabba legyen c(x) = ¢’ - x egy lineéris
célfiiggvény.

e Vegyiik a ®(x) (lasd el6z6 példa) logaritmikus gatfiiggvény
S<o = {x: ®(x) < a} szub-szinthalmazait.

e Ezek egy ndvekvd halmazrendszer (ov < 3 esetén S, C Sp),
unidjuk kiadja P politép belsejét.

e Ahogy o n6 S, hozzasimul a P politéphoz.

e Mdsképpen S—, = {x : ®(x) = a} szinthalmazok P hatardhoz
simulnak.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

e Ismét legyen F : Ax =X b, azaz a feltételrendszert kielégitd x-ek
halmaza egy P politép. Tovabba legyen c(x) = ¢’ - x egy lineéris
célfiiggvény.

e Vegyiik a ®(x) (lasd el6z6 példa) logaritmikus gatfiiggvény
S<o = {x: ®(x) < a} szub-szinthalmazait.

e Ezek egy ndvekvd halmazrendszer (ov < 3 esetén S, C Sp),
unidjuk kiadja P politép belsejét.

e Ahogy o n6 S, hozzasimul a P politéphoz.

e Mdsképpen S—, = {x : ®(x) = a} szinthalmazok P hatardhoz
simulnak.

e Az (ii) feltétel azt monjda x*(t)-r8l, hogy ® értelmezési
tartomanyaba esik.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

e Ismét legyen F : Ax =X b, azaz a feltételrendszert kielégitd x-ek
halmaza egy P politép. Tovabba legyen c(x) = ¢’ - x egy lineéris
célfiiggvény.

e Vegyiik a ®(x) (lasd el6z6 példa) logaritmikus gatfiiggvény

S<o = {x: ®(x) < a} szub-szinthalmazait.

e Ezek egy ndvekvd halmazrendszer (ov < 3 esetén S, C Sp),
unidjuk kiadja P politép belsejét.

e Ahogy o n6 S, hozzasimul a P politéphoz.

e Mdsképpen S—, = {x : ®(x) = a} szinthalmazok P hatardhoz
simulnak.

e Az (ii) feltétel azt monjda x*(t)-r8l, hogy ® értelmezési
tartomanyaba esik. Azaz ®(x*(t)) = « esetén (azaz alkalmas «
esetén) x*(t) a S—, szinthalmaz egy eleme.
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o Az (iii) feltétel egyszeriisodik, hiszen Vc(x) = c € R".

«O> «Fr « = 4 > P NEa



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

e Az (iii) feltétel egyszeriisodik, hiszen Vc(x) = c € R".

e 1 hidnyzik, hiszen nincs egyenldség feltételiink.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

e Az (iii) feltétel egyszeriisodik, hiszen Vc(x) = c € R".
e 1 hidnyzik, hiszen nincs egyenldség feltételiink.

o VO-t az el6z6 példaban kiszamoltuk:

tc + VO (x*(t)) =
1 1 1 ) i
by —af x*(t) bo — ad x*(t)" by —alx*(t))

tc+AT diag <

Hajnal Péter Numerikus algoritmusok, SzTE, 2021
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

Figure: A zold gorbék a szinthalmazok, a kék gorbe a centrélis gorbe, a
fekete gorbe a P politdp hatdra. A piros egyenesek ¢ normélvektori
hipersikok.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: L poliéder, linearis célfuggvény

Figure: A zold gorbék a szinthalmazok, a kék gorbe a centrélis gorbe, a
fekete gorbe a P politdp hatdra. A piros egyenesek ¢ normélvektori
hipersikok.

e Azaz VO(x*(t)) parhuzamos c-vel. Azaz a c¢"x = ¢ x*(t)
hipersik az S_,, szinhalmaz egy érintdje a centralis (it Gsszes
pontjara.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: £ poliéder, lineéris célfiggvény, a TETEL

Tétel

x*(t) legyen egy centralis pont, azaz az O, feladat egy optimalis
megolddsa (optimalizalds csak linedris egyenléség feltételekkel). A
megoldashoz vezetd dton egy w*(t) dudlis optimumbhelyet is
megkapunk. Legyen

1 w*(t)
A= — “(t) = :
) M .
Ekkor
(i) A7(t) és p*(t) dudlis megengedett megoldasa az eredeti O
feladatnak.

(i) Tovabba a dudlis hézag x*(t) primal megengedett megoldas
és \(t) és p*(t) dudl megengedett megoldds kozott %.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

1. eset: £ poliéder, lineéris célfiggvény, a TETEL

Tétel

x*(t) legyen egy centralis pont, azaz az O, feladat egy optimalis
megolddsa (optimalizalds csak linedris egyenléség feltételekkel). A
megoldashoz vezetd dton egy w*(t) dudlis optimumbhelyet is
megkapunk. Legyen

" 1 . w*(t)
N0 =~y pe(t) =
Ekkor
(i) A7(t) és p*(t) dudlis megengedett megoldasa az eredeti O
feladatnak.

(i) Tovabba a dudlis hézag x*(t) primal megengedett megoldas
és \(t) és p*(t) dudl megengedett megoldds kozott %.

A tétel bizonyitdsa egyszerii szamolas, az érdekl6dd-hallgatéra
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

LP és belsépontos mdédszerek

LOGARITMIKUS GATFUGGVENY MODSZER:

Kiindul6 1épés: Legyen x() egy erésen megengedett megoldas
// minden egyenl6tlenség szigordan teljesiil.

Legyen t = t(0) = 1.

// a kiindulé gatfiiggvény paramétere.

p(>1).

// egy fix paraméter, a gétfiiggvény paraméter novelési tényezdje.
Centralizalé 1épés: Szamoljuk ki az O optimalizalsi feladat
x*(t) optimalis értékét.

// A centrélis 4t egy pontjat szamoljuk ki.

xt = x*(t)

Kilépési kritérium: Ha % < € akkor ledllunk. Kiilonben t7 = -t
és visszatérunk a centralizald |épésre.

// A centrélis Gt egy kés6bbi (pontosabb) helyével prébalkozunk.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Elméleti kovetkezmények

o A részletek kidolgozasa, az analizis messze meghaladja az el6adés
kereteit. A fentiek lényege csak az otletek felvillantasa volt.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Elméleti kovetkezmények

o A részletek kidolgozasa, az analizis messze meghaladja az el6adés
kereteit. A fentiek lényege csak az otletek felvillantasa volt.

o A részletek kidolgozasa, a numerikus problémadk analizise nagyon
sok optimalizalasi feladat hatékony kezeléséhez vezet. Egy izelito:
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Elméleti kovetkezmények

o A részletek kidolgozasa, az analizis messze meghaladja az el6adés
kereteit. A fentiek lényege csak az otletek felvillantasa volt.

o A részletek kidolgozasa, a numerikus problémadk analizise nagyon
sok optimalizalasi feladat hatékony kezeléséhez vezet. Egy izelito:

Az LP feladat polinomidlis idében megoldhatd.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Elméleti kovetkezmények

o A részletek kidolgozasa, az analizis messze meghaladja az el6adés
kereteit. A fentiek lényege csak az otletek felvillantasa volt.

o A részletek kidolgozasa, a numerikus problémadk analizise nagyon
sok optimalizalasi feladat hatékony kezeléséhez vezet. Egy izelito:

Az LP feladat polinomidlis idében megoldhatd.

e Ezt a tételt mar ldttuk az ellipszoid mddszer targyaldsakor. Ott
megemlitettiik, hogy a bizonyitdsként haszndlt ellipszoid mddszer a
gyakorlatban nem versenyképes a szimplex médszerrel (amely
elméleti szempontbdl nem kielégitd).
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

Elméleti kovetkezmények

o A részletek kidolgozasa, az analizis messze meghaladja az el6adés
kereteit. A fentiek lényege csak az otletek felvillantasa volt.

o A részletek kidolgozasa, a numerikus problémadk analizise nagyon
sok optimalizalasi feladat hatékony kezeléséhez vezet. Egy izelito:

Az LP feladat polinomidlis idében megoldhatd.

e Ezt a tételt mar ldttuk az ellipszoid mddszer targyaldsakor. Ott
megemlitettiik, hogy a bizonyitdsként haszndlt ellipszoid mddszer a
gyakorlatban nem versenyképes a szimplex médszerrel (amely
elméleti szempontbdl nem kielégitd).

e Most azt sugalljuk, hogy a bizonyitas a gatfiiggvény mddszerrel
is bizonyithaté. Megemlitjiik, hogy a fenti mddszer kifinomult
megvaldsitasa bizonyos paraméter értékek esetén versenyképes a
szimplex mddszerrel.
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Minimalizaljuk

cTx-t
Feltéve, hogy

Ax=b

x1G+xC+...+x,C, = D,
méretii) matrixok.

ahol ¢ € R", A € Rk*" a C;, D méatrixok szimmetrikus (£ x ¢

m]

=

DA



Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

2. eset: SDP
Minimalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax=b
x1CG+xC+ ...+ x,Cy = D,

ahol c € R", A € Rk*n 3 Ci, D matrixok szimmetrikus (£ x ¢
méretii) matrixok.

o Az elgjelfeltételek helyett pozitivszemidefinitség feltételiink van.
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Ellipszoid médszer

2. eset: SDP

Belsépontos médszerek

Minimalizaljuk

Feltéve, hogy

ch—t
Ax = b
x1C+xCG+...+x,C, = D,

ahol c € R", A € Rk*n 3 Ci, D matrixok szimmetrikus (£ x ¢

méretii) matrixok.

o Az elgjelfeltételek helyett pozitivszemidefinitség feltételiink van.

o Az egyvaltozd logaritmus fliggvény helyett egy a szimmetrikus
matrixokon értelmezett fliggvényre van sziikségiink.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

2. eset: SDP, a gatfliggvény

Definicié: SDP gatfiiggvény

Legyen S € S§". Ekkor

B(S) = — log det(S).
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

2. eset: SDP, a gatfliggvény

Definicié: SDP gatfiiggvény

Legyen S € S§". Ekkor

B(S) = — log det(S).

e A korabbi gondolatmenetek (belspontos mddszer) és a fenti
gatfuggvény (technikai és Osszetett) Gsszegzésébdl adddik a
kovetkezd tétel.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

2. eset: SDP, a gatfliggvény

Definicié: SDP gatfiiggvény

Legyen S € S8". Ekkor

B(S) = — log det(S).

e A korabbi gondolatmenetek (belspontos mddszer) és a fenti
gatfuggvény (technikai és Osszetett) Gsszegzésébdl adddik a
kovetkez6 tétel. A részletek kidolgozdsa meghaladja eléadasunk
kereteit.
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Ellipszoid médszer Belsépontos médszerek

2. eset: SDP, a gatfliggvény

Definicié: SDP gatfiiggvény
Legyen S € S8". Ekkor

B(S) = — log det(S).

e A korabbi gondolatmenetek (belspontos mddszer) és a fenti
gatfuggvény (technikai és Osszetett) Gsszegzésébdl adddik a
kovetkez6 tétel. A részletek kidolgozdsa meghaladja eléadasunk
kereteit.

Tegyiik fel, hogy adott egy SDP feladat,a mely / inputjdban
raciondlis szamok &llnak. Legyen ||/|| az input leirdsdhoz sziikséges
bitek szama. Adott tovabba egy tetszbleges ¢ > 0 paraméter.
Ekkor létezik olyan algoritmus, amely egy e-szuboptimalis
megoldast taldl és polinomialis ||/||-ben és log(1/€)-ban.
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Koszonom a figyelmet!
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