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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

A tudomanyag

L.V. Kantorovics
(1912-1986)

e Az optimalizdlds a matematika
legkiilonfélébb teriileteinek talalkozasi
pontja, ezért példaul a folytonossig
fogalmara épiilé analitikus meggondolasok
és diszkrét matematikai mddszerek egyardnt
részei az optimalizalasi apparatusnak.

Peter Hajnal Optimalizilds: Példik, SzTE, 2021
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A tudomanyag

L.V. Kantorovics
(1912-1986)

e Az optimalizdlds a matematika
legkiilonfélébb teriileteinek talalkozasi
pontja, ezért példaul a folytonossig
fogalmara épiilé analitikus meggondolasok
és diszkrét matematikai mddszerek egyardnt
részei az optimalizalasi apparatusnak.

e Heterogén jellegét jelzi, hogy a megannyi
természettudomanyos, kozgazdasagi

és informatikai alkalmazas, melyek

alapjat optimalizalasi eredmények képezik.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

A tudomanyag

e Az optimalizdlds a matematika
legkiilonfélébb teriileteinek talalkozasi
pontja, ezért példaul a folytonossig
fogalmara épuld analitikus meggondoldsok
és diszkrét matematikai mddszerek egyarant
részei az optimalizalasi apparatusnak.
e Heterogén jellegét jelzi, hogy a megannyi
természettudomdnyos, kozgazdasigi
L.V. Kantorovics és informatikai alkalmazas, melyek
(1912-1986) alapjat optimalizalasi eredmények képezik.
e Az optimalizalas teriiltén elért attorések —

a széleskorii alkalmazdsnak koszonhetéen — komoly tudomdnyos
elismeréssel jarnak.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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A tudomanyag

L.V. Kantorovics
(1912-1986)

e Az optimalizdlds a matematika
legkiilonfélébb teriileteinek talalkozasi
pontja, ezért példaul a folytonossig
fogalmara épuld analitikus meggondoldsok
és diszkrét matematikai mddszerek egyarant
részei az optimalizalasi apparatusnak.

e Heterogén jellegét jelzi, hogy a megannyi
természettudomdnyos, kozgazdasigi

és informatikai alkalmazas, melyek

alapjat optimalizalasi eredmények képezik.
e Az optimalizalas teriiltén elért attorések —

a széleskorii alkalmazdsnak koszonhetéen — komoly tudomdnyos

elismeréssel jarnak.

e Kantorovics (szovjet matematikus) az optimalis
er6forras-allokacidval kapcsolatos eredményeiért kozgazdasagi
Nobel-dijat kapott 1975-ben.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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e Legyen c: dom (c¢) C R” — R egy adott n-valtozés valds
fliggvény (n € N), melyet célfiiggvénynek neveziink.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Az alapkérdés

e Legyen c: dom (c) C R" — R egy adott n-valtozds valds
fuggvény (n € N), melyet célfiiggvénynek neveziink.

e A dom (c) értelmezési tartomany egy altaldnos elemére az
x = (x1,...,x,)7 jeldlést hasznéljuk.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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fuggvény (n € N), melyet célfiiggvénynek neveziink.

e A dom (c) értelmezési tartomany egy altaldnos elemére az
x = (x1,...,%,)7 jelolést hasznéljuk. FIGYELEM! Az el8ad4s

soran mindvégig oszlopvektorokkal dolgozunk.
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Az alapkérdés

e Legyen c: dom (c) C R" — R egy adott n-valtozds valds
fuggvény (n € N), melyet célfiiggvénynek neveziink.

e A dom (c) értelmezési tartomany egy altaldnos elemére az
x = (x1,...,%,)7 jelolést hasznéljuk. FIGYELEM! Az el8ad4s
soran mindvégig oszlopvektorokkal dolgozunk.

e Az optimalizalas alapfeladata a ¢ célfiiggvény minimalizélasa,
elore kiszabott feltételek mellett.
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Az alapkérdés

e Legyen c: dom (c) C R" — R egy adott n-valtozds valds
fuggvény (n € N), melyet célfiiggvénynek neveziink.

e A dom (c) értelmezési tartomany egy altaldnos elemére az
x = (x1,...,%,)7 jelolést hasznéljuk. FIGYELEM! Az el8ad4s
soran mindvégig oszlopvektorokkal dolgozunk.

e Az optimalizalas alapfeladata a ¢ célfiiggvény minimalizélasa,
elore kiszabott feltételek mellett. Erre a tovabbiakban az alabbi
roviditett irdsmddot hasznaljuk:

Minimalizaljuk c(x)-et

feltéve, hogy x € F,

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizaldsi problémak atfogalmazasa Példak optimalizalasi feladatokra

Az alapkérdés

e Legyen c: dom (c) C R" — R egy adott n-valtozds valds
fuggvény (n € N), melyet célfiiggvénynek neveziink.

e A dom (c) értelmezési tartomany egy altaldnos elemére az
x = (x1,...,%,)7 jelolést hasznéljuk. FIGYELEM! Az el8ad4s
soran mindvégig oszlopvektorokkal dolgozunk.

e Az optimalizalas alapfeladata a ¢ célfiiggvény minimalizélasa,
elore kiszabott feltételek mellett. Erre a tovabbiakban az alabbi
roviditett irdsmddot hasznaljuk:

Minimalizaljuk c(x)-et

feltéve, hogy x € F,

ahol x € dom (c) és F C R" a feltételek altal meghatarozott
tartomany.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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matematikai feltételeket vagy szarmazhatnak fizikai, gazdasagi
kényszerekbdl

Felt
o A kikotések eltérd eredetliek lehetnek: formalizalhatnak
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Feltételek

e A kikotések eltér6 eredetliek lehetnek: formalizalhatnak
matematikai feltételeket vagy szarmazhatnak fizikai, gazdasagi
kényszerekbdl

o A feltételek el6irasdra is tobbféle lehetdség létezik. Itt kettd
megadasi mdédot emlitiink:

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Feltételek

e A kikotések eltér6 eredetliek lehetnek: formalizalhatnak
matematikai feltételeket vagy szarmazhatnak fizikai, gazdasagi
kényszerekbdl

o A feltételek el6irasdra is tobbféle lehetdség létezik. Itt kettd
megadasi mdédot emlitiink:

o Implicit feltételek. Adott x € R" elemrdl egy
algoritmus/ordkulum /szubrutin eldonti, hogy teljesiti-e a
feltételeket:

x = | ALGORITMUS | = j6/rossz (€ F/¢ F)

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Feltételek

e A kikotések eltér6 eredetliek lehetnek: formalizalhatnak
matematikai feltételeket vagy szarmazhatnak fizikai, gazdasagi
kényszerekbdl

o A feltételek el6irasdra is tobbféle lehetdség létezik. Itt kettd
megadasi mdédot emlitiink:

o Implicit feltételek. Adott x € R" elemrdl egy
algoritmus/ordkulum /szubrutin eldonti, hogy teljesiti-e a
feltételeket:

ALGORITMUS | = jé/rossz (€ F/& F)

e Explicit feltételek. Véges sok egyenlet és/vagy egyenlStlenség
irja le a feltételt:

filx) <0, ielk]l:={1,2,...,k},
g(x) =0, jel[d,
ahol tehat f; (i € [k]) és gj (j € [¢]) szintén n-valtozds valds
fuggvények. Ekkor F a fenti rendszer megoldashalmaza.
Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Ertelmezési tartomany, Lehetséges megolddsok

e Az optimalizalasi feladat értelmezési tartomanya a
célfliggvény és a feltételek értelmezési tartomanyanak metszete. Ez
az (1.1) explicit feltételek esetén a

D :=dom (c) N <ﬁdom (ﬁ-)) N <ﬁd0m (gj))
i =

halmaz, amely tehat azon x-eket tartalmazza, amelyekre mind a
célfuggvény, mind pedig a feltételek értelmezettek.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Ertelmezési tartomany, Lehetséges megolddsok

e Az optimalizalasi feladat értelmezési tartomanya a
célfliggvény és a feltételek értelmezési tartomanyanak metszete. Ez
az (1.1) explicit feltételek esetén a

D :=dom (c) N <ﬁldom (ﬁ-)) N <ﬁ1dom (87))
i =

halmaz, amely tehat azon x-eket tartalmazza, amelyekre mind a
célfuggvény, mind pedig a feltételek értelmezettek.

e Lehetséges/megengedett megoldasoknak azon x € D
vektorokat nevezziik, amelyek eleget tesznek a kritériumoknak is,
azaz x € F. Ezen x-ek halmazat L jeloli. Tehat

L:=DNF,
amely (1.1) explicit feltételek esetén
L={xeD:fi(x)<0, gi(x)=0,i¢clk],je [}

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Optimalis érték, optimalis hely

e A feladathoz tartozé optimalis érték
p* = inf c(x) € RU{—o0} U {0},
xeL

ahol az infimum oo, ha a lehetséges megoldasok halmaza lires és
—00, ha a ¢ célfiiggvény a lehetséges megolddsokon tetszblegesen
kicsi értéket is felvesz.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Optimalis érték, optimalis hely

e A feladathoz tartozé optimalis érték
p* = inf c(x) € RU{—o0} U {0},
xeL

ahol az infimum oo, ha a lehetséges megoldasok halmaza lires és

—00, ha a ¢ célfiiggvény a lehetséges megolddsokon tetszblegesen
kicsi értéket is felvesz.
e Egy x* € L vektor optimalis hely, ha ott a célfiiggvény felveszi
az optimalis értéket

c(x*) = p".

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Optimalis érték, optimalis hely

e A feladathoz tartozé optimalis érték
p* = inf c(x) € RU{—o0} U {0},
xeL

ahol az infimum oo, ha a lehetséges megoldasok halmaza lires és
—00, ha a ¢ célfiiggvény a lehetséges megolddsokon tetszblegesen
kicsi értéket is felvesz.
e Egy x* € L vektor optimalis hely, ha ott a célfiiggvény felveszi
az optimalis értéket

c(x*) =p".
e Az x; vektor lokalis optimum, ha annak egy kornyezetének
minden pontjdban c legalabb akkora, mint az x; helyen:

de >0, Vx:||x —xll2 <e esetén c(x;) < c(x),

ahol || ||2 az R"-en értelmezett euklidészi norma,

[ ll2: R" = [0,00), y = |lyll2 := y/yZ + - + y2.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021
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e Azt mondjuk, hogy xo egy e-kozelité megoldas (¢ > 0), ha

c(x0) < p*+e.

it
N
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Kozelito megolddsok

e Azt mondjuk, hogy xo egy e-kozelitd megoldas (¢ > 0), ha

c(x) < p" +e.

e Egy xo vektor e-approximaciés megoldas (¢ > 0), ha

(0 <p” S)e(xo) < (1 +e)p™

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Kozelito megolddsok

e Azt mondjuk, hogy xo egy e-kozelitd megoldas (¢ > 0), ha

c(x) < p" +e.

e Egy xo vektor e-approximaciés megoldas (¢ > 0), ha
(0 <p” <)elx) < (1 +2)p.
e Az c-approximaciés megoldds fenti definicidjaba beleértjiik, hogy

az optimalis érték pozitiv, p* > 0. A negativ optimalis értékii
feladatokban az c(xp) < (1 — g)p* feltételt kell tenniink.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Minimalizaljuk
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feltéve, hogy
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Minimalizaljuk

1
—-et
X
feltéve, hogy

x > 0.

o A célfiiggvény a c(x) = x71 linedris tortfiiggvény, melynek

értelmezési tartomanya dom (¢) =R\ {0}.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa |

1
Minimalizaljuk —-et
X

feltéve, hogy x > 0.

e A célfiiggvény a c(x) = x~ ! linedris tortfiiggvény, melynek
értelmezési tartomanya dom (c) = R\ {0}. Az explicit feltételt
egyetlen egyenlStlenség adja, nevezetesen fi(x) = —x < 0, ezért
k=1,¢=0.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa |

1
Minimalizaljuk —-et
X

feltéve, hogy x > 0.

e A célfiiggvény a c(x) = x~ ! linedris tortfiiggvény, melynek
értelmezési tartomanya dom (c) = R\ {0}. Az explicit feltételt

egyetlen egyenlStlenség adja, nevezetesen fi(x) = —x < 0, ezért
k=1,¢=0. Mivel dom (f;) =R, igy a feladat értelmezési
tartomdnya

D =R\ {0}.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa |

1
Minimalizaljuk —-et
X

feltéve, hogy x > 0.

e A célfiiggvény a c(x) = x~ ! linedris tortfiiggvény, melynek
értelmezési tartomanya dom (c) = R\ {0}. Az explicit feltételt

egyetlen egyenlStlenség adja, nevezetesen fi(x) = —x < 0, ezért
k=1,¢=0. Mivel dom (f;) =R, igy a feladat értelmezési
tartomdnya

D =R\ {0}.

Ebbdl [dthatd, hogy a lehetséges megolddsok halmaza az
L =Rsp :=(0,00) =]0.00]

nyilt intervallum.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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e Mivel az x € £ megengedett megoldasokon felvett
fuggvényértékek infimuma zérd, ezért

p*=0.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa | (folytatas)

e Mivel az x € £ megengedett megolddsokon felvett
fuggvényértékek infimuma zérd, ezért

e Azonban nem létezik olyan x € L, amelyen c felveszi ezt az
értéket, tehdt optimdlis hely nincs.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa | (folytatas)

e Mivel az x € £ megengedett megolddsokon felvett
fuggvényértékek infimuma zérd, ezért

e Azonban nem létezik olyan x € L, amelyen c felveszi ezt az
értéket, tehdt optimdlis hely nincs.

o Megjegyezziik, hogy barmely ¢ > 0 esetén az xg > £~ szamok
e-kozelité megoldasok.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa | (folytatas)

e Mivel az x € £ megengedett megolddsokon felvett
fuggvényértékek infimuma zérd, ezért

e Azonban nem létezik olyan x € L, amelyen c felveszi ezt az
értéket, tehdt optimdlis hely nincs.

o Megjegyezziik, hogy barmely ¢ > 0 esetén az xg > £~ szamok
e-kozelité megoldasok.

e Viszont e-approximdlé megoldasok nem léteznek.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Minimalizaljuk

x log x-et

«Or «Fr «E»r < o



Minimalizaljuk

X log x-et
e Most nincsenek feltételek kiszabva, azaz F = R.

«0O0>» «F»r» «=» « Q>



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa Il

Minimalizaljuk x log x-et

e Most nincsenek feltételek kiszabva, azaz F = R.
e llyenkor azt mondjuk, hogy egy globdlis optimalizaldsi problémat
tekinttnk.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa Il

Minimalizaljuk x log x-et

e Most nincsenek feltételek kiszabva, azaz F = R.

e llyenkor azt mondjuk, hogy egy globdlis optimalizaldsi problémat
tekintiink.

o A célfiiggvény differencidlhatd értelmezési tartomanyan. Az
optimalizalas a kalkulus kurzus standard része:

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa Il

Minimalizaljuk x log x-et

e Most nincsenek feltételek kiszabva, azaz F = R.

e llyenkor azt mondjuk, hogy egy globdlis optimalizaldsi problémat
tekintuink.

o A célfiiggvény differencidlhatd értelmezési tartomanyan. Az
optimalizalads a kalkulus kurzus standard része: A c(x) = x log x
egyvaltozds célfiiggvény értelmezési tartomanya dom (c) = R-o.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa Il

Minimalizaljuk x log x-et

e Most nincsenek feltételek kiszabva, azaz F = R.

e llyenkor azt mondjuk, hogy egy globdlis optimalizaldsi problémat
tekintuink.

o A célfiiggvény differencidlhatd értelmezési tartomanyan. Az
optimalizalads a kalkulus kurzus standard része: A c(x) = x log x
egyvaltozds célfiiggvény értelmezési tartomanya dom (c) = R-o.
Mivel feltétel nincs, ezért

L=DNF =D =dom (c) =Ryyo.

Az optimalis értéket példdul elemi fliggvénydiszkusszidt elvégezve
allapithatjuk meg.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa Il

Minimalizaljuk x log x-et

e Most nincsenek feltételek kiszabva, azaz F = R.

e llyenkor azt mondjuk, hogy egy globdlis optimalizaldsi problémat
tekintuink.

o A célfiiggvény differencidlhatd értelmezési tartomanyan. Az
optimalizalads a kalkulus kurzus standard része: A c(x) = x log x
egyvaltozds célfiiggvény értelmezési tartomanya dom (c) = R-o.
Mivel feltétel nincs, ezért

L=DNF =D =dom (c) =Ryyo.

Az optimalis értéket példdul elemi fliggvénydiszkusszidt elvégezve
allapithatjuk meg.
e Eredményiil kapjuk, hogy

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazisa Példak optimalizalasi feladatokra

Alakitsuk 4t optimalizaslasi problémankat

e Egy megértett optimalizalasi probléma esetén tobb lehetdség van
annak formalizalasara.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alakitsuk 4t optimalizaslasi problémankat

e Egy megértett optimalizalasi probléma esetén tobb lehetdség van
annak formalizalasara.

e Masképpen fogalmazva egy formalizalt optimalizaldsi probléma
gyakran dtfogalmazhaté gy, hogy ugyanazt a problémat irja le.

e Ezek az atirdsok az eredetivel ekvivalens problémahoz
vezethetnek. Azonban ugyaznazon probléma kissé eltéré alakjai
kozt lényeges kiilonbség lehet.

e Ekvivalens atalakitds alatt olyan formilis atlalakitast értiink,
hogy barmelyik feladat optimdlis értéke/helye a masik feladat
optimalis értéke/helye alapjdn konnyen megadhaté.
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Alakitsuk 4t optimalizaslasi problémankat

e Egy megértett optimalizalasi probléma esetén tobb lehetdség van
annak formalizalasara.

e Masképpen fogalmazva egy formalizalt optimalizaldsi probléma
gyakran dtfogalmazhaté gy, hogy ugyanazt a problémat irja le.

e Ezek az atirdsok az eredetivel ekvivalens problémahoz
vezethetnek. Azonban ugyaznazon probléma kissé eltéré alakjai
kozt lényeges kiilonbség lehet.

e Ekvivalens atalakitds alatt olyan formilis atlalakitast értiink,
hogy barmelyik feladat optimdlis értéke/helye a masik feladat
optimalis értéke/helye alapjdn konnyen megadhaté.

e Most (a teljesség igénye nélkiil) néhdny lehetéségét megemlitiink.

Peter Hajnal Optimalizalads: Példak, SzTE, 2021
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Atala
Maximalizaljuk

c(x)-et
feltéve, hogy xeF =
Minimalizljuk —c(x)-et
feltéve, hogy xeF

o 5
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazisa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: Min/max csere

Maximalizaljuk c(x)-et

feltéve, hogy xeF =
Minimalizaljuk —c(x)-et
feltéve, hogy xeF

e A minimalizalasi probléma egy optimalis pontja egyben a
maximalizalasi problémanak is optimalis pontja.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazisa

Atalakitasok: Min/max csere

Példak optimalizalasi feladatokra

Maximalizaljuk c(x)-et

feltéve, hogy xeF

Minimalizaljuk

feltéve, hogy

—c(x)-et
xeF

e A minimalizalasi probléma egy optimalis pontja egyben a
maximalizalasi problémanak is optimalis pontja.

e Ha a mimimalizalasi probléma optimalis értékét ismerjiik, akkor
annak ellentettje lesz a maximalizaldsi probléma optimalis értéke.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazisa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitisok: A feltételek ekvivalens &tirdsa

o A kozépiskoldban mar lattunk
formuldk /egyenlStlenségek /egyenlségek ekvivalens atalakitasait.
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%go — x1 <0.
x2+1
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Atalakitisok: A feltételek ekvivalens &tirdsa

o A kozépiskoldban mar lattunk
formuldk /egyenlStlenségek /egyenlségek ekvivalens atalakitasait.

o A feltételeinknél ezeket természetesen felhasznalhatjuk.

%go — x1 <0.
x2+1

(X1 +X2)2 <0 — (X1 —I—Xg)z =0 <= x1+x=0.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak

Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa

Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: egyenldtlenségek helyettesitése

el6jelfeltételekkel:

Minimalizaljuk

feltéve, hogy

Minimalizaljuk

feltéve, hogy

Peter Hajnal

Optimalizalds: Példik, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: egyenldtlenségek helyettesitése
el6jelfeltételekkel:

Minimalizaljuk c(x)-et
feltéve, hogy fi(x) <0
gi(x)=0
Minimalizaljuk c(x)-et
feltéve, hogy fi(x)+s =0
gi(x) =0
s55>0

e A bevezetett s; valtozdk neve , slack valtozok™ .

Peter Hajnal Optimalizalas: Példak, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazisa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitisok: A linedris egyenl8ségek kikiiszobolése

o Az Ax = b linedris egyenl6ségrendszer megolddsa alap algebra
tananyag.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Atalakitisok: A linedris egyenl8ségek kikiiszobdlése

o Az Ax = b linedris egyenl6ségrendszer megolddsa alap algebra
tananyag. Az altaldnos megoldds x = xg + Fy alakban irhatd, ahol
Xp egy tetszbleges megoldds, mig F oszlopai az Ax =0
egyenletrendszer altal leirt linedris altér egy generald rendszere. Ha
F-nek s oszlopa van, akkor y € R®.
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Atalakitisok: A linedris egyenl8ségek kikiiszobdlése

o Az Ax = b linedris egyenl6ségrendszer megolddsa alap algebra
tananyag. Az altaldnos megoldds x = xg + Fy alakban irhatd, ahol
Xp egy tetszbleges megoldds, mig F oszlopai az Ax =0
egyenletrendszer altal leirt linedris altér egy generald rendszere. Ha
F-nek s oszlopa van, akkor y € R®.

® xp és F meghatarozdsa hatékonyan megteheto.

Minimalizaljuk c(x)-et

feltéve, hogy fi(x) <0
Ax=b =

Minimalizaljuk c(xo + Fy)-et

feltéve, hogy fi(xo+ Fy) <0

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fuggvénybe

e Legyen m: R — R egy szigortian monoton fiiggvény range c-n
(a célfiiggvény altal felvett értékek halmazan).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fuggvénybe

e Legyen m: R — R egy szigortian monoton fiiggvény range c-n
(a célfiiggvény altal felvett értékek halmazan).

e Ekkor
Minimalizéljuk c(x)-et
feltéve, hogy xeF =
Minimalizaljuk m(c(x))-et
feltéve, hogy x e F

Peter Hajnal Optimalizalads: Példak, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fuggvénybe: Példa

Minimalizaljuk || x]|2-et

feltéve, hogy xeF =
Minimalizaljuk [|x||3-et
feltéve, hogy xeF

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fuggvénybe: Példa

Minimalizaljuk || x]|2-et

feltéve, hogy xeF =
Minimalizaljuk [|x||3-et
feltéve, hogy xeF

e Fenti esetben range ¢ = Rxg, ahol az m(x) = x? fiiggvény
monoton.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa

Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton

fuggvénybe: Példa

Minimalizaljuk

feltéve, hogy

[Ix][2-et

xeF

Minimalizaljuk

feltéve, hogy

Ix[13-et

x e F

e Fenti esetben range ¢ = Rxg, ahol az m(x) = x? fiiggvény

monoton.

e Minimalis véltoztatdst eszkozoltiink, de az () célfiiggvény

differencialhaté.

Peter Hajnal

Optimalizalds: Példik, SzTE, 2021

Példak optimalizalasi feladatokra




Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fuggvénybe: Példa

Minimalizaljuk || x]|2-et

feltéve, hogy xeF =
Minimalizaljuk [|x||3-et
feltéve, hogy xeF

e Fenti esetben range ¢ = Rxg, ahol az m(x) = x? fiiggvény
monoton.

e Minimalis véltoztatdst eszkozoltiink, de az () célfiiggvény
differencidlhaté. Latni fogjuk, hogy egy ilyen , kis" elény nagyon
jelent6s lehet.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fuggvénybe: Egy Osszetettebb példa

Maximalizdljuk  x1x2 + xox3 + x3x1-€t.

feltéve, hogy  x1 + x2 + x3 = 100,

X1, Xx2,x3 > 0.

2 2 2
Minimalizaljuk \/@—et.

feltéve, hogy W — 17%)0,

X1, Xx2,x3 > 0.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fuggvénybe: Egy Osszetettebb példa

Maximalizdljuk  x1x2 + xox3 + x3x1-€t.

feltéve, hogy  x1 + x2 + x3 = 100,

X1, Xx2,x3 > 0.

2 2 2
Minimalizaljuk \/@—et.

feltéve, hogy W — 17%)0,

X1, Xx2,x3 > 0.

o A két feltételrendszer nyilvan ekvivalens.

Peter Hajnal Optimalizélas: Példak, SzTE, 2021
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Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fliggvénybe: Egy Osszetettebb példa (folytatas)

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fliggvénybe: Egy Osszetettebb példa (folytatas)

o A két célfliggvény: ci(x1,x2,x3) = x1x2 + xox3 + x3x1, illetve

X2 4-x24x2
ca(x1, X2, x3) = \/ 25—

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fliggvénybe: Egy Osszetettebb példa (folytatas)

o A két célfliggvény: ci(x1,x2,x3) = x1x2 + xox3 + x3x1, illetve
X2 4+x24-x2

ca(x1, X2, x3) = \/ 25—

e A kapcsolat nyilvanvalé (a feltételek teljesiilése esetén):

3C22 +2c = (Xl + X2 + X3)2 = 100°.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fliggvénybe: Egy Osszetettebb példa (folytatas)

o A két célfliggvény: ci(x1,x2,x3) = x1x2 + xox3 + x3x1, illetve
X2 4-x24x2
ca(x1, X2, x3) = \/ 25—

e A kapcsolat nyilvanvalé (a feltételek teljesiilése esetén):
3C22 +2¢ = (Xl =+ X0 + X3)2 = 1002.

e ¢; maximalizdldsa helyett attérhetiink 100% — 2¢; = 3C22
minimalizaldsara.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fliggvénybe: Egy Osszetettebb példa (folytatas)

o A két célfliggvény: ci(x1,x2,x3) = x1x2 + xox3 + x3x1, illetve
X2 4+x24-x2
ca(x1, X2, x3) = \/ 25—
e A kapcsolat nyilvanvalé (a feltételek teljesiilése esetén):
3C22 +2¢ = (X1 =+ X0 + X3)2 = 1002.

e ¢; maximalizdldsa helyett attérhetiink 100% — 2¢; = 3C22

minimalizaldsdra. Majd itt alkalmazhatjuk az m(x) = /3

szigordan monoton fliggvényt (az Uj célfiiggvény altal felvett
nemnegativ értékek halmazan) az aktudlis célfiiggvényre.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fliggvénybe: Egy Osszetettebb példa (folytatas)

o A két célfliggvény: ci(x1,x2,x3) = x1x2 + xox3 + x3x1, illetve

X2 4-x24x2
ca(x1, X2, x3) = \/ 25—

e A kapcsolat nyilvanvalé (a feltételek teljesiilése esetén):

3C22 +2c = (X1 + X2 + X3)2 = 100°.

e ¢; maximalizdldsa helyett attérhetiink 100% — 2¢; = 3C22
minimalizaldsdra. Majd itt alkalmazhatjuk az m(x) = /3
szigordan monoton fliggvényt (az Uj célfiiggvény altal felvett
nemnegativ értékek halmazan) az aktudlis célfiiggvényre. I/gy a

fenti masodik alakot kapjuk.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021
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Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fliggvénybe: Egy Osszetettebb példa (folytatas)

o A két célfliggvény: ci(x1,x2,x3) = x1x2 + xox3 + x3x1, illetve

X2 4-x24x2
ca(x1, X2, x3) = \/ 25—

e A kapcsolat nyilvanvalé (a feltételek teljesiilése esetén):

3C22 +2c = (X1 + X2 + X3)2 = 100°.

e ¢; maximalizdldsa helyett attérhetiink 100% — 2¢; = 3C22
minimalizaldsdra. Majd itt alkalmazhatjuk az m(x) = /3
szigordan monoton fliggvényt (az Uj célfiiggvény altal felvett
nemnegativ értékek halmazan) az aktudlis célfiiggvényre. I/gy a

fenti masodik alakot kapjuk.

e Az (j alak elénye nyilvanvald.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fliggvénybe: Egy Osszetettebb példa (folytatas)

o A két célfliggvény: ci(x1,x2,x3) = x1x2 + xox3 + x3x1, illetve
X2 4+x24-x2

ca(x1, X2, x3) = \/ 25—

e A kapcsolat nyilvanvalé (a feltételek teljesiilése esetén):

3C22 +2c = (X1 + X2 + X3)2 = 100°.

e ¢; maximalizdldsa helyett attérhetiink 100% — 2¢; = 3C22
minimalizaldsdra. Majd itt alkalmazhatjuk az m(x) = /3
szigordan monoton fliggvényt (az Uj célfiiggvény altal felvett
nemnegativ értékek halmazan) az aktudlis célfiiggvényre. I/gy a

fenti masodik alakot kapjuk.

e Az (j alak elénye nyilvdnvald. A négyzetes kozepet kell
minimalizalni adott szdmtani kozép érték esetén.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021
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Atalakitasok: A célfiggvény helyettesitése egy monoton
fliggvénybe: Egy Osszetettebb példa (folytatas)

o A két célfliggvény: ci(x1,x2,x3) = x1x2 + xox3 + x3x1, illetve
X2 4+x24-x2
ca(x1, X2, x3) = \/ 25—
e A kapcsolat nyilvanvalé (a feltételek teljesiilése esetén):
3C22 +2¢ = (X1 =+ X0 + X3)2 = 1002.

e ¢; maximalizdldsa helyett attérhetiink 100% — 2¢; = 3C22
minimalizaldsdra. Majd itt alkalmazhatjuk az m(x) = /3
szigordan monoton fliggvényt (az Uj célfiiggvény altal felvett
nemnegativ értékek halmazan) az aktudlis célfiiggvényre. I/gy a

fenti masodik alakot kapjuk.

e Az (j alak elénye nyilvdnvald. A négyzetes kozepet kell
minimalizalni adott szamtani kozép érték esetén. A szamtani és
négyzetes kozép kozotti egyenlbtlenség alapjan elemi

matematikdval megvalaszolhaté az optimalizalasi kérdés:
Peter Hajnal Optimalizalads: Példak, SzTE, 2021
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Szunet

YL

S
‘4 nm)

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Szoveges példak vs az alapproblémank

e Az el6addssorozatban tobbszor Iatni fogunk olyan feladatot,
amely formalizadlasa okozza a legtobb problémat.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Szoveges példak vs az alapproblémank

e Az el6addssorozatban tobbszor Iatni fogunk olyan feladatot,
amely formalizadlasa okozza a legtobb problémat.

e A gyakorlatban nem formalizalt problémakat kapunk. Beszélniink
kell az alkalmazéval. Meg kell érteniink nyelvezetét, gondolkozasat.
Eseteg tanulnunk kell fizikat, kémiat, biolégiat ahhoz hogy
egyenléségeket, egyenlbtlenségeket lassunk magunk elott.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Szoveges példak vs az alapproblémank

e Az el6addssorozatban tobbszor Iatni fogunk olyan feladatot,
amely formalizadlasa okozza a legtobb problémat.

e A gyakorlatban nem formalizalt problémakat kapunk. Beszélniink
kell az alkalmazéval. Meg kell érteniink nyelvezetét, gondolkozasat.
Eseteg tanulnunk kell fizikat, kémiat, biolégiat ahhoz hogy
egyenléségeket, egyenlbtlenségeket lassunk magunk elott.

e Gyakran a formalis leirdshoz sziikségesek a matematikai otletek.
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e Az el6addssorozatban tobbszor Iatni fogunk olyan feladatot,
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egyenléségeket, egyenlbtlenségeket lassunk magunk elott.
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e Gyakran egy j6, szerencsés formalizalds utan az optimalizaldsi
algoritmus mar készen var.
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Alapfogalmak Optimalizaldsi problémak atfogalmazasa Példak optimalizalasi feladatokra

Szoveges példak vs az alapproblémank

e Az el6addssorozatban tobbszor Iatni fogunk olyan feladatot,
amely formalizadlasa okozza a legtobb problémat.

e A gyakorlatban nem formalizalt problémakat kapunk. Beszélniink
kell az alkalmazéval. Meg kell érteniink nyelvezetét, gondolkozasat.
Eseteg tanulnunk kell fizikat, kémiat, biolégiat ahhoz hogy
egyenléségeket, egyenlbtlenségeket lassunk magunk elott.

e Gyakran a formalis leirdshoz sziikségesek a matematikai otletek.

e Gyakran egy j6, szerencsés formalizalds utan az optimalizaldsi
algoritmus mar készen var.

e Az aldbbiakban néhany bevezet6 példat mutatunk az
alapfogalmakra, illetve elemi formalizalasi trikkkokre.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa |

Tegylik fel, hogy a lehetd legnagyobb téglalap alaki tartomanyt
szeretnék bekeriteni 100 m hosszu keritéssel tgy, hogy a terlilet
egyik oldalat egy fal képezi.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa |

Tegyiik fel, hogy a leheté legnagyobb téglalap alakd tartomanyt
szeretnék bekeriteni 100 m hosszu keritéssel tgy, hogy a terlilet
egyik oldalat egy fal képezi.

A
Y

Xy

Peter Hajnal Optimalizlds: Példik, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa | (folytatas)

e Ez a probléma a kovetkezoképpen irhaté le optimalizalasi
feladatként:

Maximalizaljuk X1 Xo-t
feltéve, hogy x1 + 2x» = 100,
X1, X2 > 0.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa | (folytatas)

e Ez a probléma a kovetkezoképpen irhaté le optimalizalasi
feladatként:

Maximalizaljuk X1 Xo-t
feltéve, hogy x1 + 2x» = 100,
X1, X2 > 0.

e Nyilvdnvald, hogy a c(x1,x2) = x1xo célfiiggvény az egész R?
sikon értelmezett és

fi(x1,x2) = —x1, (X1, x2) = —x2, g1(x1, X2) = x1 + 2x2 — 100,
ezért D =R? és L = RZO X Rzo.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa | (folytatas)

e Ez a probléma a kovetkezoképpen irhaté le optimalizalasi
feladatként:

Maximalizaljuk X1 Xo-t
feltéve, hogy x1 + 2x» = 100,
X1, X2 > 0.

e Nyilvdnvald, hogy a c(x1,x2) = x1xo célfiiggvény az egész R?
sikon értelmezett és

fi(x1,x2) = —x1, (X1, x2) = —x2, g1(x1, X2) = x1 + 2x2 — 100,
ezért D =R? és L = RZO X Rzo.

e Alkalmazva a szamtani és mértani kozepek kozotti
egyenlGtlenséget és a feltételeket figyelembe véve adddik, hogy

2
50 = % > Vxa)  (20).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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e Ebbdl négyzetre emeléssel kapjuk, hogy

2500 > 2x1x0 = 2¢(x1, X2),

vagyis a célfuggvény feliilrdl korldtos: c(x1,x2) < 1250.

o 5

DA



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa | (folytatas)

e Ebbol négyzetre emeléssel kapjuk, hogy
2500 Z 2X1X2 = 2C(X1,X2),

vagyis a célfuggvény feliilrdl korldtos: c(x1,x2) < 1250.

e Mivel x* = (50,25) € L egy lehetséges megoldas, ahol ¢ eléri ezt
a korlatot, igy p* = 1250.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa | (folytatas)

e Ebbol négyzetre emeléssel kapjuk, hogy
2500 Z 2X1X2 = 2C(X1,X2),

vagyis a célfuggvény feliilrdl korldtos: c(x1,x2) < 1250.

e Mivel x* = (50,25) € L egy lehetséges megoldas, ahol ¢ eléri ezt
a korlatot, igy p* = 1250.

e A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenségben az
egyenléség esetének analizise jol is mert.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021
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Példa | (folytatas)

e Ebbol négyzetre emeléssel kapjuk, hogy
2500 Z 2X1X2 = 2C(X1,X2),

vagyis a célfuggvény feliilrdl korldtos: c(x1,x2) < 1250.

e Mivel x* = (50,25) € L egy lehetséges megoldas, ahol ¢ eléri ezt
a korlatot, igy p* = 1250.

e A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenségben az
egyenlOség esetének analizise j6l is mert. Ez alapjan (50,25) nem
csak egy optimdlis hely. (50,25) az EGYETLEN optimalis hely.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Il

Tegylik fel, hogy egy lovas egy egyenesen haladé folyd egyik
oldalan taldlhaté A pontbdl az ugyanazon oldalon 1évé B pontba
szeretne eljutni, de kozben a lovat is meg szeretné itatni. Melyik a
legrovidebb ilyen Gt?

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa Il

Tegylik fel, hogy egy lovas egy egyenesen haladé folyd egyik
oldalan taldlhaté A pontbdl az ugyanazon oldalon 1évé B pontba
szeretne eljutni, de kozben a lovat is meg szeretné itatni. Melyik a
legrovidebb ilyen Gt?

lm\

B

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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éran.

e A feladattal mar altaldnos iskoldban taldlkozhattunk geometria

it
N

«0O0>» «F»r» «=» « Q>



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Il: A megoldas

e A feladattal mar 4ltalanos iskolaban taldlkozhattunk geometria
oran.

e Legyen t azon folyépart egyenese, amelyik oldalon lovasunk van.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Il: A megoldas

e A feladattal mar 4ltalanos iskolaban taldlkozhattunk geometria
oran.

e Legyen t azon folyépart egyenese, amelyik oldalon lovasunk van.

e Legyen M az itatds pontja. Tetszbleges lehetséges megoldas
esetén a lovas palydjanak AM szakaszat meghagyva, majd a
késObbi szakaszt t-re tiikrozve egy olyan palyat kapunk, ami A-bdl,
B’-be vezet (B’ a B pont tiikorképe t-re).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa Il: A megoldas

e A feladattal mar 4ltalanos iskolaban taldlkozhattunk geometria
oran.

e Legyen t azon folyépart egyenese, amelyik oldalon lovasunk van.

e Legyen M az itatds pontja. Tetszbleges lehetséges megoldas
esetén a lovas palydjanak AM szakaszat meghagyva, majd a
késObbi szakaszt t-re tiikrozve egy olyan palyat kapunk, ami A-bdl,
B’-be vezet (B’ a B pont tiikdrképe t-re). A médositott palya
hossza a tetszélegesen valasztott lehetséges megoldas

hossza /koltsége.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizaldsi problémak atfogalmazasa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa Il: A megoldas

e A feladattal mar 4ltalanos iskolaban taldlkozhattunk geometria
oran.
e Legyen t azon folyépart egyenese, amelyik oldalon lovasunk van.

e Legyen M az itatds pontja. Tetszbleges lehetséges megoldas
esetén a lovas palydjanak AM szakaszat meghagyva, majd a
késObbi szakaszt t-re tiikrozve egy olyan palyat kapunk, ami A-bdl,
B’-be vezet (B’ a B pont tiikdrképe t-re). A médositott palya
hossza a tetszélegesen valasztott lehetséges megoldas

hossza /koltsége.

e A médositott palydk kozott nyilvdn az AB’ szakasz bejardsa az
optimalis. Azaz t és az AB’ szakasz M metszéspontja az
»optimalis itatd hely”.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizaldsi problémak atfogalmazasa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa Il: A megoldas

e A feladattal mar 4ltalanos iskolaban taldlkozhattunk geometria
oran.
e Legyen t azon folyépart egyenese, amelyik oldalon lovasunk van.

e Legyen M az itatds pontja. Tetszbleges lehetséges megoldas
esetén a lovas palydjanak AM szakaszat meghagyva, majd a
késObbi szakaszt t-re tiikrozve egy olyan palyat kapunk, ami A-bdl,
B’-be vezet (B’ a B pont tiikdrképe t-re). A médositott palya
hossza a tetszélegesen valasztott lehetséges megoldas

hossza /koltsége.

e A médositott palydk kozott nyilvdn az AB’ szakasz bejardsa az
optimalis. Azaz t és az AB’ szakasz M metszéspontja az
»optimalis itatd hely”.

o |lde A-bdl egyenes Uton érkezve, majd B-be ugyancsak egyenes
mentén haladva lesz legrovidebb a pélydja a feladatbeli lovasnak.

Peter Hajnal Optimalizalas: Példak, SzTE, 2021
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e A formalizalt optimalizaldsi feladatot tobbféleképpen is
felirhatjuk.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Il: A formalizalds

e A formalizalt optimalizaldsi feladatot tobbféleképpen is
felirhatjuk.

e Egy lehet8ség, ha derékszogii koordinatdkat vezetiink be (példaul
a lovas feldli folyépart az x tengely).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Il: A formalizalds

e A formalizalt optimalizaldsi feladatot tobbféleképpen is
felirhatjuk.

e Egy lehet8ség, ha derékszogii koordinatdkat vezetiink be (példaul
a lovas feldli folyépart az x tengely).

e Feladatunk azon M(x*,0) pont keresése, amelyre az AM, MB
szakaszok hosszanak 0sszege minimilis.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Il: A formalizalds

e A formalizalt optimalizaldsi feladatot tobbféleképpen is
felirhatjuk.

e Egy lehet8ség, ha derékszogii koordinatdkat vezetiink be (példaul
a lovas feldli folyépart az x tengely).

e Feladatunk azon M(x*,0) pont keresése, amelyre az AM, MB
szakaszok hosszanak 0sszege minimilis.

e Hiszen nyilvanvald, hogy ha A és M vagy M és B pontok kozott
nem egyenes szakaszon mozog a lovas, akkor pdlydja nem
optimalis.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizaldsi problémak atfogalmazasa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa Il: A formalizalds

e A formalizalt optimalizaldsi feladatot tobbféleképpen is
felirhatjuk.

e Egy lehet8ség, ha derékszogii koordinatdkat vezetiink be (példaul
a lovas feldli folyépart az x tengely).

e Feladatunk azon M(x*,0) pont keresése, amelyre az AM, MB
szakaszok hosszanak 0sszege minimilis.

e Hiszen nyilvanvald, hogy ha A és M vagy M és B pontok kozott
nem egyenes szakaszon mozog a lovas, akkor pdlydja nem
optimalis.

e Tehat adott A(ai, a2) és B(bi, by) esetén a feladat az alabbi
médon fogalmazhaté meg:

Minimalizaljuk \/(31 —x)2+ a3+ \/(bl — x)? + ba-et.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Il

Az x1 + x2 + x3 = 100 egyenletii sik mely pontjdnak minimalis az
origdtdl mért tavolsaga?

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Il

Az x1 + x2 + x3 = 100 egyenletii sik mely pontjdnak minimalis az
origdtdl mért tavolsaga?

e Vegylik észre, hogy a tdvolsdg helyett irhatjuk tavolsig

%—szeresét is.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Il

Az x1 + x2 + x3 = 100 egyenletii sik mely pontjdnak minimalis az
origdtdl mért tavolsaga?

e Vegylik észre, hogy a tdvolsdg helyett irhatjuk tavolsig
%—szeresét is.

e A formalizdlas (egy kordbbi példdval megegyezben) lehet a

kovetkezo:
2 2 2
Minimalizaliok /25 et

feltéve, hogy Aot — 100,

X1, X2,x3 > 0.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Ill (folytatas)

A szamtani és a négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget
hasznaljuk fel az eredeti optimalis érték becslésére:

\/TC(X): /X12+X22+X§ > X1+ X2 + X3 :@'
3 3 3 3

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Ill (folytatas)

A szamtani és a négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget
hasznaljuk fel az eredeti optimalis érték becslésére:

\/TC(X): /X12+X22+X§ > X1+ X2 + X3 :@'
3 3 3 3

100
p* > \/57.

o Azaz

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Ill (folytatas)

A szamtani és a négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget
hasznaljuk fel az eredeti optimalis érték becslésére:

\/TC(X): /X12+X22—|-X§ > X1+ X2 + X3 _ 100'
3 3 3 3

o Azaz 100
p* > V3—.
3
o Tovébb3 a korldt elérhetd, ha x; = x; = x3 = 132 (és csak
ekkor).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Ill (folytatas)

A szamtani és a négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget
hasznaljuk fel az eredeti optimalis érték becslésére:

\/Tc(x): /X12+X22+X32 > X1+ X2 + X3 :@'
3 3 3 3

100
p* > V3—.
3
e Tovdbbd a korldt elérhetd, ha x; = xp = x3 = 5~ (és csak
ekkor). Tehat a feladat egyetlen optimalis helye
. 100 100 100
xX=(——,—,— |.
37373

o Azaz

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa Ill (folytatas)

A szamtani és a négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenséget
hasznaljuk fel az eredeti optimalis érték becslésére:

\/Tc(x): /X12+X22+X32 > X1+ X2 + X3 :@'
3 3 3 3

100
p* > V3—.
3
e Tovdbbd a korldt elérhetd, ha x; = xp = x3 = 5~ (és csak
ekkor). Tehat a feladat egyetlen optimalis helye
. 100 100 100
xX=(——,—,— |.
37373

o Azaz

e Tovabba optimalis értéke
100
3

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IV

Mekkora a legnagyobb felszinli (téglatest alakii) doboz, amelyet
egy 400 cm-es madzaggal 4t tudunk kotni (a mellékelt dbranak
megfelelé médon)?

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IV

Mekkora a legnagyobb felszinli (téglatest alakii) doboz, amelyet
egy 400 cm-es madzaggal 4t tudunk kotni (a mellékelt dbranak
megfelelé médon)?

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IV: Formalizalds

A formalizalas nyilvanvalé:

Maximalizaljuk 2x1X0 + 2x0x3 + 2x3x1-€t
feltéve, hogy 4x1 + 4x2 + 4x3 = 400,

X1, X2, x3 > 0.

A kordbbiak alapjan ez ekvivalens feladat az el6zével. Az
ekvivalencia Gjbdli meggondoladsa adja, hogy az optimélis hely
azonos az el6zo feladat optimalis helyével.

o (100 100 100
~\ 37373 )
Ebbél az eredeti feladat optimalis értéke
20000

p* = c(x*) = —3

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa V

A 100 pontt 3-részes egyszerii grafok koziil melyeknek maximalis
az élszdma?

Peter Hajnal Optimalizlds: Példik, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa V

A 100 pontu 3-részes egyszerii grafok koziil melyeknek maximalis
az élszdma?

e Ezzel a feladattal Kombinatorika kurzuson a Turdn-tétel kapcsan
taldlkoztunk.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa V

A 100 pontu 3-részes egyszerii grafok koziil melyeknek maximalis
az élszdma?

e Ezzel a feladattal Kombinatorika kurzuson a Turdn-tétel kapcsan
taldlkoztunk. Ha a harom rész méretét rendre x1, xo és x3 jeloli és
éliink a természetes észrevétellel, hogy teljes 3-részes grafok kozott
keressiik az optimalist, akkor a feladat a kovetkezé:

Maximalizaljuk X1X2 + Xox3 + x3x1-€t
feltéve, hogy x1 + xo + x3 = 100,
X1, X2,x3 > 0,

X1, X2, X3 € Z.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa V (folytatas)

e Mivel F egy nemiires véges halmaz, igy a lehetséges megoldasok
kozott biztosan létezik x* optimalis hely, p* € R optimalis értékkel.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa V (folytatas)

e Mivel F egy nemiires véges halmaz, igy a lehetséges megoldasok
kozott biztosan létezik x* optimalis hely, p* € R optimalis értékkel.

o A feltételbdl az is Iathatd, hogy ha (x1, x2, x3) egy lehetséges
megoldas, akkor példaul (x; — 1, xo + 1, x3) is lehetséges megoldas
(feltéve, hogy x; > 1).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa V (folytatas)

e Mivel F egy nemiires véges halmaz, igy a lehetséges megoldasok
kozott biztosan létezik x* optimalis hely, p* € R optimalis értékkel.

o A feltételbdl az is Iathatd, hogy ha (x1, x2, x3) egy lehetséges
megoldas, akkor példaul (x; — 1, xo + 1, x3) is lehetséges megoldas
(feltéve, hogy x; > 1).

e Ha x1 > xo 4+ 2, akkor az utdbbi helyen nagyobb a célfiiggvény,
mint az elSbbin.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa V (folytatas)

e Mivel F egy nemiires véges halmaz, igy a lehetséges megoldasok
kozott biztosan létezik x* optimalis hely, p* € R optimalis értékkel.

o A feltételbdl az is Iathatd, hogy ha (x1, x2, x3) egy lehetséges
megoldas, akkor példaul (x; — 1, xo + 1, x3) is lehetséges megoldas
(feltéve, hogy x; > 1).

e Ha x1 > xo 4+ 2, akkor az utdbbi helyen nagyobb a célfiiggvény,
mint az elSbbin.

e Ez azt is jelenti, hogy az optimalis helyen [x;" — x| < 1 minden
i,j € {1,2,3} esetén.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa V (folytatas)

e Mivel F egy nemiires véges halmaz, igy a lehetséges megoldasok
kozott biztosan létezik x* optimalis hely, p* € R optimalis értékkel.

o A feltételbdl az is Iathatd, hogy ha (x1, x2, x3) egy lehetséges
megoldas, akkor példaul (x; — 1, xo + 1, x3) is lehetséges megoldas
(feltéve, hogy x; > 1).

e Ha x1 > xo 4+ 2, akkor az utdbbi helyen nagyobb a célfiiggvény,
mint az elSbbin.

e Ez azt is jelenti, hogy az optimalis helyen [x;" — x| < 1 minden
i,j € {1,2,3} esetén.

e Harom ilyen lehetséges megoldas van, ahol a célfiiggvény kozos
értéket vesz fel.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa V (folytatas)

e Mivel F egy nemiires véges halmaz, igy a lehetséges megoldasok
kozott biztosan létezik x* optimalis hely, p* € R optimalis értékkel.

o A feltételbdl az is Iathatd, hogy ha (x1, x2, x3) egy lehetséges
megoldas, akkor példaul (x; — 1, xo + 1, x3) is lehetséges megoldas
(feltéve, hogy x; > 1).

e Ha x1 > xo 4+ 2, akkor az utdbbi helyen nagyobb a célfiiggvény,

mint az elSbbin.

e Ez azt is jelenti, hogy az optimalis helyen [x;" — x| < 1 minden
i,j € {1,2,3} esetén.

e Harom ilyen lehetséges megoldas van, ahol a célfiiggvény kozos

értéket vesz fel. Igy az optimalis helyek a (34, 33,33), (33,34, 33),
(33,33, 34) pontok.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa V (folytatas)

e Mivel F egy nemiires véges halmaz, igy a lehetséges megoldasok
kozott biztosan létezik x* optimalis hely, p* € R optimalis értékkel.

o A feltételbdl az is Iathatd, hogy ha (x1, x2, x3) egy lehetséges
megoldas, akkor példaul (x; — 1, xo + 1, x3) is lehetséges megoldas
(feltéve, hogy x; > 1).

e Ha x1 > xo 4+ 2, akkor az utdbbi helyen nagyobb a célfiiggvény,
mint az elSbbin.

e Ez azt is jelenti, hogy az optimalis helyen [x;" — x| < 1 minden
i,j € {1,2,3} esetén.

e Harom ilyen lehetséges megoldas van, ahol a célfiiggvény kozos
értéket vesz fel. Igy az optimalis helyek a (34, 33,33), (33,34, 33),
(33,33, 34) pontok.

e Az optimadlis érték p* = 3333,

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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e A fenti feladat NEM ekvivalens a kordbbi példaink egyikével sem.

it
N
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa V: Megjegyzések

o A fenti feladat NEM ekvivalens a kordbbi példaink egyikével sem.

e Ezt jelzi az optimaélis helyek és a lehetséges megolddsok
halmazanak eltérése, melynek oka a feltételek , Iényeges”
kilonbozésége: most kizardlag egész koordinatdju helyek johetnek
széba.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa V: Megjegyzések

o A fenti feladat NEM ekvivalens a kordbbi példaink egyikével sem.

e Ezt jelzi az optimaélis helyek és a lehetséges megolddsok
halmazanak eltérése, melynek oka a feltételek , Iényeges”
kilonbozésége: most kizardlag egész koordinatdju helyek johetnek
széba.

e A ,folytonos" feladatban (el6z6 két példa) az optimdlis érték

3333%, nagyobb a mostaninal.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa V: Megjegyzések

o A fenti feladat NEM ekvivalens a kordbbi példaink egyikével sem.

e Ezt jelzi az optimaélis helyek és a lehetséges megolddsok
halmazanak eltérése, melynek oka a feltételek ,, 1ényeges”
kilonbozésége: most kizardlag egész koordinatdju helyek johetnek
széba.

e A ,folytonos" feladatban (el6z6 két példa) az optimdlis érték

3333%, nagyobb a mostaninal.

e Ez természetes: a folytonos , versenyben” tobb , résztvev4” van,
a maximum értéke legaldbb annyi mint ahol csak egész
koordinatdjd ,, versenyzok” indultak.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizaldsi problémak atfogalmazasa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa V: Megjegyzések

o A fenti feladat NEM ekvivalens a kordbbi példaink egyikével sem.

e Ezt jelzi az optimaélis helyek és a lehetséges megolddsok
halmazanak eltérése, melynek oka a feltételek ,, 1ényeges”
kilonbozésége: most kizardlag egész koordinatdju helyek johetnek
széba.

e A ,folytonos" feladatban (el6z6 két példa) az optimdlis érték

3333%, nagyobb a mostaninal.

e Ez természetes: a folytonos , versenyben” tobb ,, résztvevd” van,
a maximum értéke legaldbb annyi mint ahol csak egész
koordinatdjd ,, versenyzok” indultak.

e Erdekes, de taldn a diszkrét probléma elsé pillantasra
konnyebbenk tiinik: Véges sok lehetoség koziil kell a
optimélis(ak)at megtalalni.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizaldsi problémak atfogalmazasa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa V: Megjegyzések

o A fenti feladat NEM ekvivalens a kordbbi példaink egyikével sem.

e Ezt jelzi az optimaélis helyek és a lehetséges megolddsok
halmazanak eltérése, melynek oka a feltételek ,, 1ényeges”
kilonbozésége: most kizardlag egész koordinatdju helyek johetnek
széba.

e A ,folytonos" feladatban (el6z6 két példa) az optimdlis érték
3333%, nagyobb a mostaninal.

e Ez természetes: a folytonos , versenyben” tobb ,, résztvevd” van,
a maximum értéke legaldbb annyi mint ahol csak egész
koordinatdjd ,, versenyzok” indultak.

e Erdekes, de taldn a diszkrét probléma elsé pillantasra
konnyebbenk tiinik: Véges sok lehetoség koziil kell a
optimélis(ak)at megtaldlni. Mégis a diszkrét esethez mintha tobb
otlet kellene.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VI

Legyen d,n € N és £1(x),...,Ly(x): R? — R adott linearis
fliggvények. Hatdrozzuk meg a c(x) = maxi<j<p {i(x) fliggvény
minimumat.

Tehat a formalizdlt feladat:

| Minimalizaljuk c(x)-et |

A feladat globélis (nincsenek feltételek).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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o A mellékelt dbra a d =1, n =5 eset egy altalanos
konfigurdciéjat szemlélteti.

it
a

it
N
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VI: Abra

o A mellékelt abra a d =1, n =5 eset egy altaldnos
konfiguracidjat szemlélteti.

A

\

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VI: Abra

o A mellékelt abra a d =1, n =5 eset egy altaldnos
konfiguracidjat szemlélteti.

A

\

-~

e Mdr ez a specidlis valasztas is hii képet ad a célfiiggvényrol. ¢
linearis fliggvények maximuma ,, szakaszonként” linedris fuggvény.
Ez d > 1 esetén azt jelenti, hogy c értelmezési tartomanya

felbonthatd olyan osszefliggd részekre, melyeken cdineéris.
Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VI: Atfogalmazis

o Az el6zo6vel ekvivalens optimalizalasi feladatban az m szamot
minimalizaljuk dgy, hogy az ottani célfliggvény definicidjat
(maximalitdsat) beépitjik a feltételekbe.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VI: Atfogalmazis

o Az el6zo6vel ekvivalens optimalizalasi feladatban az m szamot
minimalizaljuk dgy, hogy az ottani célfliggvény definicidjat
(maximalitdsat) beépitjik a feltételekbe.

Minimalizaljuk m-et
feltéve, hogy h(x) < m,
/n(X) <m,

ahol (x,m) € RY x R.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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éld

e Egy optimalizdlasi feladat ezen formaja ismer6s lehet az
operacidkutatas kurzusrdl.

o 5

DA



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VII: Egy probléma osztaly

e Egy optimalizalasi feladat ezen formdja ismerds lehet az
operacidkutatas kurzusrdl.

Linearis programozas, LP

Legyen A € R™*" adott matrix, b € R™, ¢ € R" rogzitett vektorok
és x € R" az ismeretlen vektor. A feladat:

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VII: Egy probléma osztaly

e Egy optimalizalasi feladat ezen formdja ismerds lehet az
operacidkutatas kurzusrdl.

Linearis programozas, LP

Legyen A € R™*" adott matrix, b € R™, ¢ € R" rogzitett vektorok
és x € R" az ismeretlen vektor. A feladat:

Minimalizaljuk c"x-et

feltéve, hogy Ax < b,

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VII: Egy probléma osztaly

e Egy optimalizalasi feladat ezen formdja ismerds lehet az
operacidkutatas kurzusrdl.

Linearis programozas, LP

Legyen A € R™*" adott matrix, b € R™, ¢ € R" rogzitett vektorok
és x € R" az ismeretlen vektor. A feladat:

Minimalizaljuk c"x-et

feltéve, hogy Ax < b,

ahol Ax < b az Ax és b R™-beli vektorok ,, minden komponensben
kisebb egyenld” viszonyat jeldli.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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targyaljuk.

e Az LP feladatosztalyt az Operdcidkutatas kurzuson részletesen

o 5

DA



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VII: Egy probléma osztaly

o Az LP feladatosztélyt az Operacidkutatds kurzuson részletesen
targyaljuk.

e Megjegyezziik, hogy az LP feladat nagyon kozponti probléma.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VII: Egy probléma osztaly

o Az LP feladatosztélyt az Operacidkutatds kurzuson részletesen
targyaljuk.

e Megjegyezziik, hogy az LP feladat nagyon kozponti probléma.
Sok gyakorlatban és elméletben is jonak tartott algoritmus létezik
ra.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa

Példa VII: Egy probléma osztaly

Példak optimalizaldsi feladatokra

o Az LP feladatosztélyt az Operacidkutatds kurzuson részletesen
targyaljuk.

e Megjegyezziik, hogy az LP feladat nagyon kozponti probléma.

Sok gyakorlatban és elméletben is jonak tartott algoritmus létezik
ra.

e Ha egy problémat LP feladatként fogalmazunk meg, akkor a
»nehezén tdl vagyunk”

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VII: Egy probléma osztaly

o Az LP feladatosztélyt az Operacidkutatds kurzuson részletesen
targyaljuk.

e Megjegyezziik, hogy az LP feladat nagyon kozponti probléma.
Sok gyakorlatban és elméletben is jonak tartott algoritmus létezik
ra.

e Ha egy problémat LP feladatként fogalmazunk meg, akkor a

»nehezén tdl vagyunk” (akdr kozépiskoldban, ha egyenletmegoldas
soran masodfoku egyenletre redukdltuk munkankat).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa VII: Egy probléma osztaly

o Az LP feladatosztélyt az Operacidkutatds kurzuson részletesen
targyaljuk.

e Megjegyezziik, hogy az LP feladat nagyon kozponti probléma.
Sok gyakorlatban és elméletben is jonak tartott algoritmus létezik
ra.

e Ha egy problémat LP feladatként fogalmazunk meg, akkor a

»nehezén tdl vagyunk” (akdr kozépiskoldban, ha egyenletmegoldas
soran masodfoku egyenletre redukdltuk munkankat).

e Valamelyik altaldnos LP algoritmussal fejezziik be munkankat
(ilyenek nyilvdnos forrdskéddal is kénnyen elérhetéek).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VIII

Az LP problémat tekintjiik, amelyben a linedris célfiiggvény (c'x)
¢ vektora valészinliségi véaltozd. Feltessziik, hogy vérhaté értéke,
¢ = E|c] ismert, tovabba a feltételek mar nem fiiggnek a
véletlentdl.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VIII

Az LP problémat tekintjiik, amelyben a linedris célfiiggvény (c'x)
c vektora valdszinliségi valtozé. Feltessziik, hogy varhaté értéke,
¢ = E|c] ismert, tovabba a feltételek mar nem fiiggnek a
véletlentdl.

Minimalizaljuk a célfuggvény értékének varhatd értékét.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VIII

Az LP problémat tekintjiik, amelyben a linedris célfiiggvény (c'x)
c vektora valdszinliségi valtozé. Feltessziik, hogy varhaté értéke,
¢ = E|c] ismert, tovabba a feltételek mar nem fiiggnek a
véletlentdl.

Minimalizaljuk a célfuggvény értékének varhatd értékét.

e A virhaté érték linearitasa alapjan E[cTx] = (E[c])"x.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa VIII

Az LP problémat tekintjiik, amelyben a linedris célfiiggvény (c'x)
c vektora valdszinliségi valtozé. Feltessziik, hogy varhaté értéke,
¢ = E[c] ismert, tovdbba a feltételek mar nem fiiggnek a
véletlentdl.

Minimalizaljuk a célfuggvény értékének varhatd értékét.

e A virhaté érték linearitasa alapjan E[cTx] = (E[c])"x.

e Egy LP feladat marad optimalizalasi kérdésiink:

Minimalizéljuk (E[c])Tx
feltéve, hogy Ax < b.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev kozéppont

Definicié

AP={xeR": a;rx < b, i=1,...,k} alakd ponthalmazokat
poliédereknek nevezziik. Ha a P poliéder korlatos (amikor is
kompakt: korldtos és zart), akkor politépnak nevezziik.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev kozéppont

Definicié

AP={xeR": a;rx < b, i=1,...,k} alakd ponthalmazokat
poliédereknek nevezziik. Ha a P poliéder korlatos (amikor is
kompakt: korldtos és zart), akkor politépnak nevezziik.

Példa: Politépok Csebisev-kozéppontja
Adott P poliéder.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev kozéppont

Definicié

AP={xeR": a;rx < b, i=1,...,k} alakd ponthalmazokat
poliédereknek nevezziik. Ha a P poliéder korlatos (amikor is
kompakt: korldtos és zart), akkor politépnak nevezziik.

Példa: Politépok Csebisev-kozéppontja

Adott P poliéder. Melyek P legbelsébb pontjai?
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Példa IX: Csebisev kozéppont

Definicié

AP={xeR": a;rx < b, i=1,...,k} alakd ponthalmazokat
poliédereknek nevezziik. Ha a P poliéder korlatos (amikor is
kompakt: korldtos és zart), akkor politépnak nevezziik.

Példa: Politépok Csebisev-kozéppontja
Adott P poliéder. Melyek P legbelsébb pontjai?

e |lgazdbdl az is kozponti probléma, hogy P-rol dontsiik el, hogy
ures-e.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev kozéppont

Definicié

AP={xeR": a;rx < b, i=1,...,k} alakd ponthalmazokat
poliédereknek nevezziik. Ha a P poliéder korlatos (amikor is
kompakt: korldtos és zart), akkor politépnak nevezziik.

Példa: Politépok Csebisev-kozéppontja
Adott P poliéder. Melyek P legbelsébb pontjai?

e |lgazdbdl az is kozponti probléma, hogy P-rol dontsiik el, hogy
ures-e.

e Esetelinkben azt kell mérniink, hogy P egy pontja milyen mélyen
van P belsejében.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev kozéppont

Definicié

AP={xeR": a;rx < b, i=1,...,k} alakd ponthalmazokat
poliédereknek nevezziik. Ha a P poliéder korlatos (amikor is
kompakt: korldtos és zart), akkor politépnak nevezziik.

Példa: Politépok Csebisev-kozéppontja

Adott P poliéder. Melyek P legbelsébb pontjai?

e |lgazdbdl az is kozponti probléma, hogy P-rol dontsiik el, hogy
ures-e.

e Esetelinkben azt kell mérniink, hogy P egy pontja milyen mélyen
van P belsejében.

e Sokféle megoldas/valasz van. Mi egy, Csebisev nevéhez flizott,
megoldasrél beszéliink.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev-kozéppont (folytatas)

Definicid

B(c,r) ={x € R": |x — c|> < r?} a c kdzéppontli r sugarii gémb.
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Példa IX: Csebisev-kozéppont (folytatas)

Definicid

B(c,r) ={x € R": |x — c|> < r?} a c kdzéppontli r sugarii gémb.

A p € P pont Csebisev-mélysége

M(p) = sup{r : B(p,r) C P}.
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Példa IX: Csebisev-kozéppont (folytatas)

Definicid

B(c,r) ={x € R": |x — c|> < r?} a c kdzéppontli r sugarii gémb.
A p € P pont Csebisev-mélysége

M(p) = sup{r: B(p,r) C P}.
c a P politép egy Csebisev-kozéppontja, ha

M(c) = sup M(p).
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Példa IX: Csebisev-kozéppont (folytatas)

Definicid

B(c,r) = {x € R": |x — c|? < r?} a c kdzéppontd r sugard gomb.
A p € P pont Csebisev-mélysége

M(p) = sup{r: B(p,r) C P}.
c a P politép egy Csebisev-kozéppontja, ha

M(c) = sup M(p).

e Az alapproblémank: Adott P esetén keressiink egy
Csebisev-kozéppontot.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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o A feladat els6 ranézesre nem linedris.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev-kozéppont (folytatas)

o A feladat elsé ranézesre nem linearis. Némi geometriai ismeretre
lesz sziikséglink.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev-kozéppont (folytatas)

o A feladat elsé ranézesre nem linearis. Némi geometriai ismeretre
lesz sziikséglink.

Definicid

Egy hipersik R"-ben: H = {x : a' x = b} alakii ponthalmaz.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev-kozéppont (folytatas)

o A feladat elsé ranézesre nem linearis. Némi geometriai ismeretre
lesz sziikséglink.

Definicid

Egy hipersik R"-ben: H = {x : a'x = b} alakii ponthalmaz.

r pont pontosan akkor esik H-ra, ha a'r — b = 0.
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Példa IX: Csebisev-kozéppont (folytatas)

o A feladat elsé ranézesre nem linearis. Némi geometriai ismeretre
lesz sziikséglink.

Definicid

Egy hipersik R"-ben: H = {x : a'x = b} alakii ponthalmaz.
r pont pontosan akkor esik H-ra, ha a'r — b = 0.
Egy p pont el6jeles tavolsaga H-tdl
al b
Elids

la| ™ al’
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev-kozéppont (folytatas)

o A feladat elsé ranézesre nem linearis. Némi geometriai ismeretre
lesz sziikséglink.

Definicid

Egy hipersik R"-ben: H = {x : a'x = b} alakii ponthalmaz.
r pont pontosan akkor esik H-ra, ha a'r — b = 0.
Egy p pont el6jeles tavolsaga H-tdl

al b

7p —_ —
lal ™ al

Az el6jeles tavolsag abszolltértéke a tavolsag, eldjele a hipersik
azon oldalat irja le, ahova pontunk esik.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa IX: Csebisev-kozéppont (folytatas)

o A feladat elsé ranézesre nem linearis. Némi geometriai ismeretre
lesz sziikséglink.

Definicid

Egy hipersik R"-ben: H = {x : a'x = b} alakii ponthalmaz.
r pont pontosan akkor esik H-ra, ha a'r — b = 0.
Egy p pont el6jeles tavolsaga H-tdl

al b

7p —_ —
lal ™ al

Az el6jeles tavolsag abszolltértéke a tavolsag, eldjele a hipersik
azon oldalat irja le, ahova pontunk esik.

Kétféle el6jeles tavolsag létezik. A fenti az, amelyik az
{x:a"x > b} féltérben pozitiv, a komplementer (nyilt) féltérben
negativ.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev kozéppont (folytatas)

o A Csebisev-kozéppont problémaja ekvivalens a kovetkezovel:

Maximalizaljuk r
feltéve, hogy alx+lajlr<b;, i=1,...k
r>0

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev kozéppont (folytatas)

o A Csebisev-kozéppont problémaja ekvivalens a kovetkezovel:

Maximalizaljuk r
feltéve, hogy alx+lajlr<b;, i=1,...k
r>0

.
e Elsé tipusi feltételiink ekvivalens azzal, hogy %x—i— r< ‘a—b", azaz

-
a;

r< — Sy
lai|  ail

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa IX: Csebisev kozéppont (folytatas)

o A Csebisev-kozéppont problémaja ekvivalens a kovetkezovel:

Maximalizaljuk r
feltéve, hogy alx+lajlr<b;, i=1,...k
r>0
e . aT b
e Els6 tipust feltételiink ekvivalens azzal, hogy Xt < [a] 3232
al
r<— — ox
lail  ail

e A jobb oldalon egy el6jeles tavolsdg szerepel, amit lgy
valasztottunk, hogy az ajx < b félterekben legyen pozitiv.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa IX: Csebisev kozéppont (folytatas)

o A Csebisev-kozéppont problémaja ekvivalens a kovetkezovel:

Maximalizaljuk r
feltéve, hogy alx+lajlr<b;, i=1,...k
r>0
e . aT b
e Els6 tipust feltételiink ekvivalens azzal, hogy Xt < [a] 3232
al
r<— — ox.
lail  ail

e A jobb oldalon egy el6jeles tavolsdg szerepel, amit lgy
valasztottunk, hogy az ajx < b félterekben legyen pozitiv.

e Az atfogalmazott optimalizalasi feladat egy LP feladat.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Szunet
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa X: Legkisebb négyzetek problémaja

o A kovetkezd problémaval és megolddsi médszereivel a numerikus
analizis targykorében taldlkozhattunk.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa X: Legkisebb négyzetek problémaja

o A kovetkezd problémaval és megolddsi médszereivel a numerikus
analizis targykorében taldlkozhattunk.

Példa: A legkisebb négyzetek problémdja

A probléma

Minimalizaljuk lc — Ax]| |
illetve

Minimalizaljuk llc — Ax|?
ahol x € R", A € RK*" valés mitrix és ¢ € R,

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa X: Legkisebb négyzetek problémaja

o A kovetkezd problémaval és megolddsi médszereivel a numerikus
analizis targykorében taldlkozhattunk.

Példa: A legkisebb négyzetek problémdja

A probléma
| Minimalizaljuk lc — Ax]] |
illetve
Minimaliz4ljuk llc — Ax||?
ahol x € R", A € R¥*" valés matrix és ¢ € R,

o Ez egy feltétel nélkili optimalizalasi feladat. Alap linedris
algebrai, geometriai ismeretek alapjdn egyszeriien kezelhetd.
Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



fHac

8]
Tl



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa X: Legkisebb négyzetek problémaja

Példa

Adott egy méréssorozat (pl. egy kisérleti laboratérium kiilonbz
idépontokban vett mérései, vagy egy meteoroldgiai allomas
kiilonbozé helyeken mért adatai), ahol ty, to, ... ty és

P1, P2, - - -, Py jeloli rendre a mérési idbket/helyeket illetve a mért
paramétereket. Keresiink egy "alacsony”, d-fokid polinomot, ami jé
"hipotézis” p valtozdsaira (vagyis jol "illeszthetd” a diszkrét
id6-mért paraméter grafikonra).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa X: Legkisebb négyzetek problémaja

Példa

Adott egy méréssorozat (pl. egy kisérleti laboratérium kiilonb6z
idépontokban vett mérései, vagy egy meteoroldgiai allomas
kiilonbozé helyeken mért adatai), ahol ty, to, ... ty és

P1, P2, - - -, Py jeloli rendre a mérési idbket/helyeket illetve a mért
paramétereket. Keresiink egy "alacsony”, d-fokid polinomot, ami jé
"hipotézis” p valtozdsaira (vagyis jol "illeszthetd” a diszkrét
id6-mért paraméter grafikonra).

e Legyen
p(x) = xgx? + -+ xax + xo
azaz p = (p1,...,pn) mért vektor esetén az
d d\T d—1 d—1\T
xd(tf, ., ty) Fxg—1(t .ty )+

vektor Ly-ben mért p-t6l vett tavolsagdt kell minimalizalni.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa X: Legkisebb négyzetek problémaja

Példa

Adott egy méréssorozat (pl. egy kisérleti laboratérium kiilonb6z
idépontokban vett mérései, vagy egy meteoroldgiai allomas
kiilonbozé helyeken mért adatai), ahol ty, to, ... ty és

P1, P2, - - -, Py jeloli rendre a mérési idbket/helyeket illetve a mért
paramétereket. Keresiink egy "alacsony”, d-fokid polinomot, ami jé
"hipotézis” p valtozdsaira (vagyis jol "illeszthetd” a diszkrét
id6-mért paraméter grafikonra).

e Legyen
p(x) = xgx? + -+ xax + xo
azaz p = (p1,...,pn) mért vektor esetén az
d d\T d—1 d—1\T
xd(tf, ., ty) Fxg—1(t .ty )+
vektor Ly-ben mért p-t6l vett tavolsagdt kell minimalizalni.

a A lackicehh ndovzetek nrohldmAidhan levadratikiie farma a
Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XlI: Kvadratikus programozas

Kvadratikus programozas, QP

Adottak az A € R™" szimmetrikus és C € R™*" matrixok,
valamint a b € R", d € R™ vektorok.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XlI: Kvadratikus programozas

Kvadratikus programozas, QP

Adottak az A € R™" szimmetrikus és C € R™*" matrixok,
valamint a b € R”, d € R™ vektorok.

Minimalizaljuk xTAx + b x-et
feltéve, hogy Cx = d.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XlI: Kvadratikus programozas

Kvadratikus programozas, QP

Adottak az A € R™" szimmetrikus és C € R™*" matrixok,
valamint a b € R”, d € R™ vektorok.

Minimalizaljuk xTAx + b x-et
feltéve, hogy Cx = d.

e A QP alapfeladat feltételrendszere linedris. A célfiiggvény
azonban jéval dltaldnosabb.
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Példa XlI: Kvadratikus programozas

Kvadratikus programozas, QP

Adottak az A € R™" szimmetrikus és C € R™*" matrixok,
valamint a b € R”, d € R™ vektorok.

Minimalizaljuk xTAx + b x-et
feltéve, hogy Cx = d.

e A QP alapfeladat feltételrendszere linedris. A célfiiggvény
azonban jéval dltaldnosabb.

e Megjegyezziik, hogy a QP alapfeladata is kezelhetd (hatékony
algoritmus ismert rd) ha a célfiiggvény konvex (azaz A pozitiv
szemidefinit).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa XlI: Kvadratikus programozas

Kvadratikus programozas, QP

Adottak az A € R™" szimmetrikus és C € R™*" matrixok,
valamint a b € R”, d € R™ vektorok.

Minimalizaljuk xTAx + b x-et

feltéve, hogy Cx = d.

e A QP alapfeladat feltételrendszere linedris. A célfiiggvény
azonban jéval dltaldnosabb.

e Megjegyezziik, hogy a QP alapfeladata is kezelhetd (hatékony
algoritmus ismert rd) ha a célfiiggvény konvex (azaz A pozitiv
szemidefinit). Ha egy problémat ilyen (konvex QP) alakra hozunk,
akkor ,, készen vagyunk” .

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XlI: Sztochasztikus linedris programozas

e Az LP problémat tekintjiik, amelyben a linearis célfliggvény
(c"x) c vektora valésziniiségi valtozé. Feltessziik, hogy varhaté
értéke, ¢ = E[c], kovarianciamétrixa ¥ = E[(c — ¢)(c —¢)"]
ismert. Tovabba a feltételek mar nem fliggnek a véletlentdl.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XlI: Sztochasztikus linedris programozas

e Az LP problémat tekintjiik, amelyben a linearis célfliggvény
(c"x) c vektora valésziniiségi valtozé. Feltessziik, hogy varhaté
értéke, ¢ = E[c], kovarianciamétrixa ¥ = E[(c — ¢)(c —¢)"]
ismert. Tovabba a feltételek mar nem fliggnek a véletlentdl.

e Lattuk, ha csak a célfiiggvény értékének varhatd értékét
(E[c"x] = (E[c])"x) minimalizdljuk, akkor egy LP feladathoz
jutunk.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Példa XlI: Sztochasztikus linedris programozas

e Az LP problémat tekintjiik, amelyben a linearis célfliggvény
(c"x) c vektora valésziniiségi valtozé. Feltessziik, hogy varhaté
értéke, ¢ = E[c], kovarianciamétrixa ¥ = E[(c — ¢)(c —¢)"]
ismert. Tovabba a feltételek mar nem fliggnek a véletlentdl.

e Lattuk, ha csak a célfiiggvény értékének varhatd értékét
(E[c"x] = (E[c])"x) minimalizdljuk, akkor egy LP feladathoz
jutunk.

e Ekkor azonban a , kockazatot” nem vettiik figyelembe.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XII: Sztochasztikus linedris programozas (folytatas)

e Megszokott a kovetkezd véltozat vizsgdlata:

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XII: Sztochasztikus linedris programozas (folytatas)

e Megszokott a kovetkezd véltozat vizsgdlata:

Sztochasztikus LP

Minimalizaljuk E[c"x] + v Var[cTx]
feltéve, hogy Ax =2 b
Dx =e

ahol v € R egy az alkalmazashoz valasztott paraméter.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XII: Sztochasztikus linedris programozas (folytatas)

e Megszokott a kovetkezd véltozat vizsgdlata:

Sztochasztikus LP

Minimalizaljuk E[c"x] + v Var[cTx]
feltéve, hogy Ax =2 b
Dx =e

ahol v € R egy az alkalmazashoz valasztott paraméter.

e Egyszerii atlakitasokkal

Var[c"x] = E[(c"x — E[¢"x])?] = E[(c"x — (E[c])Tx)?]
=E[((¢" — E[c]")x)?] = x"E[(c — E[c])(c" — E[c]")]x = x"Zx.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XII: Sztochasztikus linedris programozas (folytatas)

e Megszokott a kovetkezd véltozat vizsgdlata:

Sztochasztikus LP

Minimalizaljuk E[c"x] + v Var[cTx]
feltéve, hogy Ax =2 b
Dx =e

ahol v € R egy az alkalmazashoz valasztott paraméter.

e Egyszerii atlakitasokkal
Var[c"x] = E[(c"x — E[c"x])?] = E[(c"x — (E[c]) "x)?]
=E[((c" — E[c]")x)*] = x"E[(c — E[¢])(c" —E[c]")]x = x"x.

o A kérdés konvex QP alakja mar lathaté.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIllI: Poliéderek tavolsaga

Hatdrozzuk meg az n-dimenzids euklidészi tér két adott
poliéderjének tdvolsagat!

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIllI: Poliéderek tavolsaga

Hatarozzuk meg az n-dimenzids euklidészi tér két adott
poliéderjének tdvolsagat!

e Mivel a poliéderek linearis egyenlotlenségrendszerek
megoldashalmazaként dllnak eld, ezért mindkét politépnak
megfelel egy egyenl6tlenségrendszer (C; € R\1X", C, € Rkexn):

Pr={x eR": CGx1 2 di} é Por={xx e R": Gxx < do}.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIllI: Poliéderek tavolsaga

Hatarozzuk meg az n-dimenzids euklidészi tér két adott
poliéderjének tdvolsagat!

e Mivel a poliéderek linearis egyenlotlenségrendszerek
megoldashalmazaként dllnak eld, ezért mindkét politépnak
megfelel egy egyenl6tlenségrendszer (C; € R\1X", C, € Rkexn):

Pr={x eR": CGx1 2 di} é Por={xx e R": Gxx < do}.

e Ezek tavolsaga
d(P1,P2) = inf{d(x1,x2) : x1 € P1, x2 € P2},
ahol d(Xl,Xg) = ||X1 — X2||2.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



fHac

8]
Tl



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIII: Poliéderek tavolsaga (folytatas)

e A tdvolsdgnégyzetet tekintve ekvivalens optimalizaldsi feladatot
nyeriink:

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIII: Poliéderek tavolsaga (folytatas)

e A tdvolsdgnégyzetet tekintve ekvivalens optimalizaldsi feladatot

nyeriink:
Minimalizéljuk [x1 — xol|3-et
feltéve, hogy Cixy X dy,
Coxp =X db.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIII: Poliéderek tavolsaga (folytatas)

e A tdvolsdgnégyzetet tekintve ekvivalens optimalizaldsi feladatot

nyeriink:
Minimalizéljuk [x1 — xol|3-et
feltéve, hogy Cixy X dy,
Coxp =X db.

e Ehhez tekintsiik a d; € R¥, dy € R¥, xq, x5 € R" vektorokbdl és
Ci, G € Rkitk)xn mztrixokbél képzett

. di (X1 2n _ G 0 2nx2n
o (8 () emn e (G O)es

vektorokat és matrixot, ahol tehat 0 a megfelelé méretii
nullmatrixokat jeloli.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIII: Poliéderek tavolsaga (folytatas)

e A tdvolsdgnégyzetet tekintve ekvivalens optimalizaldsi feladatot

nyeriink:
Minimalizéljuk [x1 — xol|3-et
feltéve, hogy Cixy X dy,
Coxp =X db.

e Ehhez tekintsiik a d; € R¥, dy € R¥, xq, x5 € R" vektorokbdl és
Ci, G € Rkitk)xn mztrixokbél képzett

. di (X1 2n _ G 0 2nx2n
o (8 () emn e (G O)es

vektorokat és matrixot, ahol tehat 0 a megfelelé méretii
nullmatrixokat jeloli. Feltételrendszeriink: Cx < d.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIII: Poliéderek tavolsaga (folytatas)

e Ha az n X n-es egységmatrixbdl képezziik még, az

_ / -1 2nx2n
A= (/ /) eR

matrixot, akkor feladatunk a célfiiggvény x' Ax alakba irhatd.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIII: Poliéderek tavolsaga (folytatas)

e Ha az n X n-es egységmatrixbdl képezziik még, az

_ / -1 2nx2n
A= (/ /) eR

matrixot, akkor feladatunk a célfiiggvény x' Ax alakba irhatd.

e A fenti irdsmddot hasznalva latjuk, hogy ez egy konvex QP
feladat.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIII: Poliéderek tavolsaga (folytatas)

e Ha az n X n-es egységmatrixbdl képezziik még, az

_ / -1 2nx2n
A= ( o ) €R
matrixot, akkor feladatunk a célfiiggvény x' Ax alakba irhatd.

e A fenti irdsmddot hasznalva latjuk, hogy ez egy konvex QP
feladat. A fentiek alapjan két politdép tavolsdganak meghatarozasa

hatékonyan elvégezhetd.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma

Adott egy G egyszerii graf. Hatarozzuk meg
w(G) = max{|K| : K C V(G)Kklikk} értékét.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma

Adott egy G egyszerii graf. Hatarozzuk meg
w(G) = max{|K| : K C V(G)Kklikk} értékét.

e Egy tetszéleges U cslicshalmaz leirhaté {0,1}Y c RY-beli xy
karakterisztikus vektoraval. U elemszama éppen 1Ty, ahol
1 € RY azon vektor, amely minden komponense 1.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma

Adott egy G egyszerii graf. Hatdrozzuk meg
w(G) = max{|K| : K C V(G)Kklikk} értékét.

e Egy tetszéleges U cslicshalmaz leirhaté {0,1}Y c RY-beli xy
karakterisztikus vektoraval. U elemszama éppen 1Ty, ahol
1 € RY azon vektor, amely minden komponense 1.

e {0,1}Y elemeit a 0 < x, < 1, x, € Z tetszéleges v cslicsra tett
feltételekkel irhatjuk le. Egy 0-1 vektor akkor lesz klikk
karakterisztikus vektora, ha tetszéleges ossze nem kotott u és v
csucsra legfeljebb egyikiik esik bele. Azaz minden

uv & E(G), u # v csicsok esetén x, + x, < 1.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma (folytatas)

e A j6l ismerten N P-nehéz klikk probléma megfogalmazhaté a
kovetkezé méddon:

Maximalizaljuk 1T x-et,
feltéve, hogy 0<x, <1, x, €Z minden v csucsra
xy+x, <1
tetszéleges uv ¢ E(G), u # v csicsokra.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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o Az €l6z6 példa egy altaldnos séma eleme:

«0O)>» «F»r 4

= DA



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XV: Egész értékli programozas

o Az el6z6 példa egy altaldnos séma eleme: Ismét , nydljunk” bele az LP
alapfeladatba.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XV: Egész értékli programozas

o Az el6z6 példa egy altaldnos séma eleme: Ismét , nydljunk” bele az LP
alapfeladatba. Most a feltételrendszert médositsuk. A feltételek kozé tegyiik
be azt, hogy , versenyzd” vektoraink koordindtai legyenek egészek.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XV: Egész értékli programozas

o Az el6z6 példa egy altaldnos séma eleme: Ismét , nydljunk” bele az LP
alapfeladatba. Most a feltételrendszert médositsuk. A feltételek kozé tegyiik
be azt, hogy , versenyzd” vektoraink koordindtai legyenek egészek.

Egész értékli programozas, IP

Az alapfeladat:

Minimalizaljuk cx-et
feltéve, hogy Ax < b,
x €79,

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XV: Egész értékli programozas

o Az el6z6 példa egy altaldnos séma eleme: Ismét , nydljunk” bele az LP
alapfeladatba. Most a feltételrendszert médositsuk. A feltételek kozé tegyiik
be azt, hogy , versenyzd” vektoraink koordindtai legyenek egészek.

Egész értékli programozas, IP

Az alapfeladat:

Minimalizéljuk c"x-et
feltéve, hogy Ax = b,
xeZ9.

o LP esetén a lehetséges megoldasok halmaza egy poliéder volt.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XV: Egész értékli programozas

o Az el6z6 példa egy altaldnos séma eleme: Ismét , nydljunk” bele az LP
alapfeladatba. Most a feltételrendszert médositsuk. A feltételek kozé tegyiik
be azt, hogy , versenyzd” vektoraink koordindtai legyenek egészek.

Egész értékli programozas, IP

Az alapfeladat:

Minimalizéljuk c"x-et
feltéve, hogy Ax = b,
xeZ9.

o LP esetén a lehetséges megoldasok halmaza egy poliéder volt. Most egy
poliéder és Z9 metszete

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XV: Egész értékli programozas

o Az el6z6 példa egy altaldnos séma eleme: Ismét , nydljunk” bele az LP
alapfeladatba. Most a feltételrendszert médositsuk. A feltételek kozé tegyiik
be azt, hogy , versenyzd” vektoraink koordindtai legyenek egészek.

Egész értékli programozas, IP

Az alapfeladat:

Minimalizéljuk c"x-et
feltéve, hogy Ax = b,
xeZ9.

o LP esetén a lehetséges megoldasok halmaza egy poliéder volt. Most egy
poliéder és Z< metszete (politépok esetén ez egy véges halmaz).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XV: Egész értékli programozas

o Az el6z6 példa egy altaldnos séma eleme: Ismét , nydljunk” bele az LP
alapfeladatba. Most a feltételrendszert médositsuk. A feltételek kozé tegyiik
be azt, hogy , versenyzd” vektoraink koordindtai legyenek egészek.

Egész értékli programozas, IP

Az alapfeladat:

Minimalizéljuk c"x-et
feltéve, hogy Ax = b,
xeZ9.

o LP esetén a lehetséges megoldasok halmaza egy poliéder volt. Most egy
poliéder és Z9 metszete (politépok esetén ez egy véges halmaz). Lehet,
hogy ez a mddositas ,, drtatlanabbnak™ tiinik, mint a célfliggvény
médositdsa, mégis a kapott probléma nehéz.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XV: Egész értékli programozas

o Az el6z6 példa egy altaldnos séma eleme: Ismét , nydljunk” bele az LP
alapfeladatba. Most a feltételrendszert médositsuk. A feltételek kozé tegyiik
be azt, hogy , versenyzd” vektoraink koordindtai legyenek egészek.

Egész értékli programozas, IP

Az alapfeladat:

Minimalizéljuk c"x-et
feltéve, hogy Ax = b,
xeZ9.

o LP esetén a lehetséges megoldasok halmaza egy poliéder volt. Most egy
poliéder és Z9 metszete (politépok esetén ez egy véges halmaz). Lehet,
hogy ez a mddositas ,, drtatlanabbnak™ tiinik, mint a célfliggvény
modositdsa, mégis a kapott probléma nehéz. Ez az altaldnos forma képes
N P-teljes problémdk formalizaldsara.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XV: Egész értékli programozas

o Az el6z6 példa egy altaldnos séma eleme: Ismét , nydljunk” bele az LP
alapfeladatba. Most a feltételrendszert médositsuk. A feltételek kozé tegyiik
be azt, hogy , versenyzd” vektoraink koordindtai legyenek egészek.

Egész értékli programozas, IP

Az alapfeladat:

Minimalizéljuk c"x-et
feltéve, hogy Ax = b,
xeZ9.

o LP esetén a lehetséges megoldasok halmaza egy poliéder volt. Most egy
poliéder és Z9 metszete (politépok esetén ez egy véges halmaz). Lehet,
hogy ez a mddositas ,, drtatlanabbnak™ tiinik, mint a célfliggvény
modositdsa, mégis a kapott probléma nehéz. Ez az altaldnos forma képes
N P-teljes problémdk formalizaldsara. Altalanos, hatékony megolddsa nem

varhaté.
Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Pérositasi probléma

Adott G graf élei kozotti maximalis parositast keressiik.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Pérositasi probléma

Adott G graf élei kozotti maximalis parositast keressiik.

o A feladat formalizaldsa:

Maximalizaljuk 1Tx-et (ahol 1T = (1,...,1), x € RE(®))

feltéve, hogy x parositas karakterisztikus vektora.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Pérositasi probléma

Adott G graf élei kozotti maximalis parositast keressiik.

o A feladat formalizaldsa:

Maximalizaljuk 1Tx-et (ahol 1T = (1,...,1), x € RE(®))

feltéve, hogy x parositas karakterisztikus vektora.

o A feltételt algebraizdlva az aldbbi ekvivalens optimalizaldsi
feladatot kapjuk:

Maximalizéljuk 1T x-et (ahol x € RE(®))
feltéve, hogy 0<x.<1, x. €Z

> Xe <1 minden v cslicsra.
e:vle

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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e Azaz egy IP feladatot latunk.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Pérositasi probléma: Relaxacié

e Azaz egy IP feladatot latunk. Az x. € Z feltétel elhagydsat LP
relaxaciénak nevezziik.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Pérositasi probléma: Relaxacié

e Azaz egy IP feladatot latunk. Az x. € Z feltétel elhagydsat LP
relaxacidnak nevezziik. Ezzel a versenyt , megnyitjuk” a nem
egész koordindtdju ,, versenyzok™ felé is.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Pérositasi probléma: Relaxacié

e Azaz egy IP feladatot latunk. Az x. € Z feltétel elhagydsat LP
relaxacidnak nevezziik. Ezzel a versenyt , megnyitjuk” a nem
egész koordindtdja ,, versenyzok” felé is. Természetesen a
maximalizalasi feladat optimalis értéke megnohet.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Pérositasi probléma: Relaxacié

e Azaz egy IP feladatot latunk. Az x. € Z feltétel elhagydsat LP
relaxacidnak nevezziik. Ezzel a versenyt , megnyitjuk” a nem
egész koordindtdja ,, versenyzok” felé is. Természetesen a
maximalizalasi feladat optimalis értéke megnohet.

o A relaxdlt feladat egy kezelhetd probléma/LP feladat:

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Pérositasi probléma: Relaxacié

e Azaz egy IP feladatot latunk. Az x. € Z feltétel elhagydsat LP
relaxacidnak nevezziik. Ezzel a versenyt , megnyitjuk” a nem
egész koordindtdja ,, versenyzok” felé is. Természetesen a
maximalizalasi feladat optimalis értéke megnohet.

o A relaxdlt feladat egy kezelhetd probléma/LP feladat:

Maximalizaljuk 1T x-et
feltéve, hogy 0<x.<1,

Y>> Xe < 1 minden v cstcsra.
ewvle

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Pérositasi probléma: Relaxacié

e Azaz egy IP feladatot latunk. Az x. € Z feltétel elhagydsat LP
relaxacidnak nevezziik. Ezzel a versenyt , megnyitjuk” a nem
egész koordindtdja ,, versenyzok” felé is. Természetesen a
maximalizalasi feladat optimalis értéke megnohet.

o A relaxdlt feladat egy kezelhetd probléma/LP feladat:

Maximalizaljuk 1T x-et

feltéve, hogy 0<x.<1,

Y>> Xe < 1 minden v cstcsra.
ewvle

v'(G)

jelolje a fenti LP feladat optimalis értékét.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



fHac

8]
Tl



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Parositasi probléma (folytatas)

Ha G péros, akkor v*(G) = v(G).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Parositasi probléma (folytatas)

Ha G péros, akkor v*(G) = v(G).
Azaz LP relaxdcidval nyert optimalizalasi feladat ekvivalens az
eredetivel.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Parositasi probléma (folytatas)

Ha G paros, akkor v*(G) = v(G).

Azaz LP relaxdcidval nyert optimalizalasi feladat ekvivalens az
eredetivel.

e Problémank kezdeti alakjat ekvivalens médod is dtirhatjuk LP
alakba.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Parositasi probléma (folytatas)

Ha G paros, akkor v*(G) = v(G).
Azaz LP relaxdcidval nyert optimalizalasi feladat ekvivalens az
eredetivel.

e Problémank kezdeti alakjat ekvivalens médod is dtirhatjuk LP
alakba. Eredetileg véges sok ,, versenyzénk” volt, a parositasok
karakterisztikus vektorai.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Parositasi probléma (folytatas)

Ha G paros, akkor v*(G) = v(G).

Azaz LP relaxdcidval nyert optimalizalasi feladat ekvivalens az
eredetivel.

e Problémank kezdeti alakjat ekvivalens médod is dtirhatjuk LP
alakba. Eredetileg véges sok ,, versenyzénk” volt, a parositasok
karakterisztikus vektorai. Ezt a versenyz6halmazt helyettesitve a
konvex burkukkal egy ekvivalens problémat kapunk
(célfiiggvényiink linedris!):
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Parositasi probléma (folytatas)

Ha G paros, akkor v*(G) = v(G).

Azaz LP relaxdcidval nyert optimalizalasi feladat ekvivalens az
eredetivel.

e Problémank kezdeti alakjat ekvivalens médod is dtirhatjuk LP
alakba. Eredetileg véges sok ,, versenyzénk” volt, a parositasok
karakterisztikus vektorai. Ezt a versenyz6halmazt helyettesitve a
konvex burkukkal egy ekvivalens problémat kapunk

(célfiiggvényiink linedris!):

Maximalizaljuk

feltéve, hogy

1Tx

x € conv{xm : M pérositas}

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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o A feltétel egy politépot ir le.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Parositasi probléma (folytatas)

o A feltétel egy politépot ir le. Ez leirhaté véges sok féltér
metszeteként, azaz algebrailag egy véges linedris
egyenlétlenségrendszer megoldashalmaza.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Parositasi probléma (folytatas)

o A feltétel egy politépot ir le. Ez leirhaté véges sok féltér
metszeteként, azaz algebrailag egy véges linedris
egyenlétlenségrendszer megoldashalmaza.

Legyen G paros graf. Ekkor

conv{xpn : M pérositds} =

={x € RE:0< x <1, Z Xe < 1 minden v csicsra.}

evle
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XVI: Parositasi probléma (folytatas)

o A feltétel egy politépot ir le. Ez leirhaté véges sok féltér
metszeteként, azaz algebrailag egy véges linedris
egyenlétlenségrendszer megoldashalmaza.

Legyen G paros graf. Ekkor

conv{xpn : M pérositds} =

={x € RE:0< x <1, Z Xe < 1 minden v csicsra.}

evle

e A nem pdros grifok esetét a késébbiekben vizsgdljuk meg jobban.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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o Végiil egy N P-nehéz problémat formalizdlunk/algebraizalunk.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra

e Végiil egy N P-nehéz problémit formalizdlunk/algebraizilunk.
Az eredmény alakja egy QP alapfeladat.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra

e Végiil egy N P-nehéz problémit formalizdlunk/algebraizilunk.
Az eredmény alakja egy QP alapfeladat. Természetesen nem
konvex feladat lesz.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra

e Végiil egy N P-nehéz problémit formalizalunk/algebraizdlunk.
Az eredmény alakja egy QP alapfeladat. Természetesen nem
konvex feladat lesz.

Adott egy G graf. Hatdrozzuk meg a klikk paraméterét (w(G)-t),
azaz a legnagyobb klikk méretét.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra

e Végiil egy N P-nehéz problémit formalizdlunk/algebraizilunk.
Az eredmény alakja egy QP alapfeladat. Természetesen nem
konvex feladat lesz.

Adott egy G graf. Hatdrozzuk meg a klikk paraméterét (w(G)-t),
azaz a legnagyobb klikk méretét.

e Lattuk, hogy a kérdés egy IP problémaként is megfogalmazhaté.
Az alabbi tétel egy tavolrdl sem nyilvdnvald, masik formalizalasat
adja w(G) meghatarozasinak.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Tétel

Legyen A € RV*V a G graf szomszédsagi matrixa és tekintsiik az
alabbi feladatot (x,0,1 € RY):

Maximalizaljuk xT Ax-et
feltéve, hogy x = 0,
1Tx=1.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Tétel

Legyen A € RV*V a G graf szomszédsagi matrixa és tekintsiik az
alabbi feladatot (x,0,1 € RY):

Maximalizaljuk xT Ax-et

feltéve, hogy x = 0,
].T

x=1.

Ekkor

Peter Hajnal Optimalizalds: Példak, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

. 1
(1): p zl—m.

e Legyen K egy optimalis (maximalis elemszamu) klikk.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

. 1
(1): p ZI_TG)'

e Legyen K egy optimalis (maximalis elemszamu) klikk. Ekkor az

xk =(0,...,0,

lehetséges helyen

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

. 1
(1): p ZI_TG)'

e Legyen K egy optimalis (maximalis elemszamu) klikk. Ekkor az

1 1
xk=(0,...,0,—,...,—,0,...,0)
w w
N——
K
lehetséges helyen c értéke

c(xk) = Xy Axy = i(,u((,u -1)=1- 1
K w2 w

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

. 1
(2): p SI_TG).

e Tekintsuk az

NN
vektort, ahol tehdt k = |V(G)| és az ny,...,nx € N szdmok az
N € N szadm egy particiéjat adjak.

vi Vi
x = (”1 . ”k> e £NQY©)

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

. 1
(2): p §1—TG).

e Tekintslk az
n Ve
o 1 k V(G)
=|l—,...,— | €LN
<= () <ene

vektort, ahol tehdt k = |V(G)| és az ny,...,nx € N szdmok az
N € N szadm egy particiéjat adjak. B
e Ezek utdn a G grifhoz rendeljink egy G-mal jelolt grafot a
kovetkezd médon:

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

. 1
(2): p §l—m.

e Tekintsiik az
n Ve
o 1 k V(G)
=|l—,...,— | €LN
o= (o) een
vektort, ahol tehdt k = |V(G)| és az ny,...,nx € N szdmok az
N € N szadm egy particiéjat adjak. B
e Ezek utdn a G grifhoz rendeljink egy G-mal jelolt grafot a
kovetkezd médon:
o A G graf v; pontjanak egy n; pontbdl &llé éimentes V;

fliggetlen ponthalmaz felel meg G-ban (i =1,..., k).

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

. 1
(2): p §l—m.

e Tekintsuk az

NN

vektort, ahol tehdt k = |V(G)| és az ny,...,nx € N szdmok az
N € N szadm egy particiéjat adjak. B
e Ezek utdn a G grifhoz rendeljink egy G-mal jelolt grafot a
kovetkezd médon:

o A G graf v; pontjanak egy n; pontbdl &llé éimentes V;
fliggetlen ponthalmaz felel meg G-ban (i =1,..., k).

o Ha a vj,v; € V(G) pontok szomszédosak, akkor a megfelelé
Vi, Vj cslcshalmazok kozt egy Kpy, p; teljes paros grafot tesziink
(minden lehetséges keresztélt behdzunk).

vi Vi
x = (”1 . ”k> e £NQY©)

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizaldsi problémak atfogalmazasa Példak optimalizalasi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

. 1
(2): p §l—m.

e Tekintsuk az

NN

vektort, ahol tehdt k = |V(G)| és az ny,...,nx € N szdmok az
N € N szadm egy particiéjat adjak.
e Ezek utdn a G grafhoz rendeljiink egy G-mal jelolt grafot a
kovetkezd médon:

o A G graf v; pontjanak egy n; pontbdl &llé éimentes V;
fliggetlen ponthalmaz felel meg G-ban (i =1,..., k).

o Ha a vj,v; € V(G) pontok szomszédosak, akkor a megfelelé
Vi, Vj cslcshalmazok kozt egy Kpy, p; teljes paros grafot tesziink
(minden lehetséges keresztélt behdzunk).

o Ha a vj,v; € V(G) pontokat nem kéti ossze él, akkor a

megfelelé V;, V; cslicshalmazok kozott nincs él.
Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

e A definicié alapjan G pontjainak szama

k k

\V(5)|:Zv;:NZ%:N
i=1

i=1

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

e A definicié alapjan G pontjainak szama

k k

~ nl-
V(G =) vi= NZN =N
i=1 i=1
e A konstrukcié alapjan G élszéma
~ 1 n; nj N2 /\/2
E@G) = > = 5/\/2 NNJ = 7xTAx = (%),
{vi,v;}€E(G) vivi€E(G)

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

e A definicié alapjan G pontjainak szama

k k
~ nl-
V(G =) vi= NZN =N
i=1 i=1
e A konstrukcié alapjan G élszéma
~ 1 n; nj N2 /\/2
E@G) = > = 5/\/2 NNJ = 7xTAx = (%),
{vi,v;}€E(G) vivi€E(G)

G legnagyobb klikkje w(G) méretii. A Turdn-tételt alkalmazva
élszama legfeljebb az w(G) osztdlyd/N pontd Turdn-graf élszama:

@) < ETuaio)! < (“) () = (1 gy ) o

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

o A fentiek Osszegzése utan kapjuk, hogy

2 ~ 1
c(x) = W’E(GN <1- w(G)’

ha x € £L.NQV(©),

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

o A fentiek Osszegzése utan kapjuk, hogy

2 ~ 1
c(x) = W’E(G)\ <1- w(G)’

ha x € £L.NQV(©),

e V(%) egy siiri halmaz L-ben, a célfiiggvény folytonos.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: A Bizonyitas

o A fentiek Osszegzése utan kapjuk, hogy

2 ~ 1
c(x) = W’E(G)\ <1- w(G)’

ha x € £L.NQV(©),
e V(%) egy siiri halmaz L-ben, a célfiiggvény folytonos.

e Ez bizonyitja a hidnyzé egyenlGtlenséget. Vagyis p* =1 — f(lc)-

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: Megjegyzések

e A tétel altal adott formalizdlasban egy kvadratikus alakot kell
maximalizalni.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: Megjegyzések

e A tétel altal adott formalizdlasban egy kvadratikus alakot kell
maximalizalni.

e A konvex QP alapfeladat feltételei koziil ,,csak” a kvadratikus
alak matrixdnak pozitiv szemidefinitsége hianyzik.
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Alapfogalmak Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa Példak optimalizaldsi feladatokra

Példa XIV: Klikk probléma djra: Megjegyzések

e A tétel altal adott formalizdlasban egy kvadratikus alakot kell
maximalizalni.

e A konvex QP alapfeladat feltételei koziil ,,csak” a kvadratikus
alak matrixdnak pozitiv szemidefinitsége hianyzik.

e Ezen feltétel elhagyasa olyan alakot eredményez, ami képes
reménytelen optimalizaldsi feladatok formalizdlasara.

Peter Hajnal Optimalizalds: Példdk, SzTE, 2021



Koszonom a figyelmet!
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