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A sik/tér kromatikus szamanak problémaja

Az alabbi kérdés egy alapkérdés. Vegyiik a sik pontjainak halmazan a kévetkezd U
(végtelen) egyszerti grafot: két pont akkor és csak akkor Gsszekotott, ha egységta-
volsagra vannak. U cstcsainak szdma/szamossaga kontinuum.

Ennek ellenére belathato, hogy hét szinnel jol kiszinezhet6 (mindegyik csticshoz
hét szin egyikét rendelhetjiik gy, hogy egység tavolsagra lévo csticsok kiilonbozs
szint kapjanak). Azaz x(U) < 7. Ehhez a sikot szabalyos hatszogekkel kell ki-
parkettazni, amely mérete éppen megengedi, hogy Osszes pontja ugyanazt a szint
kapja. Kis szamoléassal lathato, hogy egy piros hatszog szine milyen téavol ismétel-
hets meg. Ezt figyelembe véve a hatszogek (diszkrét, megszamlalhatoan végtelen)
halmaza megfelelGen kiszinezheté hét szinnel.

A j6 szinezéshez sziikséges szinek szamara also becslés is adhato: vegyiink egy
OABC egységoldalu, O-nél 60°-os szoggel rendelkezé rombuszt. Forgassuk ezt el O
koriil gy, hogy B egységtavolsidggal keriiljon arrébb, a B’ pontba. A és C' képe a
forgatasnal legyen A’ és C’. Egyszerti belatni, hogy az O, A, B,C, A’, B', C' pontok és
a koztiik 1évs egységtavolsagok (véges) grafjahoz sem elegends harom szin. x(U) >
4.

Az is ismert, hogy a fenti ismertetett als6 becslés technika teljes. A technika
egy véges részgraf felmutatasa és annak kromatikus szamanak kiszamolasaval be-
csiili alalrdl a végtelen graf kromatikus szamat. A teljesség Erdds és de Bruijn egy
nevezetes tétele: Legyen k egy természetes szam. Ha egy végtelen graf minden véges
részgrafja k-szinezhetd, akkor G maga is.

A fentiek mind a mai napig a legjobb becslések x(U)-ra.

Konnyen bevezethets az U graf d-dimenzios valtozata: U¢ (U = U?). x(U?) becs-
lésérsl nagyon kevés volt ismert. A hetes” fels6 becslés d-dimenzioban exponencialis
novekedést fels6 becsléshez vezet. A d-t6l fiiggs alsé becslések nagysagrendileg is
tavol voltak a fels6tdl. Egészen 1981-ig ...

A d-dimenzié tér kromatikus szamanak nagysagrend-
je

Két megjegyzéssel kezdjiik a fejezetet. ElGszor is nem sziikséges, hogy az egységta-
volségra 1évé pontok adjanak egy nagy kromatikus szamu grafot. Ha egy ponthalma-
zon beliil barmilyen ,,népszerd” tavolsidg olyan grafot ir le, aminek kromatikus szama
magas, akkor a ponthalmazunkat tudjuk tgy skalazni, hogy a népszerd tavolsag az
Ud-t definidlo 1 tavolsagnak felejen meg.
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Trivialitas, hogy k szinezhetd grafok atlagos szinosztaly mérete |V|/k, azaz a
legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz legalabb ekkora. Ha a legnagyobb fliggetlen pont-
halmaz méretét tudjuk feliilrél becsiilni, akkor adodik egy als6 becslés a kromatikus
szamra 1s:

vl

X(G) > (G’

Véges R-beli ponthalmazunk {0,1}¢ egy részhalmaza lesz. Ezek a pontok egy
d elemi V alaphalmaz részhalmazaival azonosithatok. Azaz ponthalmazunkat egy
halmazrendszer irja le.

1. Tétel (Frankl—Wilson-tétel). x(U?) > 1.001¢.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy d = 4p — 1, ahol p primszam. Vegyiik a 4p — 1
elemd halmaz Gsszes 2p — 1 elemi részhalmazat. Ezek karakterisztikus vektorai
definidlnak egy véges P, ponthalmazt R%ben. Koénnyd latni, hogy xg,xr € P,
esetén

d(xe, xr) = V|EAF| = \/2k —2|ENF)|.

Azaz — az uniformitas feltevése aran — a tavolsdgot a metszetmérettel tudjuk
Osszekotni. Specidlisan E és F' metszetmérete akkor és csak akkor p — 1, ha yp és
xr tavolsiga \/2(2p — 1) —2(p — 1) = \/2p.

Legyen G4 az a graf,a mit P,-bdl kapunk a V2k tavolsagra 1évé pontok Gsszeko-
tésével. Belatjuk, hogy ennek a grafnak nagy a kromatikus szdma.

Egy fiiggetlen ponthalmaz egy olyan k-uniform halmazrendszerhez, amelyben
minden metszetméret {0,1,2,...,p — 2,p,p+ 1,...,2p — 2}-beli. Azaz modulo p
véve a metszetmereteket egy p— 1 elemt halmazbol keriilnek ki: {0,1,2,...,p—2}.
A Frankl—Wilson-tétel alapjan legfeljebb (4;:11) pontot tartalmazhat. Ez alapjan

(1) _ 3pBp—1)(B3p—2)...(2p+2)(2p+1) _
(?:11) 2p—1D(2p—2)2p—3)...(p+1)p
3p 3p—13p—2 2p+22p+1

T —12p-22p-3 " p+l p

x(U") 2x(Ga) =

> 1.17 = 1.106@+tD/4 > 1 014,

Ha d-r6l nem tessziik fel a specialis alakot (egy primszam négyszeresénél eggyel ke-
vesebb), akkor d-t lefelé kell , kerekiteni” egy ilyen alakt szamra és d helyette a lefelé
kerekitett értékkel kell dolgozni. A részletek kidolgozasat az érdekl6dé hallgatora
bizzuk. |

Alakzatok feldarabolasa kisebb atmeérgja részekre

A kombinatorikus geometria egyik alapproblémaja egy adott korlatos alakzat fel-
daraboléasat kéri az erdetinél kisebb atmérGji részekre. Legyen B(K) a minimalis
szamu darab, amivel ez megoldhat6. Legyen B(d) a d-dimenzios K alakzatok kozott
a maximéalis B(K) paraméter. Konnyen lathato, hogy feltehets, hogy K zéart (igy
kompakt) és a részek is zartak. A konvexség is felteheté K-ra (és a darabokra is).

Tobb évtizedes kutatomunka gytjtotte az eredményeket. A legegyszeriibbek
B(2) =3, B(3) = 4.
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Borsuk egy nevezetes tétele szerint B(S?) = d + 2, ahol S? a d + 1 dimenzios
goémb (d-dimenzios) feliilete. Specialisan, ha a d-dimenziés gombfeliiletet d + 1 zart
résszel fedjiik, akkor valamelyik tartalmaz atellenes pontpart (ez a nehezebb része
a tételnek). Masrészt d + 2 részre felbonthato a gombfeliilet: Egy beirt szabalyos
szimplex cstucsai koré irt (fégombnél kissé kisebb) sapkak megfelelnek.

Ebbdl rogton kovetkezik, hogy ha a d-dimenzioban 1évé K hatéara sima (mind-
egyik iranyhoz pontosan egy olyan tamasz-hipersik van, amely kiils§ normalisa az
adott iranyba mutat), akkor B(K) < d 4 1. Valoban: Ekkor K (feltessziik, hogy
konvex és zart) hataranak minden pontjat megfeleltethetjiik egy irannyal (az ottani
tamasz-hipersik kifelé mutaté normélisanak iranyaval), igy egy S?! pontjaval. A
gombfeliilet korabbi sapka-fedését visszavetithetjiik K-ra. Ez elkeriili az olyan ha-
tarpontparokat, amelyekben a két tamasz-hipersik parhuzamos. Ez garantalja, hogy
a visszavetitett sapkdk atmérGje kisebb mint K atmérGje. (A sima tesetk kozott a
gémb a legnehezebb.)

Egy Borsuknak tulajdonitott sejtés szerint B(d) < d+ 1. Azaz a gdmb az Gsszes
alakzat kozott a legnehezebb ilyen feldarabolas szempontjabol.

Késobb kideriilt, hogy ez nagyon nem igaz. A poliedérek (igazabol véges cstics-
ponthalmazuk) kisebb dtmérdji részekre darabolasa joval mélyebb nehézségeket rejt.

A Borsuk-fiiggvény valédi nagysagrendje

Az el6z6ekben definialt Frankl-—Wilson-ponthalmaz mintajara kezdiink el dolgozni.
A nagy hasonldsag ellenére tobb mint tiz év volt sziikséges annak felismerésére, hogy
a Borsuk-probléma is kezelhet§ a korabban kidolgozott technikék segitségével.

Az alaphalmaz (amiket majd a koordinatakkal azonositunk) egy kicsit bonyolul-
tabb lesz: p legyen egy primszam. Az U alaphalmaz egy 4p—1 elemti V' csticshalmaz
pontparjai. Az 6sszes lehetséges modon vagjuk ketté V-t egy 2p és egy 2p — 1 elemd
részre és vegyiik azon parok halmazat, amelyek a vagas kiilonboz6 osztalyaba es6
egy-egy pontot tartalmaznak. Ezen pontpar-halmazok karakterisztikus vektorai al-
kossanak egy Q, ponthalmazt. A dimenzio, ahol vagyunk D = (4”; 1). A megfelels
halmazrendszeriink uniform: minden él (2p — 1)2p elemi. Az azonban nem igaz,
hogy az alaphalmaz Gsszes ekkora részhalmazat élként vettiik be. Minden élt azo-
nosithatunk az élt lefré vagas 2p — 1 elemd oldaléval. Ez éppen P, csticshalmazénak
egy leirasa (ezen ponthalmaz d = 4p — 1 dimenzidban van).

Koénnyen felirhat6é x g, xr € Pp-nek megfelel6 Q,-beli két pont (vg és vp) tavol-
saga. Ez csak a két pontnak megfelel6 parrendszerek metszetméretétsl (|€ N F|-t6l)
fiigg (halmazrendszeriink most is uniform):

d(vg,vp) = \/4p(2p —1)-2[ENF]

|E N F| értéke konnyen szamolhato:

2
|€ﬂf|:x(x+1)+(2p—1—x)2:2[x— <p—§)} +3p—§.

Ez a fiiggvény egész = értékek kozott p — 1-nél veszi fel minimumét. = = p — 1
a d(vg,vp) téavolsdg maximumanak helye (Q,-ben). Azaz a korabbi Gy,—; graf
megegyezik a Q,-ben az d&tme’'rényi tavolsagra 1évé pontparok grafjaval.
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Ebben azonban a legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz mérete legfeljebb (if’:f). De

a csokkentett atmérGjt fedésnél minden fedd rész egy fliggetlen ponthalmazt fed le.
Igy a sziikséges részek szama legalabb

(1) _3p(p—1)(3p—2)...(2p+2)(2p+1) _

() 2 -1D(2p—2)(2p—=3)...(p+1)p
_3p 3p—13p—2 2p+22p+1
C2p—12p—22p—3" " p+1 p

> 1.17.

A dimenzi6 D = (4;;1) = (4p—1)(2p—1) =8p? — 6p+ 1. A fenti becslés konnyen
kifejezhets D segitségével, illetve a specidlis dimenzi6 esete kiterjeszthetd tetszéleges

dimenziora. A részletek kidolgozasa nélkiil megemlitjiik a tételt.

2. Tétel (Kahn—Kalai-tétel). B(d) > 1.001V<.

Ramsey-elmélet

Az R(k) Ramsey-szamok a kombinatorika egyik legkozpontibb szamsorozata. Meg-
értésiik komoly eréfeszitésekhez vezettek.

R(k) azon maximaélis n cstcsszam, amelyhez létezik n pontu G,, graf, melyre
a(G,) és w(Gy) is k-nal kisebb (azaz a graf és komplementere sem tartalmaz k
pontu klikket).

Egy alternativ definici6: R(k) + 1 az a minimalis n cstcsszam, amelyre garan-
talhato, hogy minden n pontu G, graf tartalmaz k ponta klikket vagy k pontu
fliggetlen halmaszt.

Egy inverz fliggvény: p(n) az a maximalis k méret, hogy garantalhaté minden n
pontu G,, grafre, hogy tartalmaz k pontu klikket vagy k pontu fiiggetlen halmazt.

A kovetkezs tétel két alaptételt foglal Gssze:

3. Tétel (Erd6s, Ramsey tétel). (i) (v2)F < R(k) < 4%,
(it) +logyn < p(n) < 2log,n.

A fenti becslések mai napig a legjobbak (az of tipusi fiiggvények kozott). Mi
most az alsé becslésekre koncentralunk: Ezek nagyon egyszertick. Egy (v/2)F vagy
n pontu csicshalmaz minden pontparjara dobjunk fel egy érmét. Ha fej, akkor
osszekotjiik Gket, ha iras, akkor nem. Az igy kapott valoszintségivaltozo (értéke
egy graf) bizonyitja a tételt: pozitiv valoszintiséggel nem tartalmaz k vagy %log2 n
méretd klikket és fiiggetlen ponthalmazt sem.

Az allitas bizonyitasa volt az egyik hajtoerd, ami Erdss Palt a valoszintségszé-
mitasi modszer kifejlesztése felé vezette.

A bizonyitasra a természetes mod azonban nem ez volt (kiiléndsen nem 1947-
ben). Le kell irni, konstrualni kell egy G,, grafot és meg kell becsiilni a max{w(G,), a(G,)}
paramétert. (Ezt tette a valoszintségszamitasi modszer konkrét G,, leirasa nélkiil.
Az 6sszes lehetséges G,,-16l éllitotta, hogy egy generikus graf a fenti értelemben jo.)

Ha valaki konstruél egy G, grafot (igazabol persze grafsorozatrol beszéliink),
amely max{w(G,),«(Gy)} paramétere jol becsiilhets feliilrsl, akkor konstruktiv
Ramsey-grafokrol beszéliink. Ezen iranyban a fentieknél joval gyengébb eredmények
ismertek. Az attorést itt is a halmazrendszerek elméletének alkalmazasa jelentette.
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Konstruktiv Ramsey-grafok

Definicié (Frankl—Wilson-graf). Legyen p egy primszam. Legyen Rpw (p,{) a
kovetkezs egyszerti graf: Cstcsai egy f-elemd V' halmaz Osszes p? — 1 elemt rész-
halmaza. Két csics (V részhalmaza) akkor és csak akkor szomszédos, ha metszetiik
elemszama p-vel osztva —1-et ad maradékul.

4. Tétel. max{w(Rpw(p,?)), a(Rrw(p,0))} < ( ¢ )

p—1

Bizonyitds. w(Rpw(p,?)) < (pfl) egyszertian adodik abbol, hogy egy klikk ponthal-
maza olyan halmazrendszert ad, amely metszetméretei {p—1,2p—1,3p—1,...,(p—
1)p — 1} halmazbeliek. Ray-Chaudhuri—Wilson-tétel adja a bizonyitandot.
a(Rpw(p,0)) < (pfl) becsléséhez egy fliggetlen ponthalmaz csicsaihoz tartozo
halmazok rendszerét nézziik. Ebben minden metszetméret {0,1,2,...,p —2,p,p+
1,...,2p —2,2p,2p + 1,...} halmazbeli. Ez tal nagy halmaz, de modulo p nézve
a metszetméreteket mar csak egy p — 1 elemd halmazt kapunk: {0,1,2,...,p — 2}.
Ray-Chaudhuri—Wilson-tétel modularis valtozata, a Frankl—Wilson-tétel adja a
bizonyitandot. |
5. Kovetkezmény. Legyen p egy primszam. Jeloljik k-val a (p’fl) értéket. FEk-
kor Rpw(p,p?) egy k ponti klikk és k ponti fiiggetlen halmaz nélkili grdf, amely

csucsszama tobb mint

n? k
60999 lrfllnk .

A sziikséges szamolasokat az érdeklédé hallgatokra bizzuk.

Természetesen a valosziniiségszamitasi modszer (ma mar csuklogyakorlatnak sza-
mit6 modon) e** pontszamon (joval tobb csticson) definiél egy ilyen grafot. A fenti
konstrukcié csticsszdmanak nagysagrendjét mind a mai napig nem sikeriilt megjavi-
tani.
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