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Emlékeztetd. Halmazrendszerek Koénig-tulajdonsaga

Az alabbiakban két alappéldat mutatunk Kénig-tulajdonsagt halmazrendszerre
a grafelméletbdl.

Menger tételei

Legyen G egy graf két kitiintetett csiiccsal s-sel és t-vel. A G-beli st utakhoz kétféle-
képpen is rendelhetiink egy-egy halmazt: (a) élhalmazuk, (b) bels pontjaik halma-
za. Mindkét esetben (M. (G, s,t), M, (G, s,t)) Kénig-tulajdonsaga halmazrendszert
kapunk (lasd Diszkrét Matematika el6adas). Iranyitott grafokban iranyitott utakkal
dolgozva (Me(é, s,t), My(G, s,t)) tovabbi két példat kapunk. Az fgy kapott négy
allitas Menger nevezetes tételei.

A halmazrendszeres jelolésmod kikeriilhetS. Ebben (a grafelméleti) nyelvezetben
mondjuk ki a Menger-tételeket:

1. Tétel (Menger-tételek). Legyen G eqy irdnyitatlan, G egy irdnyitott grdf két
kitiintetett csiuccsal: s-sel és t-vel.

(i) (irdnyitatlan, éldiszjunkt vdaltozat)

max |P.| = min |L|,
Pe éldiszjunkt L C E(G): L minden st it
st utak rendszere élhalmazdt metszi

(i) (irdnyitatlan, csicsdiszjunkt vdltozat)

max |Py| = min |L|,
Py kiéz0s belsé pontok L C V(G) — {s,t}: L minden st it
nélkili st utak rendszere csucshalmazdt metszi

(111) (irdnyitott, éldiszjunkt vdltozat)

|Pe| = _ in L],

max
Pe €ldiszjunkt L C E(G): L minden st 1t
st utak rendszere élhalmazdat metszi

(v) (iranyitott, csucsdiszjunkt vdltozat)

max |P,| = min |L|,
Py kiézos belsé pontok L C V(G) — {s,t}: L minden st it
nélkili st utak rendszere csucshalmazdt metszi
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Lucchesi—Younger-tétel

Legyen G egy iranyitott graf.
Definicié. G irdnyitott vagasai altal adott élhalmazok alkossék a V halmazrendszert.

Az alabbi tétel az egyszertien kimondhaté mini-max tételek koziil az egyik leg-
késsbb felfedezett.

2. Tétel (Lucchesi—Younger-tétel (1978)). tetszéLeges G irdnyitott grifra V
Konig-tulajdonsdgi.

Bizonyitds. Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy G egy ellenpélda minimélis
sok éllel. Legyen k az élidegen vagasok maximalis szama (v(V) = k). Legyen
C1,Cs, ..., Cy egy optimalis éldiszjunkt vagasrendszer.

A 7(V) > v(V) egyenl6tlenség nyilvanvalo. Igy az ellenpéldasag azt jelenti, hogy

az irdnyitott vagasok lefogasahoz legalabb k + 1 él sziikséges.
I. FAZIS: Grafunk atalakitasa. C) éleit sorban osszuk fel egy ponttal két (az
eredeti iranyba mutato) iranyitott élre. Csak arra vigyazzunk, hogy az éldiszjunkt
vagasok szama k maradjon (csokkenni nem csokkenhet, tehat a novekedést keriiljiik
el). Valamikor elakadunk (C} Gsszes éléenck felosztasa k + 1 éldiszjunkt vagashoz
vezetne). Legyen G a graf, amelynél elakadtunk és e egy éle, amit nem tudtunk
felosztani. Legyen Gt az a graf, amit G-bél kapunk az e ¢l felosztasdval. G*-ben
lesz k + 1 éldiszjunkt iranyitott vagas. Ezek a vagasok G-ben is ott vannak, csak
nem lesznek (nem lehetnek) éldiszjunktak: az egyetlen hiba, hogy e két vagasban is
szerepel.

G ellenpélda voltdnak minimalitasa miatt G—e Jiranyitott vagasainak élhalmazai
Kénig-tulajdonsaguak. Mivel 7(V) > k + 1, ezért G-¢ irdnyitott Vagasalnak élhal-
mazai lefogasahoz legalabb £ él kell. Igy a Kénig-tulajdonsag miatt G —e-ben van k
éldiszjunkt vagas. Ezek a vagasok is G-be vetithetsk: éldiszjunktsaguk megmarad,
e-t nem tartalmazzak.

Osszegezziik G tulajdonsagait:

(E) G is ellenpélda: Konstrukcioja alatt vigyaztunk arra, hogy v(V) = k megma-
radjon. Kozben 7 > k + 1 automatikusan megmaradt.

(V) G-ben talalhato 2k +1 iranyitott vagas, hogy minden él legfeljebb két vagasban
szerepeljen. (Léasd a két lépésben megadott (k + 1) + k vagast.)

Felhivjuk a figyelmet, hogy a kezdetben feltett minimalitast mar nem tudjuk, nem
hasznaljuk (nem hasznalhatjuk).

I1. FAZIS: Vagasrendszeriink atalakitasa. A kovetkezd lépésben a fenti vagds-
rendszert alakitjuk at (grafunk marad G).

Definicié. Egy C iranyitott vagas indul6 oldala legyen A(C'), érkezd oldala legyen
Z(C). C,C" keresztezdek, ha A(C)NA(C"), A(C)Nn Z(C"), Z(C)N A(C"), Z(C) N
A(C") négy darab metszet mindegyike nem-iires.

Két (C, C") keresztez6ds iranyitott vagast konnyd két nem-keresztezddéve ala-
kitani gy, hogy kozben élhalmazuk (multiplicitassal szamolva) ne ngjon. Ehhez
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legyen C' azaz iranyitott vagés, amelyre A(C) = A(C) N A(C") (ez korrekt defini-
cio!). Tovabba legyen C' azaz iranyitott vagéas, amelyre A(C') = A(C) U A(C") (ez
korrekt definicio!).

Ha vagasrendszeriink nem paronként nem-keresztez6ds, akkor ismételgessiik ke-
resztez6ds vagasok fenti dtalakitasat. Konnyt ellendrizni, hogy > |A(C)|? szigortian
monoton né. Atalakitassorzatunknak el kell akadnia. Ez a kivetkezd tulajdonsago-
kat adja.

(BE) G ellenpélda.

(V1) G-ben talalhato 2k + 1 darab paronként nem-keresztezddd iranyitott vagés,
hogy minden él legfeljebb két vagasban szerepeljen.

ITI. FAZIS: Az ellentmondas. Vagasrendszeriinkbsl a kovetkezd iranyitott S
segédgrafot konstrualjuk: V(S ) = {C1,0y,...,Co, Coppr}, C; és C; kozt akkor és
csak akkor vezet ¢l, ha a két vagasnak van kozos éle. Ez az ¢l Cj-bdl Cj-be vezet,
ha A(C;) C A(C)).

Belatjuk, hogy S paros graf. Ebbdl kovetkezik, hogy van benne k£ + 1 elemt
fiiggetlen ponthalmaz. De ez ellentmondés, mert GG-ben nincs k + 1 kozos él nélkiili
iranyitott vagas.

Allitas: S paros graf.

Valoban: tegyiik fel, hogy van benne paratlan hosszi kor (nem sziikségszertien
iranyitott). Ebben kell lenni két csatlakozo élnek: feltehetd, hogy Cori1Cy és C1Cs.
Ekkor A(Cary1) C A(Cy) C A(Cs). Lesz egy olyan i, hogy A(Cy) C A(C)), de
A(Cit1) C A(CY). Ekkor a C; és Ciyq kozos éle Cy-ben is él. Ez azonban ellentmond
(V)T-nak. Az ellentmondas bizonyitja az allitast és igy lezarja a bizonyitast. [

A tétel egy kovetkezményét is ismertetjiik. elGtte azonban lassunk egy példat
egy nem sziikségszertien Kénig-tulajdonsagu halmazrendszerre.

Definicié. Legyen G egy iranyitott graf. Legyen C. az iranyitott korok élhalmazai.

Példa. Legyen az alapgrafunk K33, a harom-haz-harom-kut graf. Vegyiik egy teljes
péarositasat és éleit iranyitsuk felfelé (a hazak felé), a tobbi él iranyitasa mutasson
lefelé (a kutak felé).

Ekkor minden kor legalabb két felfelé iranyitott élt tartalmaz. Azaz az iranyitott
korok kozott nines két éldiszjunkt (6sszesen harom él van felfelé iranyitva): v(C.) =
1. Mésrészt barmely élét vessziik grafunknak lesz azt elkeriils iranyitott kor: 7(C.) >
2. Igazabol egyenlség ll fenn: Két felfelé mutato él lefogja az 6sszes iranyitott kort.

A Kj 3 graf sikgrafokban nem fordul el6. A harom-héz-harom-kut graf megjele-
nése nem véletlen.

3. Kovetkezmény. Legyen G eqy sikgraf iranyitasa. Ekkor C. Konig-tulajdonsdgi.

Bizonyitds. Legyen G szépen (élgorbék atmetszése nélkiil) lerajzolva a sikra. Vegyiik
a G* irdnyitott dualist, ahol az alapgraf a szokasos dualis, mig iranyitasa olyan, hogy
eszerint tekintve a dudlis él balrol jobbra messe at (az ¢ iranyitasat kovetve).

Az eredeti és dualis grafok élhalmaza megfeleltetett. Igy a G-re alapozott C,
halmazrendszernek megfelel egy C* halmazrendszernek (E(G*) felett). Ez majdnem
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a G* graf V halmazrendszere lesz. G kéreibol csak a G* graf minimalis (tartalmazasra

nézve) vagasai erednek.

Ez azonban nem zavard. Egy halmazrendszer akkor és csak akkor Kénig-tulajdon-
sagi, ha tartalmazésra nézve minimalis élei is Kénig-tulajdonsaguak. Igy Lucchesi—
Younger-tétel alapjan a CE halmazrendszer Kénig-tulajdonségu és igy a (vele izo-
morf) C. halmazrendszer is. u
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