HALMAZRENDSZEREK
Matematika MSc hallgatok szaméara

1. El6adas

Eléado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Barsi Dora 2010. februar 2.

Alapfogalmak

Definicié. ‘H halmazrendszer V felett, ha H C P(V) (azaz H a V-nek részhalma-
zainak egy halmaza.

Definicié. ‘H hipergraf V felett egy harmas (V, E,I), ahol V' C V x E-nek egy
illeszkedési relacio.

A grafoknal mar megismert alapfogalmakat tobbnyire természetesen altalano-
sithatok a halmazrendszerek, illetve a hipergrafok esetén. Ezek alapjan V' elemeit
csucsoknak, mig H elemeit éleknek nevezziik.

Egy e € E esetén {v € V : vle} halmaz e végpontjainak tekintjiik. Kiilonbozs
€ E esetén ezek a halmazok lehetnek ugyanazok. (azaz e # € F, de a végpontjaik
megegyezik.)

Definicié. Legyen H egy V feletti halmazrendszer, és legyen x € V' az alaphalmaz
egy eleme. x fokszama az z-et tartalmazo élek szama. Jelolés: dy(x) = |{e € H :
elr}|.

Ekkor egy vo V(G) esetén a grafelméleti dg(v) fokszam és a halmazrendszerként
tekintett dg(v) fokszam eltér, ha v-re illeszkedik.

1. Lemma. ) dy(z) = > |E|, azaz a fokszdmok dsszege megegyezik az élek
eV EeH
0sszeqgével.

Definicié. ‘H halmazrendszer k-uniform, ha barmely F € H él esetén |E| = k. (H
elemei & elemtd halmazok).

Az egyszert grafok azonsithatok a 2-uniform halmazrendsyerekkel.

Steiner-rendszerek
Legyen v := |V]|.

Definicié. S halmazrendszer V felett Steiner-rendszer, ha 3-uniform halmazrend-
szer, amelynek alaphalmaza barmely két kiilonb6z pontjat egy halmazrendszerbeli
hérmas tartalmazza.

Az alabbiakban egy alternati leirdsat adjuk a Steiner-rendszereknek.
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Definicié. K, (v ponton teljes graf) éleinek haromszogekre valé particionalasat ne-
vezzilk haromszog-bontasnak. A haromszog-bontéds esetén az ott szerepldé harom-
szogek élei diszjunktak és unidjuk megegyezik E(K,)-val.

Egyszert belatni, hogy akkor és csak akkor létezik Steiner-rendszer v ponton, ha
K,-nek van haromszog-bontasa.

Alapkérdés: Milyen v-kre létezik Steiner-rendszer?
2. Lemma. Ha létezik S Steiner-rendszer v-ponton, akkor 2lv — 1 és 3|v- (v — 1).

Bizonyitas. Vegyiik K, egy haromszog-bontasat. Ekkor a v(v — 1)/2 élt harom
elemi csoportokba osztalyoztuk. Tovabba minden cstcsnal az ott Osszefutéo v — 1
élt parokba osztottuk. O

Megjegyzés. A fenti lemma (egyelore sziikséges) feltételeit oszthatosagi feltételek-
nek nevezziikk. Konnyt szamlamélet adja, hogy a feltétek ekvivalensek azzal, hogy
v=1,3 (mod 6).

Példa. A v = 1,3 ponton létezik Steiner-rendszer.
Feladat. A v = 2,4,5,6 pontban nem létezik v-ponti Steiner-rendszer.

Példa. A v = 3* pontban is létezik, mert V = Z& csoport és elemein a S =
Hz,y, 2} 2y, 2 € Z’gf, x4y + z = 0} egy Steiner-rendszer.

Példa. v = 7 ponton létezik Steiner-rendszer: Fano-sik.
Példa. v = 9 ponton létezik Steiner-rendszer: 3 paraméteru affin sik.
Feladat. v = 13 ponton létezik Steiner-rendszer.

A fenti példak talan sugaljak, hogy az oszthatosagi feltételek elégségesek is a
Steiner-rendszer létezéséhez. Ez igy is van. Ezt a Steiner-rendszer alaprtételének
nevezziik. Az aldbbiakban célunk v pontii Steiner-rendszer megadasa. Minél tobb
modszert szeretnénk mutatni ilyen konstrukciora.

Steiner-rendszerek elemi konstrukcioi

Az alabbi lemma hasznosnak bizonyul:

3. Lemma. Ky éle felbonthatok 2k + 1 darab majdnem teljes pdarositds unidjara
(Xe(Kaky1) =2k +1).

Bizonyitas. A csicsokat egy szabélyos 2k + 1-szdg csticsai reprezentaljak. Minden
oldalhoz tartozzon egy majdnem teljes parositas: az oldallal parhuzamos atlok (a
kiindul6 oldalt is altonak tekintjiik és az altala definialt paroitasnak eleme lesz).
Egyetlen pont lesz pérositatlan: a sokszog kiindul6 oldallal szemkozti csucsa. A
fenti mejdnem telje péarositéask a lemmat igazoljék. O

4. Kovetkezmény. A v = 6k + 3 esetén létezik Steiner-rendszer.
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Bizonyitas. Vegyiink harom darab Ko teljes grafot. Ezek legyenek K, KT, K*+.
A harom teljes graf korszeriien rendezve van: A K graf egy v csticsanak megfelel v
csucs KT-ban. Ez v rakovetkezGje. v rakovetkezdje v+, amely rakovetkezdje v.

Alkalmazzuk a harom teljes grafra a lemmét. A majdnem teljes parosit’asokat
szinekkel kodoljuk: Mindegyikben lesz egy piros pont, piros élek, kék pont és kék
éleket stb. A piros cstcs rakovetkezGje a kovetkezd graf piros cstcs, a piros élek
rakovetkez6i a kovetkezs graf piros élei és igy tovabb.

Legyen a S rendszer élei:

(i) {a harom piros pont}, {a harom kék pont},... — Ez 2k + 1 darab harmas.

(ii) { piros pont és rakévetkezében valamely piros él két végpontja }, { kék pont és
rakovetkezében valamely kék él két végpontja },... — Ez v - k darab harmas.

5. Allitas. S Steiner-rendszer.

Valoban: Minden z,y € V kiilonb6z6 cstcsparra megadhato rajtuk atmend él.
Tovabba a harmasok szama a vart (v(v — 1)/6).
A befejezést az érdekl6ds hallgatora bizzuk:

Feladat. S Steiner-rendszer V felett, ha |S| = % ¢s minden pontparon at halad él.

O

Steiner-rendszerek szamelméleti konstrukciéja

Legyen v = 6k+1 prim. Legyen V =F, = {0, 1,...v—1}, ahol az alaphalmazt a mod
v aritmetikéval latjuk el. Legyen F, = {0}WQUQ), ahol @ a kvadratikus-maradékok
(mod ¢ nem-nulla négyzetszamok, azaz azon a # 0 elemek V-bél, amelyekre 2% = a
megoldhaté) halmaza, tovabba @Q a kvadratikus-nem-maradékok halmaza. Az F*
a v elemi test multiplikativ csoportja, egy ciklikus csoport, azaz alkalmas g € F}

elemre, hogy F* = {g,¢%, ...g""'}. Ekkor g?~! = ¢%% =1 és ¢** = ¢z =—1.
A konstrukcionakt néhany alaphéromszog leirasaval kezdjiik. Legyen

T, ={g', g, g},
ahol 1 < ¢ <k.
Példa. p = v =13, k = 2 esetén
F*, = {2,4,8,3,6,12,11,9,5,10,7,1}
T, = {2,5,6)
T, = {4,10,12}

Eszrevétel. A példaban a két alapharomszoget a szabalyos 13-sz0g csiicsain abra-
zoljuk a standard moédon, akkor a kombinatorikus oldalhosszak (6 darab) az Gsszes
kombinatorikus atlohosszat egyszeresen reprezentéljék.

Igy az alapharomszogek elforgatottjai Steiner-rendszert alkotnak. Ez az &tle-
tet valositjuk meg tetsz6leges olyan ponthalmazon, amely elemszama 6k + 1 alakt
primszam.
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6. Tétel. Az észrevétel minden v = p = 6k+1 esetén igaz. Azaz az alaphdromszigek
3k darab oldala kilonbézd hosszi.
Bizonyitas. Valoban: Legyen gite2F git(et)2k gg gite2k  gi+(e+1)-2k kat alapharom-
sz0g egy-egy oldala (¢ = e € {0,1,2} és 1 < 4,5 < k). A két oldal kiilonbozssége
(1,€) # (j,¢)-vel ekvivalens.

A bizonyitando

gitedk _ gi+(a+1)2k ] :l:<gi+e~2k _gj+(e+1)~2k).

Rendezéssel (osztva a 1 — ¢ nem-nulla szdimmal) kapjuk a kovetkezd ekvivalens
format:

gi+5~2k 7& j:gj+e'2k'
Azaz ¢°F = —1 felhasznalasaval

i+e-2k jte-2k i+e-2k j+e-2k+3k
#g + g )

g és g

Az els6 egyenlStlenség konnyen adodik a (i,e) # (4, ) feltevésbsl. A méasodik is
kénnyen meggondolhato. 0

7. Kovetkezmény. Minden olyan alaphalmazon, amely elemszima 6k + 1 alaki
primszam létezik Steiner-rendszer.

Skolem-konstrukci6
Definicié. Skolem-péarositas {1, 2, ...2n} parositasa gy, hogy a parokban 16v6 szam-
parok tavolsaga rendre 1,2,...,n legyen.

Milyen n pozitiv egészre van Skolem-parositas?

Példa. n = 1 esetén van Skolem-péarositas. persze csak egy par lehet: 12 és ezek
tavolsaga egy (ahogy kell).

Példa. Az n = 4,6 esetében nincs Skolem-parositas.

Példa. Az n = 8 esetében 12, 46, 58, 37 egy Skolem-péarositas. Itt a szampéarokban
a tavolsagok rendre 1,2,3.4.

8. Lemma (Skolem-parositasok oszthatdsagi feltétele). Ha létezik Skolem-
pdrositas az {1,2,...,2n} halmazon, akkor n = 0,1 (mod 4) igaz.

Bizonyitas. Létezik Skolem-parositas {1,2,...,2n}-en akkor a parosités az alaphal-
mazt felbontja két részre: AUF, ahol A az egyes parok kisebb elemeinek halmaza,
F az egyes parokbol a nagyobb elemek halmaza.

Ekkor
Y F=) (a+l(a) = ZA+@,

acA
ahol /(a) az a elem és parjanak tavolsaga.

MAésrészt )
- +1
;1:2:} Py a=2% pu%.

Ez utobbi egyenl@ség rendezve n = @ (mod 2). Elemi szamelmélet fejezi be
a lemma bizonyitasat. O
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9. Tétel (Skolem tétele, Skolem-parositasok alaptétele). Ha n-re teljesil a
Skolem-pdarositisok oszthatosdgi feltétele, akkor létezik Skolem-pdrositas{1,2,...,2n}-
en.

Ezt nem bizonyitjuk.

Konnyti latni, hogy {1, 2, ..., 2n}-en akkor és csak akkor 1étezik Skolem-parositas,
ha {k, k+1,..., k+2n—1}-en létezik Skolem pérositas. Ez utobbi paroitasbol viszont
konnyd alapharomszogeket definialni a {0, 1,2,3,...,6n} halmazon: Minde péarhoz
hozzdadjuk a 0 elemet egy harmas képzéséhez. Az igy kapott n darab alapharom-
sz0g kombinatorikus oldalhosszai reprezentéljdk a 3n darab lehetséges atlohosszat.
Igy elforgatottjai egy Steiner-rendszert adnak.

Eredményeinket a kovetkezd allitdsok foglaljak Gssze.

10. Lemma. Ha{1,2,..., 2n}-en létezik Skolem-pdrositds, akkor a {0,1,2,3,...,6n}
halmazon létezik Steiner-rendszer.

11. Kovetkezmény. A v = 24k + 1 és v = 24k + 7 elemi ponthalmazon létezik
Steiner-rendszer.

Steiner-rendszerek algebrai-konstrukcioéi

S Steiner rendszer legyen a (Vo) a kovetkezs struktura:
r, hax=y,
o= {z, ha z # vy és {x,y,2} € S.
A kovetkez6 lemma foglalja Ossze a fent definidlt o miivelet alaptulajdonségait.

12. Lemma. (V,0) csoport tulajdonsdgai:

(i) zox = x, azaz o idempotens,

(ii) oy =yox, azaz o kommutativ,
(i1i) x o (zoy) =y, ezt o Steiner-tulajdonsdigdanak nevezzik.

Az (ii) és (iii) allitasokbol kévetkezik, hogy x o o = y és o o x = y megoldhato
minden z, y-ra. Az ilyen struktturakat kvazi-csoportoknak nevezziik. Tehat a Steiner-
rendszerekbdl specialis kvazi-csoportokat definialtunk.

Feladat. Ha van V-n idempotens, kommutativ, Steiner-mrtvelet, akkor létezik V-n
Steiner-rendszer.
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