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A véges projektiv sik fogalma

A projektiv sikgeometridban vannak pontok, egyenesek és koztiik egy illeszkedési
relacio. A projektiv sikgeometria illeszkedési axiémai a kovetkezGek:

(Gi) Tetszbleges két kiilonboz6 ponthoz, pontosan egy egyenes tartozik, amire il-
leszkedik mindkét pont.

(Gii) Tetszoleges két kiilonboz6 egyeneshezhoz, pontosan egy pont tartozik, ami
illeszkedik mindkét egyenesre.

(Giii) Minden egyenesre legalabb harom pont illeszkedik.
(Giv) Van harom olyan pont, ami nem illeszkedik egy egyenesre.

Axiémaink (matematikai szemiiveggel nézve) egy kicsit szoszatyarak. Az (Gi)
axiomabol kovetkezik, hogy két egyenesre illeszkedd kozos pontok széma 0 vagy 1
Tehat (Gii)-ben a pontosan egy pont létezését megkovetelni felesleges, elegendd egy
megfelel6 pont létezését garantalni. Ezt a szohasznalatot azért valasztottuk, hogy az
els6 két axioma kozotti hasondsagot hangsilyozzuk: a pont-egyenes szerepkorének
felcserelésével egyik a masik allitasat adja. Els6 két projektiv sikgeometria tételiink
lehet a (Giii) és (Giv) axiéma pont-egyenes szerepcserével torténd atirasanak (du-
alizalasanak) igazolasa: Az axiomakbol kévetkezik, hogy minden pontra legalabb
hérom egyenes illeszkedik, tovabba talalhaté harom egyenes, amire nem illeszkedik
kozo6s pont. Ezen allitas logikai titon az axiomakbol levezethetd.

Ennek érdekes kovetkezményei vannak. A projektiv geometria tételeinek dua-
lisai automatikusan igazak. Egy tételhez vegyilik levezetését. A levezetés mélyén
axiomakra hivatkozunk. Ezen axiomak dualizéltjaira is épitkezhetiink, hiszen ezek
vagy axioméak maguk, vagy levezetheték. A dualizalt alapokra ugyanazt a bizonyi-
tasi strukturat rakva rendre a dualizalt allitdsokat kapjuk, végiil az eredeti tétel
dualizaltja adodik.

Megjegyzés. (Gi) egy jolismert axioma az Euklideszi geometriabol. (Gii) viszont
az Euklideszi geometriatol valo kiilonbséget pontositja. Ott két kiillonbo6z6 egyenes
metsz6 (egy kozos illeszkedd pont) vagy parhuzamos (nincs kozos illeszkeds pont).
A projektiv sikon barmely két kiilonbozs egyenes metsz6. (Giii) csupén kévetkezd
lehetGséget zarja ki: Egy E egyeneslinkre egy pont kivételével mindegyik illeszkedik.
p az egyetlen E-re nem illezkedd pont. Az Gsszes tobbi egyenesiinkre két pont illesz-
kedik: p és F egy pontja (és minden FE-re illeszked6 ponthoz van is ilyen egyenes).
Eddigi axiéméink megengedik, hogy a sik helyett egyetlen egyenes pontjai alkossak
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geometriankat (kétdimenzio helyett egydimenzio legyen). (Giv) ezt a lehetdséget
zarja Kki.

A fenti logikai szemléletmod egy ponton farasztova valhat. A geométerek is at-
térnek egy halmazelméleti nyelvre (ahogy rajzolnak ezt teszik): Legyen P a pontok
halmaza és £ az egyenesek halmaza. Ha p illeszkedik FE-re, akkor azt mondjuk E
athalad p-n, p az E egyenes egy pontja. F azonosithato a ra illeszkeds pontok halma-
zaval, P egy részhalmazaval. p € I az illeszkedés halmazelméleti szemléletmodban
valo kifejezése. Persze az axidmarendszer mogott tobb ponthalmaz és efeletti hal-
mazrendszer (egyenesek ponthalmazai) allhatnak. Ezeket nevezziik az illeszkedési
axiomak modelljeinek.

A logikailag levezetett allitasok persze minden modellre érvényesek lesznek. En-
nek ellenére fontos konkrét modelleket is vizsgalni. (Igazabol a klasszikus projektiv
sikgeometria egyetlen modellt, az tigy nevezett valos projektiv sikot vizsgalja.) Ese-
tiinkben véges ponthalmazzal rendelkezé modellek is vannak. Ezek a véges projektiv
sikok. Mi ezeket vizsgaljuk.

Definicié. Egy V halmazfeletti H halmazrendszer akkor és csak akkor véges projek-
tiv sik, ha V' elemeit pontoknak, éleit egyeneseknek nevezve, az illeszkedést pedig az
seleme” relacionak gondolva az (Gi)-(Giv) axiomakat teljesits struktirat kapunk.

Persze azt is mondhattuk volna, hogy H megkaphato egy axiématikusan leirt
véges projektiv geometriabol a halmazelméleti nyelv bevezetésével.

1. Tétel. Egy H halmazrendszer akkor és csak akkor projektiv geometria, ha

(Hi) A pontok szdma k* + k + 1, alkalmas k > 2 egészre,
(Hii) k + 1-uniform,
(Hiii) Bdrmely két kilonbézd pontot pontosan egy €l tartalmaz,

Bizonyitas. A bizonyitasnak két iranya van: Egy geometriabdl konstrualt halmaz-
rendszer eleget tesz a tételbeli feltételeknek. Tovabba, a fenti axiomaknak elegettevd
halmazrendszerbdl képzett geometria eleget tesz (Gi)-(Giv)-nek. Mi csak az els6t
nézzik meg vazlatosan.

ElGszor igazoljuk, hogy halmazrendszeriink uniform. Azaz a geoemtriank béar-
mély két egyenesére ugyanannyi pont illeszkedik. Legyen E és F két kiilonbozé
egyenes. Ekkor (iii) és (iv) alapjan konstrualhat6 egy p pont, ami egyik egyenesre
se illeszkedik. p-bél az E egyenes ,vetithets” F-re (egy E-re illeszkedd ¢ ponthoz
a vetités a ,,q — pq egyenes és F' metszéspontja”’ pontot rendeli). Ez a vetités egy
bijekciot létesit E és F' ponthalmaza kozott. A kozos élméretet jeloljik & + 1-gyel.
(Giii) miatt k£ > 2.

Ezek utan k fiiggvényében kifejezhets az Osszes pont szama: Legyen p egy pont
és F egy rajta 4t nem mend egyenes. Konnyt latni, hogy az p-n &tmend egyenesekre
illeszkedd, p-t6l kiilonb6z6 pontok diszjunkt halmazokat adnak, amelyek lefedik az
Osszes p-to6l kiilonbo6z6 pontot. A p-n 4tmend egyenesek halmaza mind px egyenes
alakd, ahol x egy F-re illeszkedd pont. S6t kiilonbo6z6 z-ekre kiilonboz6 px egye-
neseket kapunk. Azaz p-n ugyananyi egyenes halad at, mint ahany pont illeszkedik
E-re, kK + 1. Ezen egyeneseknek k£ pontja kiilonbozik p-t6l. Tehat a p pont és az
6t nem tartalmazo k + 1 darab k elemi diszjunkt halmaz egyiitt kiadja az Osszes
pontot, amibél ezek szerint 1+ (k + 1)k = k? + k + 1 darab van.

(Hiii) a (Gii) axioma ,,sz6 szerinti” forditésa. O
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Bizonyitasunk vazlatos volt. A pq egyenesre valo hivatkozés persze a (Gi) axidma
alapjan megalapozott. Két egyenes metszéspontjarol beszélni a (Gii) axidma miatt
korrekt. A vetités jol definidltsaga is tobbszor kivanja az axiomékra valo hivatkozast.

Definicié. A tételben szerepls k szam a véges projektiv sik paramétere.

Alapkérdés, hogy milyen paramétert projektiv sikok léteznek.

A véges projektiv sikok konstrukcioi

Példa. Fano-sik.
El6szor nézziik a standard koordindta-geometriai konstrukciot.

Definicié. Legyen F egy tetszoleges test. F3 —{(0,0,0)}-n definialjuk azt a relaciot,
hogy ,,nem-nulla skalarral val6 szorzéssal megkaphatok egymasbol”. Ez egy ekviva-
lenciarelacio. (a,b,c) osztalyat (a : b : c)-vel jeloljik. Ezen ekvivalenciaosztalyok
alkotjak a pontok halmazat.
Ugyanezen ekvivalenciarelacié osztalyai alkotjak az egyenesek halmazat is. Ha
(a, b, c) osztalyat egyenesként szeretnénk értelmezni, akkor (a : b : ¢)*-ként jeloljik.
(a:b:c)és (A: B:C)* akkor és csak akkor illeszkedik, ha aA + bB + ¢C = 0.
Az igy kapott geometriat PG(2, F)-fel jeloljiik.

Megjegyzés. Ha IF = R, akkor a fenti konstrukcio a szokasos leirésa a valos projektiv
siknak. R? a tér koordinata-geometriai lefrdsa. A pontokat leiré ekvivalenciaoszta-
lyaink megfelelnek az origon atmend egyeneseknek. Ezek az ekvivalenciaosztalyok
azonosithato a gombfeliilet atellenes pontpérjaival. Az egyeneseket leird ekvivalen-
ciaosztalyaink megfelelnek az origon atmend sikoknak ((A : B : C)* egyenes). Ezek
az ekvivalenciaosztalyok azonosithatok a gombfeliilet f6koreivel. Az illeszkedés a
szokasos gombfeliileti illeszkedés.

Koénnyt ellendrizni (kell§ aritmetikai jartassaggal), hogy PG(2,TF) egy projektiv
sik. Ha T véges test, akkor PG(2,F) egy véges projektiv sik. F2 — {(0,0,0)} egy
IF|> — 1 elemt halmaz. A definialt ekvivalenciareldcié minden ekvivalenciaosztalya

‘ﬁF"S:ll = |F|? + |F| + 1 elemd lesz a ponthalmaz, PG(2,TF)

|F| — 1 elemid. Azaz
paramétere |F|.

Példa. PG(2,F;) a Fano-sik(kal izomorf).
Algebrai tanulméanyaink egybdl adjak a kovetkezd tételt.
2. Tétel. Minden q primhatvdinyra van q paraméterd projektiv sik.

Nemcsak a fenti sikok ismertek. Van ezektdl lényegesen kiiilonb6z6 projektiv
stk is. Viszont az Osszes ismert konstrukciora teljesiil, hogy paramétere egy prim-
hatvany. Tehat ebben a pillanatban lehetséges, hogy a paraméter primhatvanysaga
sziikséges feltétel is. Ezt eddig senki sem tudta bizonyitani.

Sejtés. k akkor és csak akkor egy véges projektiv sik paramétere, ha egy primszam
hatvanya.
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PG(2,F)-ben Desargues tétele igaz (akik nem tanultak ezt geometriabol ugorjak
at ezt a megjegyzést). Igazabol akik a valos projektiv sikon lattak a tételt és szerepelt
koordinata-geometriai indoklas, azok nem lep6dnek meg. A bizonyitas szamolasa
csak olyan linearis algebréat tartalmaz, ami tetszéleges test feletti vektortérben igaz.
Vannak olyan véges (és végtelen) projektiv sikok is, ahol Desargues-tétel nem igaz.
Tehéat nemcsak a fenti véges projektiv sikok léteznek. Ez a sejtés igazolasdnak
nehézségeire is ramutat.

Megjegyezziik, hogy fenti allitasunk megfordithato: a Desargues-tétel akkor és
csak akkor teljestil egy véges projektiv sikon, ha az a PG(2,F) példak egyike (illetve
izomorf valamelyikkel).

A véges projektiv sikok és latinnégyzetek

Emlékeztets. Egy L, «, tablazat, amely elemei A = {1,2,..., n}-belieck akkor és
csak akkor latinnégyzet, ha minden sorban és minden oszlopban A 0Osszes eleme
szerepel (persze ekkor minden A-beli elem pontosan egyszer szerepel, aminek egy
alternativ elGirasa lehetett volna, hogy a sorokban és oszlopokban ne legyen ismét-
16d6 elem)

Definici6. L és L’ két latinnégyzet ortogondlis, ha az (L;;, L; ;) rendezettparok
kiadjak A%t (vagy kiilonbozbek, vagy A% minden elemét pontosan egyszer adjak
ki).

Példa. Egy 5 x 5-0s példa:

1 2 3 45 123 45
2 3451 345 1 2
3451 21, 51 2 3 4
4 51 2 3 23 451
51 2 3 4 4 51 2 3

A példaban mindkét latinnégyzet els6 sora az elemek nagysagszerinti felsorolésa.
Konnyt latni, hogy az ,atnevezés” operéacié megtartja a latinnégyzetséget. S6t, ha
L és L' ortogonalis latinnégyzetek akkor fiiggetlen atnevezéseikkel kapott L és L' is
ortogonalis lesz.

Péaronként ortogonalis latinnégyzetek nagyobb halmaza is megadhato:

Példa. Az el6z6 5 x 5-6s példa megtoldhat6 az alabbi két négyzettel. Az igy kapott
tablazatnégyesbdl barmelyik ketts ortogonélis.

12345 123 45
4 51 2 3 51 2 3 4
2 345 1], 4 51 2 3
51 2 3 4 345 1 2
3451 2 23 451

Azonban van egy hatar.

3. Lemma. n x n méretd latinnégyzetekbdl legfeljebb n — 1 lehet pdronként ortogo-
nalis.
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Bizonyitas. Egy korabbi megjegyzésiink alapjan négyzeteink atnevezhetdk ugy, hogy
mindegyik els sora a standard 1,2,...,n sor legyen. Ezek utan nézziik meg, hogy

T sz

miatt az ott allé szamok a {2,3,...,n} halmazbol keriilnek ki, Tovabba KULON-

BOZOEK: Valoban, ha az a elem allna ott L-ben és L'-ben is, akkor az (L;, L;;)
parok kozott az (a,a) par ismétlgdne. O

A kovetkezd tétel kapcsolatot 1étesit a véges projektiv sikokkal.

4. Tétel. Akkor és csak akkor létezik k paraméterd véges projektiv sik, ha létezik
k — 1 paronként ortogondlis k X k méreti latinnégyzet.

Bizonyitas. Az allitas két iranya koziil csak az egyiket latjuk be. (A hidanyzo rész
abbol kovetkezik, hogy az ismertetett gondolatmenet megfordithat6. A megforditast
az érdeklds hallgato elvégezheti.)

Tegyiik fel, hogy van egy k paramétert véges projektiv sikunk. Konstrudlunk
k — 1 paronként ortogonalis latinnégyzetet.

Vegyiink egy p pontot és egy rajta atmend S, O egyenest. S és O p-t6l kiilonb6z6
pontjait nevezzik el a {1,2,...,k} halmaz elemeivel (ezek méatrixunk sor/oszlop-
pozicidi). Legyen E egy szintén p-n atmend egyenes, ami kilonbozik S és O-t6l. E
p-t6l kiilonb6z6 pontjait nevezziik el A elemeivel (métrixunk elemeinek névhalmaza).
Az E egyeneshez hozzarendeliink egy Lg latinnégyzetet: Lg i-edik soraban és j-edik
oszlopaban alljon az a karakter, amit tgy kapunk, hogy S i-nevi pontjat 6sszekotjiik
O j-nevid pontjaval és megnézziik, hogy az 0sszekots egyenes hol metszette el F-t.

Ly valoban latinnégyzet. i-edik soraban az elemeket az S ¢ nevi pontjan d&tmend
(p-t elkeriils) egyenesek metszik ki E-bél. Ezek nyilvan kiilonb6z6 pontok/elemek
lesznek. Az oszlopokra hasonléan lathato a sziikséges tulajdonsag.

Az ortogonalitashoz nézzitk meg, hogy ((Lg);j, (Lr)i;) parok kozott hanyszor
szerepel (a,b). Ehhez F-n keressiik meg az a, F-en a b nevii pontot. Ezek 6sszekots
egyenese S-bdl és O-bol kimetsz egy i, illetve j nevl pontot. Azaz a tetszGlegesen
kivalasztott (a,b) szerepel a parjaink listajan (igazabol az is latszik, hogy pontosan
egyszer). O

A latinnégyzetek ortogonalitasa a véges projektiv sikok vizsgalata el6tt az érdek-
16dés kozpontjaba keriilt egy szorakoztato feladat révén. A feladat azt kérte, hogy
masiniroztassunk 36 katonéat egy 6 x 6-os elrendezésben, ha a 36 katona hat had-
osztalybol hat kiilonféle ranggal jon (mindegyik hadosztélyon beliil mindegyik rang
elfordul) és azt szeretnénk, hogy mindegyik sorban/mindegyik oszlopban mindegyik
rang, illetve hadosztaly reprezentélva legyen. Pontosabban fogalmazva adjunk egy
feltételeknek megfelels elrendezést vagy bizonyitsuk be, hogy ilyen nem lehetséges.

Euler érdeklédott a probléma irant, de nem tudta megoldani. Hozzajarulésa
azonban az alapfogalom elnevezéséhez vezetett: a rendfokozatokat, illetve a rangokat
latin, illetve gorog bettikkel jelolte. O hasznalta a latin- és gorognégyzet fogalmat. A
két karakterhalmaz megkiilonboztetése felesleges. A latinnégyzetek lettek a tulélsk,
habér ez ma mar csak elnevezés. Mi is mér a standardabb {1,2,,... n} jelkészletet
hasznaltuk.

A fentiek taldn mar sugaljék, hogy a vélasz az, hogy nem lehet megfelel§ elrende-
zést talalni. Az elsS teljes bizonyitdas 1901-ben sziiletett. Gaston Tarry bizonyitotta
be (amit Euler nem tudott), aki kozépiskoldban részesiilt formalis matematika ok-
tatasban, késébb Algéridban francia koztisztvisel§ lett. Bizonyitasa lényegében az
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Osszes lehetdség attekintése (szimmetria meggondolasokkal kezelhetévé téve ezt a
szamitogépek korszaka el6tti eset analizist).

5. Tétel (Tarry-tétel). Nem létezik két 6 x 6 méretd ortogondlis latinnégyzet.

A tétel egy egyszerti kovetkezménye, hogy nincs 6 paraméterd projektiv sik (ami-
hez 6t darab paronként ortogonélis, 6 x 6 méret latinnégyzet lenne sziikséges). Ezt
késsbb Tarry tételétdl fiiggetleniil latni fogjuk.

Nem lehetséges paraméter értékek

Tudjuk, hogy k = 2,3,4,5,7,8,9,11 értékre van ilyen paraméterd véges projektiv
sik. Kicsi nem primhatvanyokra tudjuk-e, hogy nem létezik ilyen paraméter értéki
projektiv sik? A k = 6 eset viszonylag klasszikus allitas. A k = 10 eset is bizo-
nyitva van, de mély matematikai elméletek bevetésével, igen intenziv szamitogépes
segédlettel.

6. Tétel. (i) Nem létezik 6 paramétert véges projektiv sik,
(i) Nem létezik 10 paraméterd véges projektiv sik.

A tétel elsG része kovetkezik Tarry tételébdl és az alabbi dltalanosabb tételbdl is.
Ez utobbit be is bizonyitjuk.

7. Tétel (Bruck—Ryser-tétel). Tegyiik fel, hogy k = 1,2 (mod 4) és létezik k
paramétertd véges projektiv sik. Ekkor k két négyzetszdm dsszege.

Bizonyitas. Legyen n a feltételezett k paraméterti véges projektiv sik pontszama
(n =k +Fk+1). A feltétel alapjan n = 3 (mod 4). (Természetesen n egyben a
sikunk egyenesszama is.)

Legyen A a sikunk pont-egyenes illeszkedési métrixa. Azaz A egy n X n méretd
méatrix és egy pontnak megfelel§ sor és egy egyenesnek megfelel6 oszlop talalkoza-
saban 1 all illeszkedésiik esetén, O kiilonben. Legyen I az egységmaétrix, J a csupa
1 elemet tartalmazo méatrix (minden matrixunk n x n méreti lesz). Konnyt ellen-
6rizni, hogy

AA=J+ k-1

Vizsgaljuk az
v A-Ar=a(J+k-Dat=x-J 2" +k-x- I 2"

kvadratikus alakot (ami nyilvan pozitiv definit), ahol x = (x1,xs,...,x,). Legyen
y=ax-Aéss=ux,+x9+...+x, Ekkor a fenti egyenlségiink y-y' = s>+ k-x-at
alakot olti. Persze z-a' =22 + 23+ ...+ 22 sy -y =vi+ys+...+y2 Az
egyenlGség két oldalahoz ka2, -et adva kapjuk, hogy

ity tyy kel =kl o+ ol )+ 8%

Vezessiik be az T = (21,2, ..., Tp, Tpp1) jelolést. k (mint minden természetes szam
felirhato négy négyzetszam Oszegeként. A zardjelben 16vG négyzetosszeg tagjainak
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szama néggyel oszthato, azaz a tagok csooprtosithatok (n+1)/4 csoportba, amelyek
mindegyike négy x;-négyzet Osszege. n és egy-egy csoport szorzata atirhato az

(@®+ B>+ 72+ 6D (a® + b + 2 + d*) =(aa — Bb— b — §d)* + (Ba + ab — dc — yd)*+
(va + ac — Bd — 6b)* + (6a + ad + vb — Bc)?

azonossag alapjan. (Az azonossag elsé pillantasra sokkolo (hogyan lehet erre ra-
jonni?). Ha azonban valaki ismeri a kvaterniok aritmetikajat, akkor a csoda ter-
mészetessé valik.) Igy attérhetiink 2 = (21, 20,..., 2p41) valtozokra, amelyekre
k(af +a3+...+a2+a2 ) =2+ +...+22+22,,. Tovabba z az = vektorbol
linearis helyettesitéssel kaphatok. (Itt hasznéltuk a fenti Gsszefiiggést. Egy csoport
k-szorosa egész koordinataju x esetén mindig egész, igy sziikségszertien felirhato
négy négyzetszam Osszegeként. A képlet ,csak” a fiigg6ség linearitasat mutatja.)
Osszefoglalva

Yr Ty b by b han g =2 R by bz S

ahol y =z - A és z =1 - B alkalmas A és B egész matrixokra.

A bizonyitas végén rogzitiink r koordinatai kozt homogén linearis Osszefiiggéseket
ugy, hogy y; = 2, teljesiiljon ¢ = 1,2,...,n esetén, az {1,2,...,n} egy alkalmas

A bal és jobb oldali kifejezéseket felirva az x1,xs, x3, ... valtozok mindegyike
szerepel (mindkét oldal pozitiv definit fliggvénye az x1, o, 3, . .. valtozoknak). Va-
lasszunk olyan y; és z; valtozokat, amelyeket az x;-k linearis kombinécidjaként felirva
szerepel az x1 valtozo. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy y; és z; felirdsa is
hasznalja x1-et. Ekkor y; = 21 vagy y; = —z; feltétel teljesiil, ha z; alkalmas linearis
kombinacidja a tobbi z; valtozonak. Ezt tegyiik fel és ennek megfelelGen alakitsuk
at az egyenletiinket:

y§+...+yi+kxi+1:z§+...+zi+zi+1+32,

ahol az y; és z; valtozok mar csak x, x3, . . . valtozoktol fiiggnek. A kapott egyenldség
két oldala az o, xs, ... valtozok pozitiv definit fiiggvénye! Igy mindkét oldalon
szerepel xo. Ennek alkalmas (racionalis egyiitthatos, homogén lineéris) fliggdséget
lerogzitve

y§+...+yi+kxi+1 :z§+...+zi+zi+1+s2

Osszefiiggéshez jutunk. Eljarasunkat folytathatjuk, amig az
kaniy = 2ny1 +8°

egyenletet nem kapjuk. z,.; alkalmas rogzitésével egy nem-trivialis racionalis meg-
oldast kapunk, ami ad egy nem-trivialis egész megoldast is.

Szamelméleti meggondolasokbol adodik, hogy ez csak tgy lehet, ha k két négy-
zetszam Osszege. Ez a tételt bizonyitja. O

A fenti tétel végtelen sok paraméter értéket kizar mint lehetéség. Ennek ellenére
a 12 paraméterérték esete mind a mai napig nyitott.
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