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Halmazrendszerek szinezése

Egy halmazrendszer csiicshalmazanak szinezése jo szinezés, ha nem lesz monokro-
matikus él, azaz minden él tartalmaz két kiilonb6z6 szini cstcsot. x(H) a ‘H hal-
mazrendszer jo szinezéséhez sziikséges szinek minimalis szdma.

A szinezések kérdését éppen csak érintjiik. A 2-szinezhet&ségre vonatkozd alap-
tételeket ismertetjiik (ekkor piros-kék szinekkel dolgozunk). A 2-szinezhetGség fo-
galmat végtelen halmazrendszerekre mar Bernstein vizsgalta a XX. szazad elején.
Kombinatorikus vizsgalatukat Erdds Pal kezdte meg, aki Berstein tiszteletére B-
tulajdonsaguaknak nevezte azon H halmazrendsereket, amelyekre y(H) < 2.

Erdds Pal mddszere

A kovetkezs tétel a Ramsey-szamok alsé becslése mellett az egyik bevezets példaja
a valoszintiségszamitasi modszernek.

1. Tétel (Erds Pal). Legyen H egy k-uniform halmazrendszer. Ha |H| < 2871,
akkor x(H) < 2.

Bizonyitds. Legyen ¢ egy véletlen piros-kék szinezése V-nek (az alaphalmaznak).
Erre tekinthetiink gy, mint a 2V elemt Osszes szinezést tartalmazé halmazbol
uniform eloszlassal valasztott elem. Vagy tekinthetiink tgy, hogy minden cstcs
fiiggetlentil 1/2-1/2 valoszintiséggel piros, illetve kék szint kap. (Egy fair érmét
dobunk fel, az érmedobés kimenetele donti el a szinezést.)

Legyen Pg, K illetve Mg az az esemény, hogy az E ¢l minden cstucsa piros,
minden cstucsa kék illetve minden csiicsa ugyanazt a szint kapja (ez utobbi esetben
mondjuk azt, hogy E monokromatikus). Nyilvan P[Kg| = P[Pg| = 1/2%, és gy

. 1 1 2 1
P[Mg| = P[PsURE] = o + o = 9% = g1

Legyen R az az esemény, hogy ¢ nem jo szinezés. Azaz R = Ugey Mg. Ekkor

PIR] = BlUperMs] < 3 PM] = [H] - 5y < 1
EcH
Az egyetlen szigoru egyenl6tlenség szorul csak magyarazatra. Ez viszont nyilvanvalo
az alabbiakbol: Az Mp események persze nem diszjunktak, a ,,minden piros szint
kap” esemény egy pozitiv valdszintiségi esemény az 6sszes Mg esemény metszetében.
A nem jo szinezés valoszintisége 1-nél kisebb. Igy sziikségszertd, hogy legyen
H-nak jo szinezése. (Tudjuk, hogy van ilyen, anélkiil hogy lattunk volna egyet.) W
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Az élszam korlat hatarai

Majd latjuk, hogy a fenti tétel élesithets. A kovetkezdkben az élesitesék hatéarat
szeretnénk kitapogatni. Milyen kevés k-elemtd élbsl rakhatunk Ossze egy halmaz-
rendszert gy, hogy ne legyen 2-szinezhet?

Egy jo konstrukcio, ha egy legalabb 2k —1 elem® V' halmaz 6sszes k-asat vessziik.
Tetsz6leges piros-kék szinezés esetén a nagyobb szinosztaly legalabb k csticsot tar-
talmaz, amelyben minde k-as él is egyben. Az élszam nagysagrendje 4% (akkor, ha
V| =2k—-1).

Ennél jobb konstrukcié is adhato, ha egy kicsit nagyobb V' esetén a fenti példat
iigyesen , kiritkitjuk”.

Legyen Hy = (Z) Definialunk egy S segéd-halmazrendszert: H élei alkotjak az
alaphalmazat. V' minden piros-kék szinezéséhez tartozik egy él: a monokromatiku-
san szinezett Hy-beli halmazok. S-et azért definidltuk, hogy lassuk ha H éleit el-
kezdjiik eldobélni /ritkitani, akkor meddig mehetiink el, hogy a nem-2-szinezhetGsége
megmaradjon. Nyilvan egy lefogd halmaznak mindig meg kell maradni: V' barme-
lyik 2-szinezésénél legyen olyan k-as, ami egyszinid. Mas feltétel nincs is. Milyen
kicsi lehet S egy lefogo halmaza? ,7(S) =77, pontosabban ,,7(S) <7”.

[gazabol 7*(S) felsé becslése lesz egyszert. A szokésos uniform stlyozassal ve-
sziink egy tort-lefogast. Ennek meérete feliilrsl becsli a 7(S) paramétert. A kozos
stly persze 1/s(S), ahol s a legkisebb élméret-paraméter.

Koénnyt igazolni, hogy a legkisebb él (V' piros-kék szinezésének) meérete (4ltala
monokromatikusan szinezett k-asok szama) akkor lesz a legkisebb, amikor annyira
egyenletes a szinelosztés, amennyire lehetséges (a piros és kék cstcsok szama is

[|[V]/2] és [|V]/2] koziil keriil ki). Azaz s(S) > 2("V)/?),

~(5) < ('?) | Q(Vlk/z)_

Hol tartunk? Ugy tiinik a szerzett informaciok nem illenek 6ssze: 7(S)-t sze-
retnénk kicsinek tudni, de 7%(S)-161 (< 7(8S)) deriilt ez ki. Egy korabbi tételre kell
emlékezniink, hogy eddigi bizonyitasrészeink Osszealljanak.

Emlékeztetd.

Tmohé Tmohé 1 1 1 1
<14+ — — — 4. 4+ ——— <14+ InA(H).
) S Sttty T agy StHa®

Az éaltalanos tételt S-re alkalazva specidlisan kapjuk, hogy
7(S) < (1 4+ InA(S))T(S).

A(S) kiszamolasa egyszerd feladat. Egy E csticson azon élek haladnak, amik FE-
t egysziniivé tevs szinezésekhez tartoznak. Az ilyenek felsorolaséhoz az E-n kiviili
|V | —k darab cstcs esetén kell eldontentink, hogy szintik E kozos szinével megegyezd
vagy téle kiilonbozé legyen. Specialisan S regularis és A(S) = 2/VI=F,

Osszegezve

7(S) < (1 +1n2lVI=F). ('Z') . 2(|V1|/2) .

A V]| = k? valasztassal élve kapjuk, hogy 7(S) < 10k? - 2871 (a szamolast
mell6zziik). A kovetkezs tétel Osszefoglalja eredményeinket.
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2. Tétel. Van olyan 10k% - 28=1-ndl nem tobb €l k-uniform halmazrendszer, ami
nem 2-szinezhetd.

Pluhar Andras tétele

A fenti eredmény nem til sok helyet ad Erdds alaptételének javitasara. Technikailag
igen igényes modszerekkel (15 évvel az Erdés eredmény utan) Beck Jozsef mégis
javitotta az eredményt: a+/n - 2771 él esetén tudta garantélni a 2-szinezhetéséget.

n
logn

késGbbi, gyengébb becslés esetén (de Erdds tételénél joval tobb él jelenléte mellett)
bizonyitjuk a 2-szinezhet&séget. A bizonyitas egyszertisége vetélkedik az eredeti
Erdés szinezésével. Lényege egy teljesen 1j fajta véletlen szinezés.

2" 1 ¢l esetén allit 2-szinezhetSséget. Mi egy

A jelenlegi legjobb eredmény [

3. Tétel (Pluhar Andras tétele). Legyen H egy k-uniform halmazrendszer. Ha
|H| < 10vk - 281, akkor x(H) < 2.

Bizonyitds. Legyen 7 a C alaphalmaz egy véletlen sorrendje (a |V|! darab Gsszes
sorbaéllitasanak halmazan egy uniform eloszlasu valoszintségszamitasi valtozo).

Legyen ¢ a kovetkez§ szinezés: Minden E él elsG cstcsa kapja a piros szint. Az
ezekutan még szinezetlen csiicsok lesznek a kék szinti pontok. Tehat ¢ alapjaban egy
véletlen szinezés, de 7 véalasztasa utan mar determinisztikusan meghatéarozott.

[smét legyen R az az esemény, hogy ¢ nem jo szinezés. Ekkor van egy olyan F
él, aminek elemei ugyanazt a szint kapjak. Természetesen ez csak a piros szin lehet.
Ekkor az E él 7 szerinti utols6 z csticsa is piros. Igy lennie kell F élnek, ami 7
szerinti els@ csticsa z. Tehét lennie kell olyan F és F' élparnak, hogy egyetlen kézos
csucsuk legyen (|EU F| = 2k — 1) és 7w szerint E — F minden csicsa megelzze
F — E minden cstcsat. Legyen Sg p ez az esemény. A fentiek Osszefoglalasa, hogy
R C Ug renxnSEe.F-

A hatralévs részben az Sp p esemény valoszintiségét becstiljiik. Ha |[E N F| # 1,
akkor 0 valoszintségi eseményrdl van sz6. Ha BN F = {z}, akkor vegytik észre,
hogy a 7 véletlen sorrendbdl kiemelve U F elemeit, ezek (2k — 1)!-féle sorbaallitasa
egyforman valoszind.

Ezek utan Sg p azt jelenti, hogy az E'U F-beli elemek sorrendjében az els6 k — 1
darab elem E —{z} elemei valahogy sorbaallitva, az utolso6 k —1 darab elem F'—{z}
elemei valahogy sorbaallitva. Igy

(k — 1)l(k — 1)!
(2k — 1)

P[Sgr] =

Osszefoglalva

(k — 1)l(k — 1)!

P[R] < PlUg,reroxnSer] < [H|*- (2k — 1)!

Az allitas abbol adodik, hogy feltételiink mellett R valdszintisége 1-nél kisebbnek
adodik. Ez a Stirling-formula alkalmazasaval konnyen ellenérizhetd. [ |
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Események fliggetlensége

Legyen (9, A, p) valtsziniiségszamitasi tér. Az F és F események akkor és csak
akkor fiiggetlenek, ha P[E N F] = P[E|P[F].

A fiiggetlenség feltétele ekvivalens a kévetkezd harom egyenlség mindegyikével:
P[E N F] = P[E|P[F], P[E N F] = P[E|P[F], P[E N F] = P[E]P[F)].

Ha P[F] # 0 és ismerjiik a feltételes valoszintiség fogalméat, akkor a fliggetlen-
ség egy masik megfogalmazasa, hogy P[E|F] = P[E]. Azaz E-nek F-re vonatkozo
feltételes valoszintisége megegyezik E valoszintiségével. Azaz az F' eseményrsl valo
informécié nem befolyasolja az E bekdvetkezésének valdszintiségét.

A fogalom kénnyen altalanosithaté események rendszerének fliggetlenségére.

Definicié. Legyen {E;};c; események egy rendszere. Ez egy fliggetlen eseményrend-
szer, ha
PnE;] = [ PLES],
iel
minden (¢);e; € {—1,1}! esetén, ahol E™' = E és E' = E.

A fiiggetlenség egy iranyitott valtozata kiillonosen fontos.

Definicié. Egy E esemény fiiggetlen az {F;};c; események egy rendszerétdl, ha
P[E N (NF;)] = PIE] - P[NF],
minden (¢;);c; € {—1,1} esetén, ahol F~! = F ¢s F' = F.

Nagyon fontos, hogy lassuk egy esemény rendszer fliggetlensége sokkal erésebb
feltétel, mint a paronkénti fiiggetlenség.

Példa. Legyen F egy véges test. Ha alkalmas a, 3 € F elemekre az ¢ : F — F
minden = € F-hez a - x + -t rendeli, akkor azt mondjuk, hogy ¢ linearis fiiggvény.
Legyen L a line4ris fiiggvégyek |F|? elemii halmaza. Legyen \ egy uniform eloszlast
véletlen elem L£-bdl. Legyen E, .4 az az esemény, hogy A(a) = A. Vegyiik az Ey .o,
Ey o és Fy o eseményeket. Konnyt latni, hogy barmelyik ketts koziiliik fliggetlen.
A harom esemény azonban nem alkot fliggetlen eseményrendszert.

Az el6z6 példa konnyen kiterjesztheté magasabb foku polinomokra is. Mi csak a
mésodfokt polinom esetét vizsgaljuk.

Példa. Legyen F egy véges test. Ha alkalmas «, 3,7 € F elemekre az ¢ : F — F
minden x € F-hez o - 2? + 3 2 +7-t rendeli, akkor azt mondjuk, hogy ¢ kvadratikus
fiiggvény. Legyen Q a kvadratikus fiiggvégyek |F|® elemti halmaza (feltessziik, hogy
F karakterisztikija nem 2). Legyen £ egy uniform eloszlasu véletlen elem Q-bdl.
Legyen F, .4 az az esemény, hogy £(a) = A. Vegyik az (Fj_o)er eseményeket.
Konnyt latni, hogy barmelyik harom koziiliik fiiggetlen. Viszont barmelyik négy
esemény mar nem alkot fiiggetlen eseményrendszert.

A kovetkezs példa nagyon standard az alkalmazasokban.

Példa. Legyenek (&;);es fiiggetlen valoszintiségivaltozok. Legyen H egy halmazrend-
szer I felett. Legyen egy F ¢él esetén Fp egy esemény, ami csak a (&;);cp valoszind-
ségivaltozoktol fiige. Ekkor Fg fliggetlen esemény az (Fp : EN D = () események
rendszerétsl.
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Lovasz lokalis lemma

Legyen LEU)UGV események egy rendszere. Ha az eseményeink fliggetlenek, akkor
PNvevEy] = ],y P[E,). Ha mindegyik esemény nem 0 valoszintiségt, akkor a
fenti valoszintiség pozitiv. Ha eseményeink nem fiiggetlenck, akkor Nyey E, valoszi-

ntiségének becslése nem ilyen egyszert.

Definicié. Legyen (E,),cv események egy rendszere. G egy egyszert graf a V' hal-
mazon (cstcsokat és eseményeket azonositottnak vessziik). Azt mondjuk, hogy
G az eseményrendszer fiiggGségi grafja, ha minden v € V esetén F, fliggetlen
(Eu)u,v nem szomszédos rendszert6l.

Altalaban a fiiggsségi graf nem egyértelmi. A teljes graf mindig fiiggdségi graf.
Persze minél kisebb fliggségi grafot mutatunk fel, annal jobban irjuk le esemény-
rendszeriinket. A paronként fliggd események Osszekotésével nyert éleknek minden
fiiggdségi grafban ott kell lenni. Altalaban azonban a fenti élek nem adnak ki egy
fligeségi grafot.

Példa. Legyenek (&;);c fiiggetlen valoszintiségivaltozok. Legyen H egy halmazrend-
szer I felett. Legyen egy F él esetén Fp egy esemény, ami csak a (&;);cp valoszind-
ségivaltozoktol fligg. H élein a ,,k6z0s ponttal rendelkezik” relacioval definialt graf
az eseményrendszer egy fiiggGségi grafja.

4. Tétel (Lovasz lokalis lemmaja). Legyen (E,),cv események egy rendszere G

fiiggdségi graffal. Tegyiik fel, hogy P[E,] < ﬁ(c) minden v € V esetén. Ekkor

]P)[UUEVEU] > 0

Bizonyitds. A kovetkezs allitaspart igazoljuk az (E,),ey eseményrendszer egy € rész-
halmazara és egy E elemére, ami nem &E-beli.

(@0 (50
PIECE] < 3o, (T(E, B))
S-et a teljes eseményrendszerre felirva kapjuk az allitast.

A két allitasrendszert || szerinti indukcioval igazoljuk. A |E| = 0 eset nyilvan-
valo. Konnyt latni, hogy T'(E, E)-bol kovetkezik S(€ U {FE}). Igy ,,S bizonyitasa
T el6tt jar’. Ez azért is jo, mert T' értelmezéséhez S-re sziikség van. Igy csak T
bizonyitasa marad hétra.

E-t bontsuk két részre: F szomszédai (G-ben): S és E nem szomszédai: N. Ha a
szomszédok halmaz tires, akkor E fiiggetlen £-t6l és a bizonyitandénal jobb becslést
ad P[E]. A tovabbiakban feltessziik, hogy £-ban van E-nek G-beli szomszédja, azaz
INT < |€].

A fiiggetlenség alapjan

S 1
PIEION] = PIE] < (5

Azaz UN halmazbol az E esemény 1/4A(G)-nyi résznél nem tébbet harap ki.
Nekiink azonban a UE = UN — US-hez kell viszonyitanunk. S-nek legfeljebb
A(G) darab eleme van. Indukci6 szerint mindegyik legfeljebb 1/2A(G)-nyi részét
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1. abra. £ és E, £ kategorizalasa, az UN univerzum

harapja ki a UN halmaznak. Igy UN — US még legalabb fele az eredeti UN hal-
maznak. Igy L L
P[E|UE] < 2-P[E|UN].

Ebbdsl adodik az allités. [ |

A lemma megsziiletését a kovetkez6 alkalmazas motivalta.

5. Tétel (Erd6s—Lovasz-tétel). Legyen H egy k-uniform halmazrendszer. Tegyiik
fel, hogy minden élet legfeljebb 25=2 mdsik metsz. Ekkor x(H) < 2.

Bizonyitds. Az Erd6s modszer szerint szineziink. Minden cstics egymastol fiiggetle-
niil, 1/2-1/2 valészintiséggel piros, illetve kék szint kap. Legyen Mg az az esemény,
hogy ,,E monokromatikus”’. Célunk annak belatéasa, hogy P(Ugey MEg) < 1.

Az (Mg)gen eseményrendszernek ‘H halmazrendszer G él-metszet-grafja (a csi-
csok az éleknek felelnek meg, szomsédsag a nem-iires metszet) egy fiiggdségi grafja.
Feltételeink szerint A(G) < 273, azaz P[Mg] = 5+ < ﬁ(G)'

Tehat a Lovéasz Lokalis Lemma feltételei teljesiilnek. A lemma kovetkeztetése
bizonyitja a tételt. |
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