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Normalis halmazrendszerek

Definicié. Egy H halmazrendszert normdlisnak neveziink, ha barmely részhalmaz-
rendszere (belle élelhagyassal kaphato halmazrendszerek) Kénig-tulajdonsagu.

Speciélisan H normalitasa H Kénig-tulajdonsagéat is magaban foglalja.

A részhalmazrendszer egy szemlélete, hogy az élek egy 0-1-stulyozasa. Ennek egy
altalanositésa az élek N-stilyozasa. Ha egy E él w stlyt kap, akkor E-t kicseréljiik w
darab élre, amelyek mindegyike F végpontjaira illeszkedik (FE iker-példanyai). Ezt
parhuzamosan minden élre elvégezziik. A 0 suly élelhagyast, az 1 suly meghagyast
jelent. Esetiinkben az élek N-siilyozasa nem jelent altalanositast a 0-1-stlyozassal
szemben. A megkovetelt Koénig-feltételben szereplé v és 7 paraméterek olyanok,
hogy tobbszordsen szerepls élek ottlétére ,nem érzékenyek”. Azaz a részhalmaz-
rendszerek ({0, 1}-stlyozott példanyok) helyett N-stulyozott példanyokra koveteljiik
meg a Kénig-tulajdonsagot, akkor nyilvan ekvivalens fogalmat kapunk.

“, e,

1. Tétel. A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) ‘H normdlis,

(i) H minden R részhalmazrendszerére v*(R) (és igy a vele egyenld 7*(R) is)
egész.

Bizonyitds. (i) = (11) A v(R) < v*(R) = 7(R) < 7(R) Osszefliggés és R Konig-
tulajdonsaga alapjan v*(R) = v(R), specidlisan v*(R) egész.

(77) = (i) Elegendd belatni, hogy ‘H Kénig-tulajdonsagu. Ha ezt igazoljuk, akkor
ez alapjan a feltételt tudva R részhalmazrendszerekre kapjuk R Kénig-tulajdonsigat
is. H-ra v és 7 értékének egyenlGsége az alabbi lemmabdl nyilvanalo.

2. Lemma. (a) 7(H) = 1"(H),
(b) v(H) = v*(H),

A lemma (a) részének bizonyitasdhoz indirekten tegytik fel, hogy H minimalis
élszamu ellenpélda.

Ekkor az ellenpéldasag miatt 7°(H) < 7(H). Mindkét paraméter egész (7" azért,
mert az (ii) feltételt feltessziik), ezért 7*(H) < 7(H) — 1. Egy maésik kévetkezménye
az ellenpéldasagnak, ha vesziink egy optimalis tortlefogast, akkor ebben kell lenni
egy csucsnak, amely sulya szigorian 0 és 1 kozott van. Legyen v egy ilyen cstcs (a
lefogas optimalitdsa miatt v-re illeszkedik él).
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H minimalitasa miatt 7*(H —v) = 7(H — v), ahol H — v-t a v-re illeszkedd élek
elhagyasaval kapjuk H-bol.

A v cstes elhagyasa T értékét legfeljebb 1-gyel csokkenti (H — v optimaélis lefogo
ponthalmazhoz v-t hozzaadva lefogjuk H-t). 7* értéke legalabb v stlyaval, w,-vel
esik (a megmaradt sulyozas lefogo lesz, dsszsulya 7*(H) — w, ), azaz biztos csokken.
7(H) < 7(H) —1 és az, hogy a két oldal v elhagyésa utani valtozasait a fenti moédon
becstilhetjiik, ellentmond annak, hogy H ellenpéldasiaga megsziinik. Ez az (a) részt
igazolja.

A lemma (b) részének bizonyitasahoz ugyanazt az utat kovetjiik. Indirekten
tegyiik fel, hogy H minimalis élszamu ellenpélda.

Ekkor az ellenpéldasag miatt v(H) < v*(H). Mivel mindkét paraméter egész (v*
amiatt, hogy az (ii) tulajdonsagot feltessziik), ezért v(H) < v*(H) — 1. Egy maésik
kovetkezménye az ellenpéldasagnak, ha vesziink egy optimalis tortpéarositast, akkor
ebben kell lenni egy élnek, amely stlya szigortian 0 és 1 kozott van. Legyen E egy
ilyen él, legyen wg a sulya.

Az FE él elhagyasa v-t nem novelheti, mig v* értékét legfeljebb wg-vel csokkenti
(H — FE egy v*(H) — wg Osszsilyu tortparositasat kapjuk, ha H optimalis tortpéaro-
sitasabol kihagyjuk az ott wg sullyal szerepls E élt). v(H) < v*(H) — 1 és az, hogy
E elhagyéasa utan az ellenpéldasag megsziinik, ellentmond ezeknek a becsléseknek.
Ez a (b) részt igazolja. [

Szép hipergrafok

Definicié. Egy H hipergraf v cstucsanak fokszéama/foka a ra illeszkedd élek szama.
A(H) a H hipergraf maximalis fokszama.

Definicié. Egy H hipergraf jo élszinezése k szinnel egy ¢ : H — P = {1,2,...,k}
szinezési leképezés, amelyre szomszédos/ kozos csucsra illeszkedd élek kiillonbozs szint
kapnak. y.(H) az a minimalis &k, amelyre H-nak létezik jo élszinezése k szinnel.

A fent definialt két paraméter kozott nyilvanvald kapcsolat van:
A(H) < xe(H),

hiszen a maximaélis foku csiicsra illeszkedd élek mindegyikének kiilonb6z6 szint kell
kapni egy jo élszinezésnél.

Definicié. A H hipergraf szép, ha A(R) = x.(R), minden részhipergrafjara.

A szépség fogalma mogott szerepld hipergraf paraméterek (A és x.) kiilonboznek
a v és 7 paraméterektdl. Elek tobbszorozésére érzékenyek. Ha egy élt helyettesitiink
tobb iker-példannyal, akkor A és y. valtozhat. Igy, ha feltételrendszeriinket rész-
hipergrafok, azaz 0-1-stulyozott hipergrafok helyett minden N-stlyozott hipergréafra
megkoveteljiik, akkor els6 pillantasra egy erésebb feltételt kapunk.

Definicié. A ‘H hipergraf szép™, ha A(T) = x.(7), a H minden N-sulyozott 7
példanyara.

A latszat azonban csal, a két fogalom megegyezik

3. Tétel. Egy H hipergrdf akkor és csak akkor szép, ha szép*.
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Bizonyitds. 'H N-stlyozott példanyai kozott ott vannak a részhipergrafok is. Tehat
a szép™ tulajdonsagbol nyilvanvalo a szépség.

Forditva, legyen H egy szép hipergraf. Tegyiik fel, hogy allitasunkra van el-
lenpélda. Legyen 7 egy minimaélis éld ellenpélda (azaz az ellenpéldak kozott 7 -re
lesz a stlyok Osszege minimalis). Nyilvan az ellenpéldasag és paramétereink egész
értékidsége miatt A7) < x.(7) — 1.

Feltételiink azt allitja, hogy 0-1-silyozasok kozott nincs ellenpélda, igy 7-ben
van olyan F € H, amely mellett £’ iker-példéanya is ott van 7 -ben.

T — E-nek 7-nél kevesebb éle van és H egy N-silyozasa. Tehat nem lehet
ellenpélda: A(7 — E) = x.(7 — E). Konnyen lathato, hogy egy él elhagyédsa utan
A és y. értéke is vagy marad vagy l-gyel csokken. Igy az ellenpéldasag egyetlen
modon sztinhet meg: A(7 — E) = A(T) = x(T — E) = x.(T) — 1.

Vegyilik H—E egy optimalis élszinezését. Ez x (T —FE) = A(T—FE) = A(T) szint
hasznal. Legyen C az a szinosztaly (ezt pirosnak nevezziik), ami E’-t tartalmazza.
H — C-nek 7-nél kevesebb éle van és ‘H egy N-stilyozasa. Tehéat nem lehet ellenpélda:
A(T —C) = xe(T — C). Konnyen lathato, hogy paronként diszjunkt élek elhagyasa
utan A és y, értéke is vagy marad vagy 1-gyel csokken. Igy az ellenpéldasag egyetlen
modon sztinhet meg: A(7 —C) = A(7T) = xe(T —C) = x.(7T) — 1.

Végiil vizsgaljuk 7 — F — C-t. Ennek A paramétere sem tér el A(7)-t6l: C
¢leinek elhagyasa (koztiik E' elhagyasa) nem csokkentette, azaz van olyan A(7)
fokt cstics, ami megmaradt maximalis foktunak a piros élek elhagyésa utan. Ha F-t
is elhagyjuk, akkor ennek foka tovabbra is A(7) lesz (most csak E-n beliil, azaz
FE’-n beliil valtoznak a fokok). Az élkromatikus szam viszont 2-t esik x.(7)-hez
képest: E elhagyasa utan 1-et esik, mig utana a maradék egy optimélis szinezésében
hagyjuk el az Gsszes piros élt, azaz az élkormatikus szam 1jbol 1-gyel csokken. Igy
AT —E—-C)# x.(T —E-20C).

Ez ellentmondéas, ami az allitast igazolja. |

Jo6 hipergrafok

Az eddig vizsgalt paramétereink kozott egy méasik nyilvanvalo 6sszefliggést emeliink
ki:

Xe(H) - v(H) = [H],
hiszen egy optimalis jo élszinezés a |H| darab élt x.(H) darab legfeljebb v(H) élt
tartalmazé osztalyba sorolja.

Definicié. Egy H hipergraf jo, ha minden R részhipergrafjara A(R) - v(R) > |R|.

A josag fogalma nyilvanvald kapcsolatban van a szépséggel: szép hipergrafok
egyben jok is. Valoban, szépség esetén a kiinduld nyilvanval6é Osszefiiggésben y.
értéke A értékével helyettesithetd.

[smét kiterjeszthet6 a feltételrendszer a H-bol éltobbszorozéssel kapott hipergra-
fokra is.

Definicié. A H hipergraf jot, ha A(7) - v(7) > |7|, a H minden N-stulyozott 7

példanyéra.

Ismét igaz a latszolag altaldnosabb tulajdonsag ekvivalenciaja az alapfogalom-
mal.
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4. Tétel. Eqy hipergrdf akkor és csak akkor jo, ha jo*.

Ennek igazolasat kés6bbre halasztjuk.

Az ekvivalencia

A {6 eredmény, hogy az eddig bevezetett fogalmak mindegyike ekvivalens.
5. Tétel. A kovetkezdk ekvivalensek:

(i) 'H normdlis,

(i) H szép/szép™,

(11i) H jor.

Bizonyitds. (ii) = (iii) A korabbi gondolatmenetekbdl nyilvanvalo.

(13i) = (i) Elég azt igazolni, hogy v*(H) egész. Azt konnyt latni, hogy v*(H),
illetve a mogotte 16vs optimalis élsilyozas racionalis értéki. Legyen wgp = ng/N
az F ¢l silya egy optimalis tort-parositasban, ahol a sulyok ng szamlaloi és N
kozosnevezGjik természetes szam (N persze pozitiv).

Legyen 7 az a hipergraf, amit H-bol tgy kapunk, hogy minden E élt ng-
szereziink. Nyilvan

|T|:ZnE:N-ZnWE:NV*(H).

EcH EcH

Egy v cstcs foka T-ben ). - png. Mivel {ng/N}ger egy tort parositas, ezért
> pwepne/N < 1. Igy dr(v) < N, specidlisan A(7) < N.

Tovabba v(7T) < v(H), hiszen parositasok keresésénel a tobbszords élek nem
segitenek.

Feltételiink 7-r6l megkivanja a josdgban elsirt egyenlStlenségetséget, amit Ossze-
gezhetilink a korabbi ismereteinkkel:

N -v(H) > AT)(T) > |T| = N - v*(H).

Ebbdl adodik v(H) > v*(H). Ez v és v* nyilvanvalo viszonyaval egyiitt adja
egyenl@ségiiket és igy v* értékének egész mivoltat.

(1) = (i) Az ekvivalencia bezarodasanak igazolasahoz tritkkkés modot valasz-
tunk. Egy H halmazrendszerhez egy H* halmazrendszert rendeliink az alabbi mo-
don. H* csucsait H parositasai adjak. H minden élének megfelel egy E* él H*-ban:
ami azon parositasokat tartalmazza, amikben ott van FE.

A két halmazrendszer kozotti rokonsag paramétereik kozott is jelentkezik.

H* egy M cstcsanak foka |[M|. Azaz A(H*) = v(H).

H* egy lefogd ponthalmaza parositds halmaz H-ban, amely minden élt lefed. A
megfelel§ két minimalizalasi probléma optimuma ugyanaz, 7(H*) = x.(H).

Legyen v egy cstucs H-ban. Legyen Fy, Es, ..., 4 a v cstucsra illeszkedd élek teljes
listaja (d a v csucs foka). Ekkor Ef, Ej, ..., E} diszjunkt élek H*-ban. Megforditva,
ha £, B3, ..., E) paronként diszjunktak, akkor Ey, Es, ..., I/ paronként metszéek.
A tovabbiakhoz 6vatosnak kell lenni. Ha H normalis, akkor a paronként metszés
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esetén (ebben a részben v értéke 1) az éleknek van kozos pontja (7 értékének is 1-nek
kell lenni a Kénig-tulajdonsag miatt). Igy normalis H esetén A(H) = v(H*).

Ugyanez a gondolatmenet mutatja, hogy ha H-ban vesziink egy k elemii lefogo
ponthalmazt, akkor ennek elemeihez a rajtuk atmend élek halmazai H*-ban parosi-
tasoknak felelnek meg, amelyek az 6sszes élt magukban foglaljak. Ez megforditva is
igaz (H normaélis), igy a megfelel§ két minimalizélasi probléma optimuma egybeesik,
T(H) = Xe(H").

Osszefoglalva, ha H normalis, akkor A(H*) = x.(H*) és ez 6roklsdik H*-bol
¢lelhagyassal kaphato részekre. Azaz H* szép/szép™. Ebbdl tudjuk ((ii)=(i)-t méar
bizonyitottuk), hogy H* normalis. A fentiek alapjan H szépsége adodik. |

A teljes ekvialencia leirdsat a kordbban megigért tétel fejezi be:
6. Tétel. Eqgy hipergrdf akkor és csak akkor j6, ha jo™.

Bizonyitds. A jot tulajdonsaghol természetesen kovetkezik a josag.

Forditva, tegyiik fel, hogy allitasunkra van ellenpélda. Legyen H egy minima-
lis élszamu ellenpélda. Az ellenpéldasag miatt H alkalmas N-silyozasaval kapott
hipergraf megsérti a jo feltételét. Legyen 7 egy minimalis élszamu N-silyozas,
amire

A(T) - v(T) < |T]|.

Természetesen tudjuk, hogy H valamelyik E élének legalabb 2 a stlya 7-ben. Azaz
7T-ben E mellett ott van E’ egy iker-példanya.
T ellenpéldasaga minimalis, igy 7 — E mar nem ellenpélda

AT —E)-v(T—E)>|T —E|=|T| - 1.

7T ellenpéldasagat mutato egyenlStlenség csak ugy csaphatott at, ha A(7) - v(7) =
|7]—1, tovabba A(T — FE) = A(7), v(T — FE) = v(7). Példaul E végpontjain kiviil
van A(7) foku cstcs.

Legyen & az 6sszes E-vel parhuzamos él (végponthalmazuk azonos E-ével), pél-
daul F,E' € €. T — £ a 'H — E éleinek tobbszorozésével keletkezhet. H-t is egy
minimalis ellenpéldasagra alapozva vélasztottuk. Tehat 'H — E-r6l mar tudjuk az al-
litasunkat. Specialisan 7 — & joT, igy szép is. Azaz x.(T — &) = A(T - &) = A(T).
Szinezziikk ki 7 — £-t optimalisan. A legkisebb szinosztaly mérete nem nagyobb,
mint az atlagos mérete, azaz legfeljebb

T g T2 |T-1
AT) S Aam S am YT

Legyen C egy ilyen szinosztaly. Mondjuk legyenek ezek a piros élek.

Vizsgéljuk a 7 — E — C hipergrafot. Az élszam 7 -hez képest legfeljebb v(7)-vel
csokken. A maximalis foknak csokkenni kell: E elhagyésa nem csokkenti, tehéat ekkor
az Osszes maximélis fokd cstics E-n kiviil van. Ezek foka C elhagyésaval csokken,
hiszen minden A(7 — &) = A(T) foku cstcsra az optimalis élszinezés minden szind
éle — specialisan piros is — illeszkedik.

Ha a A(T) - v(7) < |T] egyenl6tlenség (7 ellenpéldasaga) valtozasat nézziik,
ahogy a 7 — E — C hipergréfra tériink at, azt latjuk, hogy 7 — E — C-nek is ellen-
példanak kell maradni. Ez ellentmondas, ami az allitast igazolja. |
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Perfekt grafok

A hipergrafokra vonatkozo fogalmakat és Osszefiiggéseket az alabbi grafelméleti al-
kalmazas motivalta.

Definicié. Legyen G egy graf. Fg legyen az a halmazrendszer, amely U ponthal-
mazat G fliggetlen ponthalmazai adjak, mig élei {E, : x € V(G)}, ahol E, = {F €
U:zeU}.

A graf és a halmazrendszer paraméterei kozott egyszerii Osszefliggések allapitha-
tok meg. Ezt foglalja 0ssze az alabbi észrevétel:

Eszrevétel. Legyen G egy graf és Fg a hozzarendelt halmazrendszer. Ekkor

(i)

(i) ¥(Fe) = w(@),
(iii) xe(Fa) = x(G),
(iv) 7(Fe) = x(G).

Bizonyitds. Fg-ben egy F cstucs foka nyilvanvaloéan |F'|. Specidlisan A(Fg) = a(G).

E, és ), akkor és csak akkor diszjunkt, ha x és y 6sszekotott G-ben. Valoban, ha
x és y nem szomszédos, akkor {z,y} € E,NE,. Ha viszont x és y Osszekitott, akkor
egyetlen fiiggetlen halmaz sem tartalmazhatja mindkettét, E, és E, diszjunkt.

Igy G-ben a maximalis paronként dsszekotott ponthalmaz mérete megegyezik Fe
maximalis paronként diszjunkt élhalmazanak méretével, w(G) = v(Fg).

Ha V(G)-t klikkekbe osztalyozzuk, akkor Fg éleit parositasokba osztalyozzuk.
Igy az ehhez sziikséges minimalis osztalyszam kozos: x(G) = xe(Fa).

Feo egy lefogd ponthalmazaban 1évs csticsok G-ben olyan fiiggetlen ponthalma-
zoknak felelnek meg, amelyek teljes V(G)-t lefedik. Igy a megfelels két minimaliza-
lasi probléma optimuma ugyanaz: 7(Fg) = x(G). [ |

A(Fg) = a(G),

A kévetkezd grafelméleti fogalom Gsszekapesolodik (a fenti észrevételen keresztiil)
a normalis hipergrafok fogalmaval.

Definicié. G graf akkor és csak akkor perfekt, ha G minden R feszitett részgrafjara
X(F) = w(F).

G feszitett részgrafjait G-bdl csiicsok elhagyasaval kapjuk. Az ilyen részgrafokhoz
rendelt halmazrendszerek Fg-bdl élek elhagyasaval kaphatok (G cstcsai felelnek
meg Fg éleinek). A kapcsolat megfordithato. Ezekutén észrevételiink nyilvanvald
kovetkezményét fogalmazhatjuk meg a perfektség fogalmanak segiségével:

7. Kovetkezmény. (i) G akkor és csak akkor perfekt, ha Fg normdlis,
(ii) G akkor és csak akkor perfekt, ha Fg szép.
Egybdl adodik az alabbi kozponti grafelmélet tétel:
8. Tétel (Lovasz Laszld, gyenge perfekt graf tétel). GG akkor és csak akkor
perfekt, ha G perfekt.
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* * *

A fenti mély tétel nevében 1évG gyenge jelz6 magyarazatdhoz a tétel torténetét
kell megnézniink.

A perfektség fogalma Berge francia grafelmélész nevéhez fiizédik (1960 koriil).
O két fontos sejtést mondott ki a perfekt grafokkal kapcsolatban:

Sejtés (Gyenge perfekt graf sejtés). Egy graf akkor és csak akkor perfekt, ha
komplementere is az.

Sejtés (ErGs perfekt graf sejtés). Egy graf akkor és csak akkor perfekt, ha nem
tartalmaz legalabb 6t hosszt partalan hosszu kort, vagy ezek komplementerét feszi-
tett részgrafként.

Természetsen ezen alitasok sejtésként vald hivatkozasa méara mar elavult.

Nyilvan az erds perfekt graf sejtésbol kovetkezik a gyenge (ezért a jelzok). A
gyenge sejtés is igen nehéz volt. Koriilbeliil tiz évig volt az érdeklédés kereszttiizé-
ben, amikor Lovasz Laszl6 1972-ben bebizonyitotta.

Az erés sejtés is igazolodott: Maria Chudnovsky, Neil Robertson, Paul Seymour,
Robin Thomas bizonyitotta. Bizonyitasuk korabbi technikailag nehéz eredményekre
tamaszkodik és 6nmagaban is igen Osszetett. 2002-es bejelentésiik utdn 2006-ban
jelent meg 178 oldalas cikkiik.
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