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Napraforgék (A - rendszerek)
Definicié. Hy, ..., H, egy s szirmi napraforgd (vagy A-rendszer), ha minden i # j

esetén (4,7 € {1,...,s}) H,NH; = ﬂHk. A T = (;,_, H, halmazt a napraforgé

k=1
tanyérjanak nevezzik.

Igy példaul s darab paronként diszjunkt halmaz rendszere s szirmi napraforgé.

A napraforgok témakorének az alapkérdése az, hogy ha adott egy k-uniform
halmazrendszer, amiben nincs s szirmu napraforgé, akkor annak legfeljebb hany éle
lehet?

Egy fels becslést ad a kovetkezd tétel.

1. Tétel (ErdGs - Rado). Legyen H k-uniform halmazrendszer, ami nem tartalmaz
s szirmi napraforgot. Ekkor |H| < (s — 1)*k!

Bizonyitds. k szerinti teljes indukcioval bizonyitunk, mégpedig a tétel kévetkezd
alakjat: Ha H k-uniform és |H| > (s — 1)Fk!, akkor H-ban van s szirmi napraforgo.
A k = 1 eset trivialis, figyelembe véve, hogy egy 1-uniform halmazrendszer elemei
diszjunkt egy-egy pontot tartalmazo élek és igy barmelyik s él s szirma napraforgot
alkot.
Tegyiik fel, hogy (k — 1)-re igazoltuk az allitast. A k-ra valo lépéshez sziikség
lesz a kovetkez6 lemmaéra.

2. Lemma. Legyen H k-uniform halmazrendszer ést € {2,3,...}. Ekkor a kdvet-
kezdk valamelyike teljestil:

(i) létezik t diszjunkt él,

(i) van olyan v € V', hogy v-n legalabb (t@)k él halad dt.
A lemmabol kovetkezik a tétel allitdsa. Alkalmazzuk ¢ = s-re a lemmat. Ha
(i) teljesiil, akkor van s diszjunkt él, ami egy s szirmu napraforgot jelent. Ha (ii)
teljestil, akkor legyen H = {FE\{v} : v € F € H}. (Vagyis a v-t tartalmazo élekbdl
kivessziik v-t.) Nyilvanvaléan H (k — 1)-uniform és

~ |H| (s — 1)K!
2=~ oD

= (s— 1)k —1)

Az indukcits feltevés alapjan H-ban van s szirmd napraforgo, jelolje ezt Sy, ..., S;.
Ekkor Sy U{v},...,Ss U{v} s szirmt napraforgd H-ban.
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Mar csak a lemmat kell bizonyitani.
Valasszunk maximaélis szamu paronként diszjunkt élt (vagyis minden élnek legyen
nemiires a metszete valamely kivalasztot éllel). Legyenek ezek Ei, Es, ..., E.,.

Ha 7 > t, akkor kovetkezik (7). Ha 7 < ¢, akkor legyen A = UE’ Nyilvan
i=1

|A| = Tk, igy létezik olyan A D A, hogy |A| = (t — 1)k. Legyen v € A olyan cstcs,

amin maximaélis szamu él halad at. A skatulyelv alapjan ezen a v-n legaldbb %' él

|
halad at, tehat ekkor (7i) teljesiil.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. |

A tétel s = 3 esetén 2Fk!-t ad felsS becslésként az élek szamara. Ez exponenci-
alisnal gyorsabb novekedésti becslés. A legjobb konstrukcié exponencialis sok k-élt
tartalmaz.

Konstrukcio. Legyen V' = {ay,as,...,a;}U{by, b, ..., bp}. H tartalmazza azokat
az éleket, amelyek minden {a;, b;} (i = 1,2,... k) halmazt pontosan egy elemben
metszenck. Konnyti latni, hogy H egy 2 éli k uniform halmazrendszer.

Azt allitjuk, ogy H nem tartalmaz harom szirmu napraforgot. Egy elképzelt
napraforg6 T tanyérja minden élnek része, azaz minden {a;, b;} (i = 1,2,...,k)
halmazt egy vagy nulla elemben metsz. Masrészt nem lehet £ elemt, azaz kell lenni
olyan i-nek, hogy 7' diszjunkt legyen {a;,b;} halmaztol. Hogyan metsz a harom
szirom a {a;,b;} halmazba? Diszjunktan kell metszeniiik és persze egy elemiinek
kell mindharom metszetnek lenni. Az elképzelt napraforgé nem létezhet.

Vapnyik—Cservonyenkisz-dimenzié

Definicié. Legyen H halmazrendszer V felett, A pedig V' egy részhalmaza. Ekkor
legyen TraH = {ENA: FE € H} aH halmazrendszer A-ra vett nyoma.

Vilagos, hogy TraH C P(A). Abban az esetben, amikor TryH = P(A), azt
mondjuk, hogy A telitett. A H halmazrendszer Vapnyik— Cservonyenkisz-dimenzidjdn
a dimycs H = max{|A| : A telitett} szamot értjiik.

3. Tétel (Vapnyik—Cservonyenkisz). Legyen H halmazrendszer [n] = {1,2,...,n}
felett, t pedig pozitiv egész gy, hogy teljesiljon H elemszamdra a [H| > 1 + (71‘) +

(g) +...+ (tfl) egyenldtlenség. Ekkor dimy o, H > t. Mds szavakkal megfogalmazva

létezik t elem telitett halmaz H-ban.

Még a tétel bizonyitasa el6tt vegyiik észre, hogy a tételben megadott korlat éles.
Tekintsiik ugyanis azt a halmazrendszert, amelyre teljesiil, hogy H = {R C [n] :

|R| < t}. Vilagos, hogy |H| =1+ (}) + ...+ (,",), és ugyanakkor H-ban nincs ¢

elemt telitett A halmaz, ehhez ugyanis Tr4H definiciojara gondolva A-t tartalmazo
él megléte sziikséges feltétele A telitettségének, de |A| = ¢, igy ez a feltétel nem
teljesiil.

A tételre két bizonyitéast is adunk.
1. Bizonyitas. n szerinti teljes indukcioval dolgozunk.

n = l-re trividlisan igaz a tétel allitasa.



Felhasznélva azt az ismert Osszefiiggést, hogy (}) = (";1) + (Zj), adodik a
feltételbaol:

H| > [(”51)+...+(tf2)}+[(n51)+---+<?:11)]

Jelolje Ly és Loy a két fenti szogletes zardjeles kifejezést.

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: Hy = {F € H :n ¢ E,FEU{n} € H},
Hy =H — Ha, és legyen Hy = {E\{n}: E' € He}.

Vilagos, hogy Hi, Hs halmazrendszer [n — 1] felett. Mivel H; és Hy diszjunkt és
elemszamuk dsszege |H| > Ly + Lo, vagy (i) [Hi| > L1, vagy (ii) |Ha| = [Ha| > Lo
teljesiil.

Ha (i) igaz, akkor az indukcios feltevés alapjan létezik A C [n — 1] t — 1 elemd
H;-re nézve telitett halmaz. Nem nehéz latni (mivel £ € H; esetén E és EU{n} is
él H-ban), hogy AU {n} ekkor telitett lesz H-ra nézve (és persze t elemii).

Ha (ii) igaz, akkor az indukcios feltevés szerint van A C [n — 1] t elemi Ho-
re nézve telitett halmaz. Ez definici szerint azt jelenti, hogy minden R C A-hoz
létezik E € Ho, amire FNA = R. Viszont minden E € Hs-hoz létezik egyértelmtien
egy Eo € Ha: ez vagy FE, vagy F U {n}. Mindkét esetben Ey N A = R, vagyis A
‘H-ra nézve is telitett.

2. Bizonyitas. Nevezziink egy halmazrendszert lefelé zdrtnak, ha E € Hés F C F,
akkor I’ € 'H is teljesiil.

Ha H lefelé zart, akkor a tétel allitasa egyszertien kovetkezik: a feltételek miatt
van H-ban legalédbb ¢ elemii él, ugyanakkor pedig a lefelé zartsag miatt minden él
telitett.

Definialjuk a kévetkezs S; leképezést: ¢ € V., E € H-ra S;E = E\{i} ha E\{i} ¢
H és S;E = F kiilonben. Legyen tovabba S;H = {S;F : E € H}.

Vegyiik észre, hogy |H| = |S;H| a definiciobol egybdl kovetkez6 modon. Nem
nehéz latni azt sem, hogy ha H nem lefelé zart, akkor van olyan i, hogy S;/H # H.
(Ha nem lefelé zéart, akkor van olyan F és F, hogy ' C F és E € H de F ¢ H.
Ekkor tetszéleges i € F\F megfelel.) A harmadik észrevételt kiilon lemmaként is
kimondjuk.

4. Lemma. |Tr H| > |Tr S;H| mindig teljesiil.

Ezen észrevételekbdl kovetkezik a tétel. Tetsz6leges H = Hi-hez léteznek olyan
i1,12,... elemek, hogy Hy # Hit1 = Si, Hi, vagyis iteraltan végrehajtjuk az S
transzforméciot gy, hogy mindig valtozzon a halmazrendszeriink. Nyilvan véges
sok lépésben elakad a ldnc, mert minden lépésben csokken az élek elemszédmanak
az Osszege. Legyen az utolsé halmazrendszer H. Ez az eddigiek szerint lefelé zart,
és éleinek a szama teljesiti a tétel feltételét. Igy van benne t elemi él, A. Ekkor A
telitett H,-re nézve, nyoma 2/A| elemt. A lemma alapjan A H;-re vett nyoma is
legalabb ennyi elemt, azaz A telitett.

Mar csak a lemma bizonyitasa van hatra. Ha i ¢ A, akkor TraH = TraSiH
nyilvanvaloan teljestl.

Ha i € A, akkor A részhalmazait allitsuk (R, R U {i}) parokba, ahol i ¢ R. Ha
egy E él A-beli nyoma az egyik parba esik, akkor S; F nyoma is ugyanehhez a parhoz
tartozik.

Belatjuk, hogy minden par hozzajarulasa T'r 4 H-hoz legalabb annyi, mint Tr 4.5, H-
hoz. Egyediil az jelenthet problémat, ha R és R U {i} is benne van T'r4S;H-ban,
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de T'roH-ban csak az egyikiik szerepel. Azonnal latszik, hogy ez utébbi sziikség-
képpen R U {i}. Azonban ha R nem szerepel T'r4H-ban, akkor minden olyan E él,
amelyre £ N A = RU{i}, feltétlenil S;F = E\{i}. Ez ellentmond annak, hogy
RU{i} € TraSiH és igy a lemmat is igazoltuk, teljessé téve a bizonyitast. H
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