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Emlékeztets. Egy V feletti S halmazrendszer Steiner-rendszer, ha S 3-uniform, és
barmely x # y € V elemekhez pontosan egy T' € S él van, melyre x,y € T.

Steiner-rendszerek és kvazicsoportok (folytatas)

Emlékeztets. V felett akkor és csak akkor létezik Steiner-rendszer, ha V-n létezik
kommutativ, idempotens, Steiner-tulajdonsigi kvazicsoport.

A Steiner-rendszerek alaptétele alapjan tudjuk, hogy milyen nagysagt V halma-
zon van kommutativ, idempotens, Steiner-tulajdonsagi kvazicsoport. Ez az allitas
ekvivalens a Steiner-rendszerek alaptételével. Ennél joval egysertibb az alabbi allitas.

1. Lemma. V wéges halaz esetén pontosan akkor létezik rajta kommutativ, idempo-
tens, kvdzicsoport-mduvelet, ha |V| pdratlan.

Bizonyitds. El6szor is irjuk fel egy egy V-n értelmezett + tetsz6leges miivelet mti-
velettablazatat, és vizsgaljuk meg hogy a fenti tulajdonsidgok miként olvashatoak le
a tablazatbol!

Eszrevétel: (V,+) pontosan akkor kvazicsoport, ha a tablazat minden soraban
és oszlopaban egyszer fordul el minden elem. (Az ilyen téblazatokat Euler utan
Latinnégyzeteknek nevezziik.)

Pontosan akkor kommutativ a mtivelet, ha a tabldzat szimmetrikus a f6atlojara.

Ha idempotens a miivelet, akkor a tdblazat atlojaban V' elemei pontosan egyszer
fordulnak el6. Amennyiben az atlon V' elemei pontosan egyszer fordulnak eld, akkor
a miveletitdblaja sorainak nevét atdefinialhatjuk tgy, hogy idempotens legyen. Fz
a valtoztatas nem fogja a kommutativ/kvazicsoport-miivelet tulajdonsagokat meg-
valtoztatni.

Most tegyiik fel, hogy V-n létezik a lemmaban leirt mtvelet. A kvazicsoport-
miivelet tulajdonsidg miatt barmely a € V-re pontosan |V| db a van a tablazatban.
A kommutativitas miatt a f64tlot nem tekintve paros sok a lesz a tabldzatban. A
foatlon viszont pontosan egyszer fordul els, az idempotencia miatt. Igy paratlan sok
a van a tablazatban.

Legyen |V| = 2k + 1. Ekkor a Zoy, 1 mint additiv csoport 6sszeadési tablazata jo
lesz, csak arra kell {igyelni, hogy a tablazat sorainak/oszlopainak nevét aszerint kell
megvélasztani, hogy mi szerepel tédblazat f6atlojaban, AZAZ nem standard médon
lesz a tabla értelmezve. |

2. Feladat. Legyen V' egy S Steiner-rendszer alaphalmaza. Legyen V= Vu{1}.
Legyen x,y € V. Definidljuk az x oy szorzatot a kivetkezdképpen:
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e x, hay=1, illetvey, ha x =1,
L Z? ha {"”E7y7z} ES?
o 1, hax=y.

Algebrai azonossdgokkal axiomatizdljuk az gy kapott struktiraosztdlyt.

Steiner-rendszerek rekurziv leirasai

3. Tétel. Amennyiben léteznek vy, vy pontu Steiner-rendszerek, akkor létezik vy - vy
ponti 1s.

Bizonyitds. Két bizonyitast is ismertetiink.

I. Bizonyitas. Tudjuk, hogy a H-n pontosan akkor létezik kommutativ, idempo-
tens, Steiner-tulajdonsigi miveletet, ha létezik H-n Steiner-rendszer. Ha Hy, Ho
olyan halmazok, amelyeken létezik ilyen miivelet, akkor a H; x Hs halmazon a kom-
ponensenkénti szorzas is ilyen miivelet lesz (ez konnyen belathato), igy létezik rajta
Steiner-rendszer.

A masodik bizonyitas el6tt kimondunk egy definiciot:

Definici6. Egy G graf K, 4, q, t-részes teljes graf, ha V(G) = A;jUA3U...UA,, ahol
A;-k paronként diszjunktak, |A4;| =a; , és E(G) = {{z,y} :x € A,y € A;,i # j}.

II. Bizonyitas. A v;-vy csiicsu G teljes graf éleit fogjuk haromszogekbe osztalyozni.
Bontsuk fel G csicsait v, db v elemi cstcshalmazba. Ezeken a cstcshalmazokon
beliil az éleket kiilon-kiilon haromszogekbe tudjuk osztalyozni, igy elég maradék
éleket, azaz G-nek Ky, v, ... v, részgrafjan szintén haromszogekbe osztalyozni az
T/
éleket. Az Osszes ilyen vy cstcsu osztalyt legyen {O,}.ev,, ahol Vs egy vy elemt
Ss Steiner-rendszer alaphalmaza. Ezek utan mindegyik O, osztalyon beliil adjunk
a csucsoknak indexet: xg,x1,22,...,7,—1. Ha az O, és O, osztalybol valasztunk
egy-egy elemet, akkor a harmadik cstics abban az O, osztalyban lesz, amire z,y, z
harmast alkot S;-ben. Ha az els6 kettd elemnek ¢, j volt az indexe, akkor a harma-
diknak az a k szam lesz az indexe, melyre: i + j + k = 0 (mod vy) . Az ezeket a
csucsokat 6sszekots élek egy osztalyba keriilnek. A definiciojabol adédoan ez egy jo
osztalyozasa lesz G éleinek, igy létezik vy - vo csticsi Steiner-rendszer. [

Kiemeljiik, hogy a fenti bizonyitas soran belattuk az aldbbi alitast.

4. Lemma. Kgq_q, ..., q €lei hdromszdgekbe osztdlyozhatdk, ha létezik v csicsi Steiner-
—_————

vX

rendszer.

5. Allitas. Ha létezik vy, vy ponti Steiner-rendszer, akkor létezik létezik v ponton is,

ahol
(a) v=11-(vg—1)+1,

(b) v="11-(va —3)+3.
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Bizonyitds. (a) Vegyiink egy vy csicsi )2 Steiner-rendszert vy darab példanyat ugy,
hogy barmely kett& példany egy adott a csticsban metszi egymast. Ekkor Gsszesen
(v1 - (vg — 1) + 1 cstesunk van. A vy elemii csticshalmazokon beliil az éleket S,
szerint definidljuk. Vegyiik észre, hogy az Osszes olyan élt magkaptuk, melyekben
a szerepelhet, és most mar csak olyan élek lehetnek a halmazrendszerben, amelyek
vy elemd csticshalmazok kozott mennek. Most hagyjuk el az a csicsot, igy kapunk
v1 db vy — 1 elemii diszjunkt csticshalmazt. Az el6z6 lemma miatt az ezeket a
csticshalamzokat 0sszekotd keresztéleket hdromszogekbe osztalyozhatjuk.

Igy sikeriilt a halmazrendszerben meng graféleket haromszogekbe osztalyozni,
igy létezik (vy - (vy — 1) + 1) elemii Steiner-rendszer.

(b) Vegyiink egy vy csticstt §)2 Steiner-rendszert v; darab példanyat gy, hogy
barmely ketté példany egy adott T' élben/cstcsharmasban metszi egymast. Ekkor
osszesen (v - (vg — 3) + 3 csticsunk van. T harom cstcsa mindegyik méas csticesal
egyiitt pontosan egy harmasban szerepel. A konstrukcié befejezése ugyanaz mint
el6bb. |

6. Feladat. Legyen S; és Sy két Steiner-rendszer vy, illetve vy ponton. Konstrudl-
gunk (vy — 1)(vy — 1)/2 4+ 1 ponton Steiner-rendszert.

7. Feladat. Legyen S; és Sy két Steiner-rendszer vy, illetve vy ponton. Konstrudl-
junk (vy + 1)(ve + 1) — 1 ponton Steiner-rendszert.

Steiner-rendszerek alaptételének bizonyitasa

8. Allitas. v = 1,6 (mod 6) = létezik v ponti Steiner-rendszer.

Bizonyitds. Indirekt teljes indukcidval bizonyitjuk az allitast

Amennyiben nem igaz az allitds, akkor létezik egy minimalis v elemszamu hal-
maz, hogy v = 1,3 (mod 6), amelyen nincs Steiner-rendszer.

A v alapjan két csoportra bonthatjuk a feladatot:

e v = 6k + 3: Erre korabban lattunk elemi konstruckiot, ami barmely k& esetén
miikddik.

e v = 6k +1: Legyen 6k +1 = 3-2' -5+ 1, ahol s paratlan. 2! # 6 - m, igy
2! = 2,4(mod 6). Igy 2! alapjan is esetekre bontunk:

— 2 =6-m+2: vy :=2" +1, vy := 3-5. Ilyenkor léteznek v;, v, ponti
Steiner-rendszerek, és vy - (v — 1) + 1 = v miatt v elemd is.

— 2! =6-m+4 v, ;=2 -5+ 1vy := 3. Ebben az esetben a fentihez
hasonléan 1étezik Steiner-rendszer.

Sperner-rendszerek és Sperner-tétel
Definici6. S Sperner-rendszer V' (n := |V|) felett, ha barmely E, E' € S-re E ¢ E'.

A témakor {6 kérdése: Mekkora lehet V felett a legnagyobb elemszami Sperner-
rendszer?
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Példa. Barmely 0 < k < n esetén S = (Z) = {R C V : |R| = k} Sperner-rendszer.
Ennek (}) eleme van. k = [n/2] esetén kapjuk a legnagyobb elemszamu rendszert.

9. Tétel (Sperner-tétel). A V feletti Sperner-rendszerek mazximdlis elemszdma
(jnay)-

A tétel kdzponti jelentGségii. Két bizonyitast is adunk ra.
I. Bizonyitéas:

Sziikséges van egy lemmaéra, amihez bevezetiink egy fogalmat:

Definicié. Legyen H egy n elemi V feletti halamzrendszer. Ekkor H f-vektora az
a (fo, f1,..., fn) vektor, amely f; komponense megmondja, hogy hény i elemi él
szerepel H-ban.

A lemma Sperner-rendszerek f-vektorarol allit egy fontos egyenlGtlenséget:

10. Lemma. (LYM-egyenldtlenség) Legyen S eqy Sperner-rendszer V. felett. Ekkor

f-vektordra
\4

fi_
2=t

i=0 \17

Megjegyzés. A lemma elnevezése onnan ered, hogy Lubell, Yamamoto és Meshalkin
bizonyitotta egyméstol fiiggetelniil. Neveik kezdébetdibdl allitottak Gssze a hivat-
kozast. Gyakran Bollobas Béla nevét is a lemmahoz fiizik, aki egy rokon allitast
igazolt hasonl6 modszerrel.

Bizonyitds. (LYM-egyenl6tlenség) Legyen 7 egy tetszGleges V' — [n] bijekcio, és
E € S tetszoleges elem. Szamoljuk ssze azon (w, E) parokat, melyekre 7(E) [n]-
nek egy kezddszelete.

Ha minden egyes E' € S-hoz megszadmoljuk az 6sszes jo 7 sorbarendezést, akkor
azt kapjuk, hogy > p.o|E|' - (n — |E|)! ilyen péar van.

Legyen most 7 tetsz6leges sorbarendezés. Mivel a tartalmazas relacio teljes ren-
dezés [n| kezdGszeletein, ezért ha w(F;), m(Fy) kezdGszelete [n]-nek, akkor By C Es
vagy Ey C E,. Igy ha 7 sorbarendezés, akkor legfeljebb egy E halmaz esetén lehet
7(E) kezd&szelete [n]-nek.

Az el6z6vel Gsszevetve:

STIE- (n— |E)! <l

EesS

Mindkét oldalt n!-sal osztva kapjuk a lemma allitasat. [ |

Sperner-tétel bizonyitdsa a LYM egyenlGtlenségbdl.

v
122

=0

VI

fi> fi _ |S|
G R

i=0 \[n/2] [n/2]

I1. Bizonyitas Sperner-tételre
A tétel masodik bizonyitasahoz bevezetiink néhany 1j fogalmat:

Definicié. Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz. Ekkor L C P lanc, ha L barmely
két eleme Osszehasonlithato.
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Definicié. Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz. Ekkor A C P antilanc, ha A
elemei paronként nem Gsszehasonlithatok.

Eszrevétel. A (P(V), C) feletti antilancok pontosan a V' feletti Sperner-rendszerekkel
egyeznek meg.

Eszrevétel. Barmely L lancra és A antilancra |[PNA| < 1.

11. Kovetkezmény. Amennyiben adott Ly, Lo, ..., L ldncok, melyek lefedik P-t,
akkor barmely P feletti antildnc legfeljebb k elemi lehet.

12. Kovetkezmény.

max (]4]) < min k
A antildnc Li,Lo,..., Ly, ldncfedés
Célunk a kovetkezd lemma igazolasa, amibdl korabbi észrevételeink alapjan Sper-
ner tétele kovetkezik.

13. Lemma. (P(V), C)-en létezik ([7;;2]) ldncot tartalmazd lefedés.

Az alabbi fogalmat azért vezetjiikk be, hogy a céllemmanél erdsebb, de a teljes
indukciés bizonyita’shoz jobban illeszkedd valtozatot mondjunk ki.

Definicié. L Cc P(V), L =L, C Ly C ... C L, szimmetrikus lanc, ha van olyan i,
hogy [Li| =i, |Lo[ =i+ 1,...,[Li] = [V]| — .

14. Lemma. (P(V), C)-nak létezik diszjunk szimmetrikus ldincokkal vald fedése.

Megjegyzés. A szimmetrikussag miatt minden lancban szerepel egy [n/2] elemszé-
mi halmaz. Igy a felhasznalt lancok széma sziikségszertien (Ln72 J)'

Lemma bizonyitasa. |V| =1 esetén trividlisan teljesiil az allitas.

Legyen |V| > 1, ekkor:

V = Vou{u}, ahol Vp-rol mér tudjuk hogy létezik ilyen fedés.

PV)=PWUU{RCV:ueR}

Legyen P(Vy) = L1ULoW...JLy. Ekkor az £, = L1 C Ly C ... C L; lanchol az
alabbi lancok keletkeznek:

L, =L U{u} C Lou{u} C...C Lj_yU{u}, valamint £} =Ly C Ly C ... C
L;U{u}.

Lathato, hogy ezek szimmetrikusak, igy a tétel allitasat igazoljak.

Ebbél adodik a lemma és igy a Sperner-tétel is.

Megjegyzés. Ugy tiinik mintha induktiv/rekurziv konstrukcionk kézben lancaink
szama mindig megduplazédott volna. Pedig a lancok szama nem kett6 hatvanyként
novekszik, szamuk (Ln72 j)‘ A latszolagos ellentmondas feloldasa, hogy L) lehet iires
is.
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