Diszkrét Matematika MSc hallgaték szamara
9. Elsadéas

Eléado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Hajnal Péter 2010. november 11.

1. Parositasi tételek

Emlékeztets. M péarositas, ha |V(M)| = 2|M| vagyis M nem-hurokélek végpont-
diszjunkt halmaza.

Emlékeztets. Ha az M parositas és V(M) = V(G), akkor teljes parositasrol beszé-
liink.

Emlékeztets. v(G) a G-beli parositasok kozott a legnagyobb méret.

Ekkor 2v(G) a legtobb cstcs, amit parositani tudunk. |[V(G)| — 2v(G) a legke-
vesebb cstcs, ami kimarad egy parositasbol.

Az alabbiakban a parositasi algoritmusokbol kiolvashatéd parositasi tételeket tar-
gyaljuk. Feltételezziik a magyar modszer és az Edmonds-algoritmus ismeretét. Ha-
bar tételeink ,.fele” altaldban jozan ésszel, az alapfogalmak ismeretében lathato.

1.1. Paros grafok

Emlékeztetd. L csicshalmaz lefogd ponthalmaz, ha minden élnek legalabb az egyik
végpontja L-be esik.

Emlékeztets. 7(G) = max{|L| : L lefogd}.

1. Tétel (Kénig-tétel). Legyen G egy pdaros grdf. Ekkor

Bizonyitas. Tetszbleges M péarositéasra és L lefogd ponthalmazra |M| < |L|. Speci-
alisan a legnagyobb parositasra és legkisebb lefogd ponthalmazra is teljesiil: v(G) <
7(G).

Legyen M egy v(G) méretd parositdas. Futassuk a magyar modszert. Termé-
szetesen az algoritmus nem talalhat javité utat, sikertelen kereséssel végzdédik. A
magyar modszer korrektségének méasodik bizonyitasa mutatta, hogy az eljardsunk
mellékterméke egy L lefogd ponthalmaz, amely mérete M méretével egyezik. Igy az
optimalis lefogdé ponthalmaz mérete legfeljebb |L| = |M|. Tehat 7(G) <v(G). W

Emlékeztets. Legyen S C A. Legyen €(S) = |S| — |N(5)|. Azaz S elemszamanak
tobblete szomszédainak szdmahoz képest (ami persze lehet negativ is).

Emlékeztets. d4(P) = |A| — | P| (nem parositott pontok szama A-ban).
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2. Tétel (Kénig-tétel). Legyen G egy pdros grdf. Ekkor
max{e(S) : S C A} = min{d(P) : P pdrositds}

Bizonyitas. Lattuk, hogy minden S C A csiucshalmazra és P parositasra €(S) <
04(P). Azaz
max{e(S): S C A} <min{d4(P) : P parositas}

nyilvanvalo.

Legyen M egy v(G) méretd parositdas. Futassuk a magyar modszert. Termé-
szetesen az algoritmus nem talalhat javito utat, sikertelen kereséssel végzddik. A
magyar modszer korrektségének elsd bizonyitasa mutatta, hogy az eljarasunk mellék-
termékeként adodo K halmazra (kiils6, azaz cimkézett alsé cstcsok) e(K) = d4(M).
Azaz

max{e(S) : S C A} > €(K) = d4(M) > min{d4(P) : P parositas}
|

Definicié. Also poontok egy S halmaza Kdnig-akaddly, ha €(S) > 0, azaz S szom-
szédainak szama kisebb mint elemeinek széama.

3. Tétel (Kénig—Hall-tétel). Legyen G egy pdros graf. G-ben akkor és csak akkor
van az 6sszes also pontot pdrosito pdrositas, ha nincs G-ben Kdnig-akaddly.

Bizonyitas. Ha G-ben van minden als6 pontot parosité parositas, akkor G-ben
nyilvan nem lehet Kénig-akadaly.

Forditva: G-ben nincs Kénig-akadaly. Ekkor vegytink egy M optimalis, v(G)
méretd parositast. Futassuk a magyar modszert. Természetesen az algoritmus nem
talalhat javito utat, sikertelen kereséssel végzddik. A magyar modszer korrektsé-
gének els6 bizonyitasa mutatta, hogy az eljardsunk melléktermékeként adodo K
halmazra (kiils, azaz cimkézett also cstucsok) €(K) = d4(M). Mivel feltételiink mi-
att K sem lehet Kénig-akadaly, ezért e(K) < 0. Azaz 04(M) < 0. Azaz M parositja
az Ossze alsd pontot. [ |

4. Tétel (Kénig—Frobenius-tétel). Legyen G egy pdros graf. G-ben akkor és csak

akkor van teljes pdrositds, ha |A| = |F|, tovdbbd nincs G-ben Kdénig-akaddly.
Bizonyitas. Ha G-ben van teljes parositas, akkor nyilvan |A| = |F| és nincs Kénig-
akadaly.

Forditva: A Ké&nig-akadaly hianya miatt van olyan M péarositas, amely az Osszes
als6 pontot parositja. Igy |F| darab fels6 cstcs is pérositott. |A| = |F| miatt az
Osszes felss cstics is parositott, azaz M teljes parositas. |

1.2. Altalanos grafok
Emlékeztets. R C V(G) esetén B(R) = ¢1(G — R) — |R|.
Emlékeztets. A C V(G) eg Tutte-akadaly, ha 5(7) > 0.

5. Tétel (Tutte-tétel). G-ben akkor és csak akkor van teljes pdrositds, ha G-ben
nincs Tutte-akaddly.
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Bizonyitas. Ha G-ben van teljes parositas, akkor nyilvan nem lehet benne Tutte-
akadaly.

Forditva: Tegyiik fel, hogy G-ben nincs Tutte-akadaly. Legyen M egy optimalis
parositéds. Futtassuk az Edmonds-algoritmust. Természetesen nem talalhat javitod
utat, sikertelen kereséssel all le. A futas melléktermékeként a végss (esetleg tobb-
szOrosen zsugoritott) grafban a bels6 pontok B halmaza olyan, hogy az eredeti G
grafban B3(B) = §(M). Feltételiink szerint B sem lehet Tutte-akadaly: 5(B) < 0.
Igy §(M) <0, azaz M teljes parositas. [

6. Tétel (Berge-formula). Tetszéleges G grdfra
max{f(R) : R C V(G)} = min{d(P) : P pdrositds}.

Bizonyitas. Legyen R C V(@) tetsz6leges csucshalmaz és P tetsz6leges parosités.
Nyilvan S(R) < 6(P). Ezt a legnagyobb (3 paraméterrel rendelkezd csicshalmazra
és a legkevesebb csticsot parositatlanul hagyo P péarositasra alkalmazva kapjuk, hogy

max{f(R): R C V(G)} < min{d(P) : P parositas}.

Forditva: Legyen M egy optimalis parositas. Futtassuk az Edmonds-algoritmust.
Természetesen nem talalhat javito utat, sikertelen kereséssel all le. A futas mellék-
termékeként a végss (esetleg tobbszorosen zsugoritott) grafban a belsé pontok B
halmaza olyan, hogy az eredeti G gratban §(B) = §(M).

max{f(R) : RC V(G)} > B(B) = §(M) > min{o(P) : P parositas}.
|

7. Tétel (Petersen-tétel). Legyen G eqy 3-requldris, kétszeresen €losszefiiggd grif.
Ekkor G-ben van teljes pdrositds.

Bizonyitas. Elég ellendrizni, hogy G-ben nincs Tutte-akadaly.

T = () nem lehet Tutte-akadaly. Valoban: Egy 3-regularis graf fokainak ossze-
ge (mint minden grafé) paros, azaz a 3-as fokok Gsszegben a tagok szdma paros.
Azaz G pontjainak szama péaros. G minden komponense 3-regularis, azaz minden
komponense paros pontszami. 0 = ¢;(G) = ¢, (G —0) > 0 = ||

Ha T nem iires, akkor készitsiik el a kovetkezd paros segédgrafot: Egyik szinosz-
talyat (A) T cstcsai alkotjak, masik szinosztalyat (F') G — T paratlan pontszamu
komponensei alkotjak. Elei a T-bsl indulé G — T egy paratlan pontszamu kompo-
nense felé haladé e = tc élek adjak. e illeszkedik a t € T = A cstcsra és a ¢ csucs
komponensét reprezentald F-beli cstcsra.

Belétjuk, hogy A minden cstcsara legfeljebb harom él illeszkedik, mig F' minden
csucséara legalabb héarom él illeszkedik. Ebbdl a segédgraf éleit kétféleképpen sza-
molva (A-beli fokok Osszege, illetve F-beli fokok 6sszege) kapjuk, hogy |A| > |F)|.
Azaz T valoban nem Tutte-akadaly.

Az, hogy A minden csiicsara legfeljebb hérom él illeszkedik egyszertien adodik
abbdl, hogy G 3-regularis. Az, hogy F minden csicséara legalabb két él illeszkedik
egyszertien adodik abbol, hogy G kétszeresen élosszefiiggs. Az, hogy F minden
cstcséra igaz, hogy nem indulhat bel6le pontosan két él (altalaban paros sok él), az
a fokok vizsgalatabol adodik. A megfelel§ G—T-beli komponensen beliil Gsszegezve a
fokokat egyrészt paratlan sok 3-ast kell 6sszeadnunk (igy paratlan szamhoz jutunk),
mésrészt a komponensen beliili éleket duplan, a komponensbdl T felé halado éleket
(ezek adjak a segédgrafunk megfelel6 F-beli cstuicsara illeszkedd éleket) egyszeresen
szamoljuk. [ |
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