Grafelmélet MSc hallgatok szamara

8. Elsadas

Eléado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Gyorffy Lajos 2010. november 4.

1. PArositasi algoritmusok

1.1. Alapfogalmak

Emlékeztetd. Legyen G egy graf, F(G) a G élhalmaza, V(G) grafunk csicshalmaza.
Legyen F' C E(G). Ekkor V(F) = {z € V : x illeszkedik egy F-beli élre}.

V(F) egy v elemérdl azt mondjuk, hogy F' lefedi a v csicsot.

Definicié. M parositas, ha |V(M)| = 2|M| vagyis M nem-hurok élek végpont-
diszjunkt halmaza.

_ Egy M parositas altal lefedett v cstucsrol azt mondjuk, hogy pdrositott. Legyen
V(M) =V(G)—V(M) az M éltal nem parositott/M-parositatlan csicsok halmaza.
V(M) = V(G)] = [V(M)| = [V(G)| - 2|M|

Definicié. Ha az M parositas és V(M) = V(G), akkor teljes pdrositdsrdl beszéliink.

Természetesen csak paros pontszamu grafoknal lehetséges, hogy létezzen teljes
parositas.

Példa. Egy graf egy élhalmazzal (sargaval kiemelt élek), ami nem pérositas (pirossal
jelzett a cstcs, ahol két eleme Gsszefut). Majd egy parositas, ami nem teljes parosités
(sargaval jeleztiik a parositott cstucsokat). Végil egy teljes parositas.

Definicié. v(G) a G-beli parositasok kozott a legnagyobb méret.

Ekkor 2v(G) a legtobb csucs, amit parositani tudunk. |V(G)| — 2v(G) a legke-
vesebb cstics, ami kimarad egy pérositasbol.

1.2. Moh¢ algoritmus

Az algoritmus moho6 jelzGje onnan ered, hogy nem vonjuk vissza soha a kordbbi
dontésiinket, vagyis ha egy élt egyszer betettiink a parositasba, mar nem vessziik ki
késébb. Azzal, hogy korabbi dontésiinket nem biraljuk feliil egy nagyon hatékony,
egyszerd eljarast kapunk. Sajnos nincs garancia, hogy az output optimalis.
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Moho parositasi algoritmus:

(Inicializalas) Kiindul egy M parositéasbol

AMIG létezik e € F(G)— M &l tgy, hogy M U {e} is parosités
[(Mohé novelés/bdvités) M-et lecseréljik M U {e}-re.]

(Elakadas) Az aktudlis parositas az output

//Ekkor minden M-en kiviili &l &sszefut valamelyik M-beli éllel

Megjegyezzik, hogy nincs ciklizalasi veszély: barmely javitas garantaltan noveli
a parositas élszamat, ezért az algoritmus sziikségszerten leall.

Elakadas esetén tudjuk, hogy parositasunk egy specidlis médon, a mohé modon
nem javithaté. Ez nem jelenti azt, hogy ettdl eltér6 moédon nem tudunk nagyobb
pérositashoz jutni.

Példa. Grafunknak négy ugyanannyi csicsot (legyen ez n, az abran n = 4) tartal-
mazo6 ,emelete” van. Két szomszédos emelet kézott minden élt behuztunk, tovabbi
élek nincsenek. A sarga élek egy teljes parositast alkotnak a két kozépss szint ko-
zott. Ha a moho algoritmus ezeket valasztja ki elGszor, akkor elakad: n élt tartalmaz
outputja. A zold élek egy teljes parositéast alkotnak (2n darab él).

Megemlitiink egy, a fenti algoritmussal kapcsolatos alaptételt. Ez azt garantalja,
hogy a nagyon egyszerd algoritmus outputja nem olyan rossz.

1. Tétel. Legyen vipons(G) a mohd algoritmus eqy tetszdleges futdsdnak mérete.
Legyen v(G) a legnagyobb pdrositis mérete. Ekkor

v(G)

S Vmoho’(G) S V<G)
Bizonyitas. (BSc anyag) A masodik egyenlStlenség nyilvanvalo abbol, hogy a mohd
algoritmus egy parositast szamol ki.

Az els6 egyenltlenség igazolasa: Legyen M 016 @ moho algoritmus outputja, L =
V (Mons) @ moho algoritmus otputja altal parositott pontok halmaza. Nyilvanvalo,
hogy L lefogd ponthalmaz és |L| = 2umens(G). Igy L mérete minden parositas
méretét feliilrsl becsli, specidlisan v(G) < |L| = 2Umons(G)- [

A tovabbiakban maximaélis elemszamu parositasokat megkeress algoritmusokkal
fogunk foglalkozni.
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1.3. Javité utas algoritmusok

Definicié. Legyen G graf M parositas G-ben, P : vy, eq,vq,... €, vp egy ut. P ut
javitd at M-re nézve, ha vy és v, nem parositottak, k péaratlan és a péaros sokadik
élek elemei M-nek.

Példa. A sarga parositasra nézve a zold ut javité at. A masodik abran a javitott
parositas lathato:
Vo ’U5

A P javito ut segitségével kapott M’ = (M\E(P)) U (E(P)\M) = MAE(P)
élhalmaz parositas. Azaz M’-be P mentén pontosan azon P-beli éleket rakjuk,
melyek eredetileg nem voltak M-ben, P-n kiviil a parositas nem valtozik. Kénnyen
lathato, hogy igy mindig eggyel nagyobb élszami parositast kapunk. Ezt nevezziik
M javito utas javitasanak.

Ezzel sémat kaptunk négy pérositdsokat keresd algoritmusokra, amiket javito
utas algoritmusoknak neveziink. Ezek altalanos vazlata:

Javité utas algoritmusok sémaja:
Adott egy G graf és benne egy M parositas
AMIG taldlunk M-re vonatkozd javitd utat
[(Javitd utas novelés) M-et lecseréljik MAFE(P)-re.]
(Elakadas) Az aktudlis parositas az output
// Ekkor nem létezik M-re vonatkozd javitd ut.

Megjegyzés. Itt sincs ciklizélasi veszély, mert barmely javitas garantaltan noveli a
parosités élszamat, ezért az algoritmus sziikségszertien leall.

Megjegyzés. Az 1 hosszi javitd ut menti javitds a moho javitas.

Azaz a javito utas algoritmusok a moho algoritmus kiterjesztései. A moho algo-
ritmus elkadasara korabban lattunk példat. Konnyt ellendrizni, hogy azon futva a
javito utas algoritmusok megtalaljak a teljes parositast. Ez nem véletlen.

2. Tétel (Berge-tétel). G graf, M pdrositas. Ha M nem optimalis, akkor létezik
rd javito ut. Vagyis elakadds esetén az aktudlis parositdas optimdlis.

Megjegyzés. A javito utak hatékony keresése nem egyszerii! Keresésiinknek olya-
nak kell lenni, ha sikertelen, akkor ne is legyen javito ut. Egy grafban az utak teljes
sokasaga hatalmas lehet. Igy ennek végignézése altaldban tul sokaig tart.

A kovetkezdkben a javito ut keresésre mutatunk egy moho valtozatot.
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1.4. Moho javito 1t keresés

Definicié. P javito ut kezdemény, ha P : vg,e1,v1,..., 65, v U, és vg & V(M),
valamint a péaros indext élek elemei M-nek.

Példa. Egy 6t hossza javito ut kezdemény, ami nem javitd ut, mert vs parositott.
A masodik abran egy négy hosszi javité it kezdemény, ami nem lehet javitod tut,
hiszen hossza péros.

Vo ’05

Javito ut kezdeményeket keresiink és ezeket parhuzamosan néveljiik annak remé-
nyében, hogy javito utta terjesztjiik ki 6ket. Kereséslink megvalositasa egy cimkézés
lesz: A csuicsokra cimkéket helyeziink, aminek jelentése: oda vezetd javité ut kezde-
ményt talaltunk.

Ezen cimkék egy kicsit tobb informaciot tartalmaznak mint az odavezets javito
it kezdemény megtalaldsanak ténye. Ha a megtalalt javitdo ut kezdeménye péros
hosszt akkor a cstucs kiilsé cimkét kap, ha pedig paratlan hosszu, akkor belsd
cimkét kap.

Legyen C' a cimkézett csticsok halmaza és K a kiils6, B a belsd cimkézett pontok
halmaza. Nyilvan C = KUB.

A mohosag abban nyilvanul meg, hogy a cimkehalmaz folyamatosan béviil, és
nincs feliilirds. Azaz, ha azt tapasztaljuk, hogy mar cimkézett pontba egy eddig
nem latott javito ut kezdemény halad, akkor ezt elvetjiik (,,késén vettiik észre”). Az
eredeti javito ut kezdemény (amire a cimkézést korabban alapitottuk) lesz az amit
folytatni probalunk.

Kiindulé cimkehalmazt valasztunk (ezek pontok lesznek, amikbe egy 0 hosszi
javito t kezdeményt talaltunk, azaz V(M) egy részhalmaza) és a cimkézést az
alabbi modon bdovitjiik:

Moho javité it keres6 algoritmus:
(Inicializalas) Kiindulunk V(M) egy R részhalmazabol.
A kezdeti K =R,
A kezdeti B =10,
// Igy a kezdeti C = K = R.
AMIG taldlunk k € K csiicsot és s cimkézetlen szomszédjat
[Ha s nem parositott csics, akkor
(Sikeres keresés) a k-ba vezetd javitd Ut kezdemény s-be
meghosszabbitva egy javitd utat kapunk.
Ha s parositott csucs, akkor
(Mohé cimkenovelés) legyen s’ az M-beli parja.
K« KU{s},
B — K U/{s},
C—CU{s,s}.]
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(Elakadéas) Ha a fenti ciklusbdl nem ’sikeres kereséssel’
jottink ki, akkor ’sikertelen kereséssel’ allunk le.

// Sikertelen keresés esetén minden kiilsé pont

// Osszes szomszédja cimkézett.

A sikeres keresés esete ,tiszta”. A sikertelen keresés esetén azonban célszert
vizualizalni mi is tortént.

A cimkendvelések minden cimkekiosztéasahoz egy . felel6s” rendelhets: s k£ miatt
kapja cimkéjét, s’ pedig s miatt. A megfelels élek mentén terjed ki a cimke. Igy
a cimketerjedést /keresést gyokeres erdd irja le. A gyokerek az inicializalas soran
kivalasztott R pontjai. A cimkék tovabbi terjedése dupla adghajtésokkal torténik.
A kettd hosszu dgak belsé pontjai kapjak a belsé cimkét. A végsd pontjai a kiilsé
cimkét kapott pontok, ahonnan a keresés/cimkekiosztas tovabbléphet.

Példa. A sarga élek alkotjak péarositasunkat. A zold csucsok azok a péarositatlan
cstucsok, amelyek kiindulaskor kiils cimkét kaptak (R elemei). A piros csticsok
azok a parosftatlan csticsok, amelyek kiinduléskor nem lettek megcimkézve (V (M) —
R, a célesucsok, amiket szeretnénk keresésiinkkel elérni). A z6ld nyilak a dupla
aghajtasok (a kiilsé cimke terjedése). Kozben a kék nyil mutatja a kiosztott belss

cimkét.

Eszrevétel. Kezdetben a cimkezett pontok nem parositott cstcsok és mind kiilss
cimkét kap, majd egyszerre két parositott cstucs kap cimkét, egyik kiils6t, mésik
bels6t. Ennek két kévetkezményét emeljiik ki.

(1) s-et ugy valasztottuk, hogy ne legyen cimkezett. Igy automatikusan teljesiil,
hogy s’ se cimkézett. Azaz korabbi igéretiink (nincs ujracimkézés) teljestil.

(2) A cimkézes minden cimkekiterjesztése utan |K| — |B| = |R|. Valéban: A
kezdetben ez teljesiilt, majd mindig eggyel noveltiik |K|-t és |B|-t is, azaz
kiilonbségiik azonos marad.

Példa. Elsfordulhat, hogy a keresés belsé pontként ér el egy = pontot és ekkor a
keresés x-nek az ' parja felé megy, és x mas szomszédja felé nem. Egy masik javito
ut kezdemény viszont kiils6 pontként érné el z-et. Az dbran egy ilyen rossz fazisban
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elért javito Gt kezdeményt emel ki a piros tt. Ezt be is fejezhetnénk javité utta, ha
megtalaltuk volna.

3. Tétel (Kdnig Dénes - Egervary Jend / Magyar mdédszer). Ha G pdros grif
(A alsé és F felsd szinosztdlyokkal), M pdrositds. Legyen R = ANV (M). Ekkor ha
a moho javito 1t keresd algoritmus sikertelen kereséssel ér véget, akkor M optimdlis,
azaz nincs rd vonatkozo javito ut.

Bizonyitas. Kezdetben K C A, B C F. Cimkekiosztasnal kiils§ cimkét egy belsé
cimkéji pont szomszédja kap és belsé cimkét egy kiils cimkéji pont szomszédja
kap. Igy a fenti tulajdonsag 6roklédik. Mindig (igy az algoritmus végén is) K C A,
B C F. Azaz a kiils6 és als6 kategoridk ugyanazok. Hasonléan a bels§ és felsd
kategoridk ugyanazok.

Feltevésiink szerint sikertelen kereséssel allunk le. Igy a kiilsé pontok szomszédai
mind cimkézettek.

Jeldlés. K szomszédsaga: N(K) = {s € V, s szomszédos valamely K-belivel}.

Tehat az algoritmus végén N(K) C C.
A tétel nagyon fontos, két bizonyitast is kozliink ra.

I. Bizonyitas: Néhany altalanos megjegyzéssel kezdiink.

Definicié. Legyen S C A. Legyen €(S) = |S| — |[N(S)|. Azaz S elemszamanak
tobblete szomszédainak szdmahoz képest (ami persze lehet negativ is).

Definicié. d4(P) = |A| — | P| (nem péarositott pontok szama A-ban).

Eszrevétel. Legyen S egy tetszdleges alsé pontokat tartalmazo halmaz, P egy pa-
rositas. Ekkor
da(P) > €(S).

Tetsz6leges P pérositas esetén S-beli csticsok parjai N(S)-bol keriilnek ki. Igy
legalabb |S| — |N(S)| = €(5) cstcs parositatlan marad A-ban (mér csak S-et figye-
lembe véve is). Ezek utén az észrevételbeli egyeblStlenség nyilvanvalo.

Persze az észrevétel csak akkor nem semmitmondo, ha €(S) > 0.
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4. Kovetkezmény. Legyen S alsd pontok egy halmaza, amelyre €(S) > 0. Ekkor
G-ben nincs teljes pdarositds.

A fenti tulajdonségu S halmazokat hasznos kiilon névvel ellatni.

Definicié. Alsé pontok egy S halmaza Kdnig-akaddly, ha €(S) > 0, azaz S szom-
szédainak szama kisebb mint elemeinek szama.

5. Kovetkezmény. Legyen S alsé pontok egqy halmaza és P eqy pdrositis. Ha
€(S) = 0a(P), akkor P egy optimdlis pdrositds.

A fenti esetben azt mondjuk, hogy S egy bizonyit6é als6-Kénig-halmaz P opti-
malitésara.

Térjiink vissza a G péros grafunkhoz, amelyben az M pérositassal a magyar
modszert futtatva sikertelen keresést folytattunk. Tudjuk, hogy ledllaskor N(K) C
C'. Paros graftban azt is tudjuk, hogy K C A, igy N(K) C F. Azaz N(K) C
C N F = B. Igazabol bels6 cimkét csak tgy kaphat egy cstcs, hogy egy méar kiilsé
cimkéjd cstcs szomszédja. Azaz N(K) = B.

Tehat

e(K) = |K| - N(K)| = |K| = |B] = |R| = |[ANV(M)| = 64(M).
Azaz K egy bizonyité als6-Kénig-halmaz M optimalitasara.

II. Bizonyitas: Ismét néhény altalanos megjegyzéssel kezdiink.

Emlékeztets. Egy L cstucshalmaz lefogd ponthalmaz, ha minden él legalabb egy
L-beli pontra illeszkedik.

Egy a fogalmat megvilagito ,mese™ Legyen a graf egy muzeum tervrajza, amiben
képek vannak a folyosokon (éleken). Ezeket 6rokkel driztetjiik, akik csticspontok-
ban iilhetnek, ahol az ott Osszefutd dsszes folyosot ellenérzik. Minél kevesebb 6rrel
akarjuk az Gsszes élt/folyosot ellendrizni.

Eszrevétel. Ha L lefogo ponthalmaz, és P parositas: |L| > |P|.

A mese”’ szerepkiosztisat hasznalé6 magyarazat: P Gssze nem futo folyosérend-
szer, igy mindegyik eleme kiilon 6rt kovetel. Azaz tetszdleges jo Orelhelyezésben
legalabb | P| darab 6r szerepel.

Kiemeljiik két fontos kovetkezményét az észrevételnek:

6. Kovetkezmény. Legyen L eqy lefogo ponthalmaz és M egy pdrositis. Ha |L| =
|P|, akkor P a lehetd legnagyobb pdarositis G-ben és L a lehetd legkisebb lefogd pont-
halmaz G-ben.

A kovetkezményben szereplS L, P par esetén azt mondjuk, hogy L egy bizonyito
lefog6 ponthalmaz P optimalitasara és M egy bizonyitoé parositas L optimalitasara.

Most térjiink vissza G paros grafunkhoz benne egy M parositassal, ahol a magyar
modszer sikertelen kereséssel allt le.

Az M-beli élek két csoportra, cimkézett és cimkézetlen élekre oszthato. (A cim-
kézett élek mindkét végpontja, a cimkézetteknek egyik végpontja sem cimkézett.)
Jeloljiik a cimkézett felsé végpontok halmazat Le-vel, a cimkézetlen alsd végpon-
tok halmazat Lg-vel. Vegyiik észre, hogy Lo = B. Legyen L = Lo U Ls. Ekkor
|L| = |M]|, hiszen minden M-beli él egy cstcesal jarul hozza L-hez, amit ezek a
hozzajarulasok adnak ki.
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Eszrevétel. L lefogo ponthalmaz G-ben.

Valoban: Legyen e = af egy tetszoleges él (a € A, f € F).

(1) Ha f cimkézett, akkor f € B ésigy f € Lc.

(2) Ha f nem cimkézett, akkor a sem cimkézett (hiszen, ha a cimkézett, azaz
kiils6 pont lenne, akkor szomszédja nem lehetne cimkézetlen az cimkekiosztés elaka-
déasénal). Specidlisan a & Cy. Azaz a parositott alsé pont cimkézetlen M-beli élen:
ac Lg.

Tehat L = Lo U L valoban lefogé ponthalmaz.

Az észrevétel azt adja, hogy az L, M par olyan, hogy L bizonyitja M optimali-
tasat (természetesen M is bizonyitja L optimalitasat). [

Megjegyzés. Mindkét bizonyitas tébbet allit mint az M optimalitasa. Az is ado-
dott, hogy M optimalitdsara van bizonyité lefogé6 ponthalmaz és bizonyito also-
Koénig-halmaz. Ezek konstruktiv moédon adoédnak a magyar modszer melléktermeé-
keként.

Megjegyzés. Az is adddott, hogy a méasodik bizonyitasban kiolvasott L lefogo hal-
maz optimalis. Azaz a magyar modszer alkalmazhato a legkisebb méreti lefogd
ponthalmaz meghatarozasara paros grafokban.

Az el6z6 tétel paros grafokra miikodik csak. Mire az altalanosabb, nem péaros
grafokra is hasonlo tételek kialakultak, majdnem 10 év telt el. A kovetkez§ rész-
ben az altalanos esetben vizsgaljuk a problémét, azaz nem sziikségszeriien péaros
grafokban keresiink javito utat egy adott parositasra nézve.

1.5. Edmonds-algoritmus

A magyar modszerben az alsdé parositatlan pontokbol inditottuk a keresésiinket.
Altalaban nincs ilyen fogalmunk, mint ,,alsé6 pontok”. Most kiindulasnak K = V (M),
B = () cimkézést valasztjuk. Azaz az Osszes parositatlan pontot 0 hosszu javito 1t
kezdeményeknek tekintjiik és alkalmazzuk a moho6 cimkenévels eljarast elakadasig.
Ez biztosan elakad, hiszen a névelés mohon torténik és kezdetben minden lehetséges
javito ut végpont ,lehetséges javito it kezddpont” cimkét kap.

Edmonds-algoritmus:
(Inicializalas) Legyen R =V (M).

A kezdeti K =R,

A kezdeti B =1,

//1gy a kezdeti C' = K = R.
(Cimkenovelés) Mohé cimkendvelés elakadasig
// Ekkor a kiils§ csicsok mindegyik szomszédja cimkézett. Kialakul egy
// F keresd erdd. A keresd erdd mindegyik komponense egy-egy R-beli
// pontban gyodkerezett.
AMIG taladlunk k, k' € K csiicsot, amelyek egy e él mentén szomszédosak
// Legyen r és r’ azon R-beli elemek, amelyekb&l induld/amelyekben
// gydkerezd keresések megcimkézik k-t és k'-t.

[Ha r # 1/, akkor

(Sikeres keresés) a k-ba vezetd javitd Ut kezdemény utan e-n

keresztiil k-ba lépve, majd bejarva az ehhez vezetd javitd
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it kezdeményt forditva r és 7’ kdzdtti javitd utat taldltunk.
Ha r = ', akkor
(Edmonds-eset) « // Kés&bb targyaljuk.]
(Elakadas) Ha a fenti ciklusbdl nem ’Sikeres kereséssel’
jottink ki, akkor ’Sikertelen kereséssel’ allunk le.

Miel6tt az ,,Edmonds-esetet” részletesen targyaljuk néhany fogalmat kialakitunk.
Legyen P az r-bdl k-ba vezets javito it kezdemény, ami a cimkézéséért felel. Hason-
l6an legyen P’ az r(= 1')-bol k'-be vezetd javito ut kezdemény, ami a cimkézéséért
felel. Legyen a. az elagazas pontja, azaz az utolsé csics, amig a két ut kozosen
halad.

Eszrevétel. a,-ben a keres erdd szétagazik vagy P és P’ koziil valamelyik ut leall
(azaz a. € {k,k'}). Mindkét esetben a, egy kiils6 pont a felépitett keress erdsben.

P-n a.-t6l k-ig, illetve P'-n a.-t6l k'-ig dupla aghajtasokkal ért el a keresés. Azaz
az odavezetd két it mindegyike paros hossz, amit e egy paratlan korré, C, fiiz ssze.

r komponense az I’ keres erdében egy r gyokert F, keress fa. Ebben e nem egy
él. Igy F,-hez hozzaadva az e élt egyetlen kor keletkezik. Ezt irtuk le elsbb.

Eszrevétel. C, 6sszes pontjaba vezet paros hosszu javité at kezdemény is.

Persze C, 6sszes pontjaba a.-t6l kiillonb6z6 pontjaba vezet paratlan hosszu javito
ut kezdemény is. Szamunkra azonban a paros hosszuak értékesebbek. Ezek azok,
amelyek olyan fazisban érik el a csicsot, hogy a keresés nem determinéalt /szétagaz-
hat.

Definicié. G-ben a C, kor zsugoritésa (a kor ponthalmazat egy pontba huzzuk 6ssze)
a G grafhoz vezet. Formalisan: V(G) = V(G)\V(C.)U{c} (¢ egy 4j pont, ami a kor
Bsszes cstcesat reprezentdlja). E(G) = E(G)\{C.-n beliili élek}. I(G) természetes
modon definiélt.

M = M N E(G).

F: a C.-n kiviili dupla aghajtasokkal felépiils keresé erds.
Példa. Az els§ abra a keresést és az e élt mutatja. A masodik dbra a C' kort és

annak a pontjat mutatja. A harmadik adbran a zsugoritas utani helyzet lathato.
Végiil azt mutatjuk meg, hogy a cimkézés, hogyan terjed a zsugoritis utan.




7. Lemma. (i) M pdrositis G-ben
(ii) F kereséerds M-ra
(iii) ¢ kiilsé pont F-ben.

A lemma egyszerd, nem bizonyitjuk. Ezek utan mar targyalhatjuk az Edmonds-
algoritmus kihagyott esetét.

(Edmonds-eset) A megfeleld c¢ &l megtaldlasa utén hatarozzuk meg
a C’ kort. Zsugoritsuk ezt. A zsugorltas egy G grafhoz,
M parositashoz és az erre vonatkozd F keresd erddhéz vezet.
Ezzel térjilink vissza a (Cimkendvelés) lépéshez

Hol is tartunk? Hogyan néz ki az eddig leirt 1épések végrehajtasa? Az algorit-
musunk ,,generikus futédsa” sorén egy

(G, M) = (Go,Mo) — (Gl,Ml) — ... (Gg,Mg)

zsugoritas sorozatot hajt végre, majd sikeres vagy sikertelen kereséssel leall. A
sikeres keresés esete sem vilagos. A lathato javito ut egy M,-re vonatkozo javito 1t
Gy-ben. Nekiink egy M-re vonatkozo6 javito ut kell G-ben.

A teljességhez sziikségesek a kovetkezdk.

8. Tétel-hiany. Legyen P javito it My-re Gy-ben. Ekkor létezik javito it M-re
G-ben.

Ez persze adodik abbol, ha egy zsugoritas esetén a javité utat vissza tudjuk
vetiteni. (A tételt a lemma ¢-szeres iteralt alkalmazasa adja.)

9. Lemma-hiany. Legyen P javito it M-ra G-ben. Ekkor létezik javito ut M-re
G-ben.

10. Tétel-hiany. Ha az Edmonds-algoritmus ,Sikertelen kereséssel” dll le, akkor M
optimalis, azaz nem létezik rda vonatkozo javito it.

Igazabol a hianyzo lemma konstruktiv bizonyitasa sziikséges. Azaz a lemma altal
garantalt javito utat meg is kell konstrualnunk (és a programozénak ezt implemen-
talni is kell az Edmonds-algoritmus megvalositasakor).

11. Lemma. Adott G grif eqy M pdrositassal. Legyen C egy pdratlan kér a grafban,
amelynek csicsait egy a csucsot eltekintve MNE(C) élei teljesen pdrositanak. Legyen
G és M a C kor zsugoritasdval kapott grif és bemne a zsugoritott pdrositds. A

zsugoritds sordn az a csucs maradjon meg és reprezentdlja a C' kort.
Tegyiik fel, hogy P javito it M-ra G-ben. Ekkor létezik javito it M-re G-ben.

Bizonyitas. Harom esetet vizsgalunk.

1. eset: Az a cstics nincs rajta P-n. Ekkor konnyt latni, hogy P egy javitd tut

G-ben (M-re).

2. eset: Az a csucs a P 1t egy belsé pontja. Ekkor a két részre vagja a P utat:

P, és Py (G ben). a-ban egy M- beli és egy nem parositott él talalkozik. Feltehetd,

hogy P, a-ra illeszkedé éle M-beli. a-ra mint Py utolso, P, els6 csticsa hlvatkozunk
E(P)) és E(P;) a G gratban is egy-egy ut élhalmaza lesznek: P oés P A

kiilénbség, hogy az a cstcs nem sziikségszertien végpontjuk. Az eredeti a végpont
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az egész kort reprezentald csics volt. G-ben ez a cstics C' valamelyik csticsa. Illetve
tudjuk, hogy ﬁl utolso éle M-beli, utolsé cstucsa C-re esik. Ez csak tgy lehet, ha
utolso csicsa a (az egyetlen csucs, amely C-n kiviili cstuicesal lehet (és ebben az
esetben van is) pérositva). Legyen o’ a P 1t els6 (C-re es6) csticsa. Feltessziik,
hogy a # a' (a = a' esetében lényegében az el6z8 eset érvényes). C-n két a-t és a’-t
Osszekotd iv van. FEzek egyike ugy fazi Ossze ﬁl és 152 utakat egy P utta, hogy az
javito ut legyen M-re.

g |
3. eset: Az a cstics a P it egyik végpontja. E(P) a G gratban is egy-egy 1t
élhalmaza lesznek: ﬁo. A kiilonbség, hogy az a cstcs nem sziikségszertien végpontja.
Az eredeti a végpont az egész kort reprezentéld cstcs volt. G-ben ez a csics C
valamelyik csicsa, legyen ez . Illetve tudjuk, hogy P a végpontja nem parositott.
Ez csak tgy lehet, ha a parositatlan csics G-ben (a csak C-n kiviili cstuicesal lehet
péarositva (és ebben az esetben ez a lehetdség nem valosulhat meg). Feltessziik,
hogy a # o’ (a = a’ esetében lényegében az els6 eset érvényes). C-n két a-t és a’-t

Osszekotd v van. Ezek egyike tgy terjeszti ki Py-t egy P utta, hogy az javito 1t
legyen M-re. [

A hianyzo6 részhez néhany el6zetes definiciot vezetiink be és megjegyzést tesziink.
Definicié. Legyen R C V(G). Ekkor
B(R) = c1(G — R) — |R],

ahol ¢; a paratlan pontszami komponensek szamét adja meg egy grafra. Ez az R
ponthalmaz Berge—Tutte-paramétere.

Azaz a ponthalmaz (-értéke megadja milyen tobblettel rendelkeznek a ponthal-
maz elhagyasaval keletkez§ paratlan pontszamu komponensek az elhagyott pontok-
kal szemben.

A paraméter azért fontos, mert tetszéleges P parositasra teljesiil a kovetkezs:
G — R minden péaratlan pontszamu komponensében lesz legalabb egy cstcs, amit
P a komponensen beliil nem parosithat. Ezek lehetnek még P altal parositva, de
parjuk csak R-bdl keriilhet ki. Ha a fenti tobblet pozitiv, akkor legalabb annyi
parositalan cstcsunk lesz. Altalaban tetszéleges R C V(G) és P pérositas esetén

p(R) < 6(P),
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ahol 0 a pérositashoz a parositatlan csicsok szamat rendeli.
Ez az Osszefliggés két nagyon fontos észrevételhez vezet.

Definicié. T' C V(@) csticshalmazt Tutte-akadalynak nevezziik, ha G(T") > 0.
Eszrevétel. Ha G-ben van Tutte-akadaly, akkor nem lehet teljes parositésa.

Eszrevétel. Ha R C V(G) és P parositas olyan, hogy
B(R) = 4(P),

akkor P optimélis parositas. Az ilyen péarokat Berge-paroknak nevezziik. A benne
szerepld csiicshalmaz Berge-bizonyiték P optimalitasara.

Miel6tt az Edmonds-algoritmus korrektségét garantald tételt kimondjuk jelolé-
seket vezetiink be. Az algoritmus futasa soran egy

(G, M) == (Go,Mo) — (Gl,Ml) — ... (Gz,Mg)

zsugoritas-soroazat torténjen. Gj-ben egy M;-re vonatkozo keress erdé épiil fel,
amelyben B; a bels6 és K; a kiils6 csticsok halmaza.

Megjegyezziik, hogy K;,1 csticshalmaz van egy cstcs, ami nem szerepel G;-ben:
az éppen zsugoritott kort reprezental6 csucs egy 1j csics. B;y 1 azonban Gj-ben is
,ott van”. Példaul B, mindegyik G; grafnak egy cstiicshalmaza.

12. Tétel. Sikertelen keresés esetén mindeqyik G;-ben By, M; eqy Berge-pdr.

A tétel nyilvanvaléan adja, hogy M; optimalis G;-ben, azaz i = 0 esetén kapjuk
az Edmonds-algoritmus korrektségéhez sziikséges allitast.

Bizonyitas. A bizonyitando6 egy allitas-sorozat. Ezt i = £, — 1,0 —2,...,2,1,0
sorrendben igazoljuk teljes indukcioval.

1 = [ esetén azt kell észrevenniink, hogy GG, — B,-ben K, elemei izolalt cstcsok.
Valoban: Koztiik nem mehet ¢l mert vagy sikeres lenne a keresés vagy tovabbi
zsugoritas torténne. K, csucsaibol csak By-hez vezet él, hiszen a cimkekiterjesztés
elakadasig tortént. Igy specidlisan c;(Gy — By) > | K|, tovdbba

B(Be) = c1(Ge — By) — |Be| > |Ky| — | Be| = 6(My).

Az indukcios 1épéshez azt kell észrevenni, hogy a G;,1 — G; ugrasban az Ossze-
zsugorodott kor, c¢;11 a K;1; kiils6é ponthalmaz egy eleme, azaz egy G411 — By-beli
csucs egy paratlan korré ,fajodik fel”. Ez csak egyetlen komponensre hat. Azaz
G,; — By komponensei egy kivételével megegyeznek G, — By komponenseivel egy ki-
vételével. G; — By kivételes koponense G, — By kivételes (a ¢;, cstcsot tartalmazo)
komponensébdl keletkezik. Az 0j komponens pontszamanak paritdsa megegyezik
a felfajodott komponens pontszamanak paritasaval (egy csicsot helyettesitettiink
paratlan sokkal). Specidlisan ¢1(G; — By) = ¢1(Giy1 — Be). Azaz B, a G; gratban
felvett 0 paramétere (az indukcios feltevést hasznalva)

c1(Gi — By) — |By| = c1(Giy1 — By) — |Be| = 6(Mita).

A bizonyitas befejezéséhez azt kell észrevenni, hogy 0(M;) = |V(G;)| — 2|M;| az
algoritmus futésa soran nem véaltozik. Valoban, egy 2k + 1 hosszt kor zsugoritasa

a csucsok szamat 2k-val, a parositott élek szamat k-val csokkenti. Azaz §(M;yq) =
d(M;). [ |
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