Grafelmélet MSc hallgatok szamara

3. Elsadas

Eléado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Dévai Richard 2010. szeptember 23.

1. Parositasok és matrixok

Definicié. ' C E, V(F) = {z € V|xz— re illeszkedjen F-beli él} = U.crV (e), ahol
V(e) = {e végpontjai}.

Megjegyzés. Nyilvan |V (F)| < 2|F].

Definicié. M C E(G) élhalmaz parositas, ha |V (M)| = 2|M|, azaz M-ben nincs
hurokél és nincs Osszefutas az M-beli élek kozott.

Példa. M élei a kék élek:

Definicié. M teljes parosités, ha parositas és V(M) = V(G).
Megjegyzés. Nyilvan ha létezik teljes parositas G-ben, akkor |V (G)| paros.
Alapproblémak:

e Adott egy (egyszerti) graf. Van-e benne teljes parositas?

e Adott egy (egyszert) graf. Mi a legnagyobb parositasanak mérete?

e Adott egy (egyszerti) graf. Hatarozzunk meg egy parositasat, amely mérete a
legnagyobb.

Mi egy fontos specialis esetben vizsgaljuk meg a kérdést.

Emlékeztetd. Egy paros graf olyan graf, amely csticshalmaza AUF és minden él
egyik végpontja A-beli, masik végpontja B-beli.

Megjegyzés. Paros grafban nincs hurokél.
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Néhény korabban megismert fogalom paros grafok esetén természetesen modo-
sul. Paros graf szomszédsagi matrixa (az A-A és F-F élek hianya miatt) az alabbi
formaju szomszédsagi matrix:

A F
|~
A{"0 |'Ps |,
F{PL ] 0

A fenti Pg-t a paros graf paros-szomszédségi matrixanak nevezziik. Grafunk egy-
szertiségének kovetkezménye, hogy Pg egy 0-1-ekbdl all6 matrix: 0-k nem éleket
kodolnak, 1-ek E(G) elemeinek felelnek meg.
Kérdés: Adott egy egyszeri paros graf. Létezik-e benne teljes parositas?

|A| # |F| esetén nyilvan nem létezik teljes parositas. |A| = |F| (azaz Pg négy-
zetes) a probléma érdemi esete. A tovabbiakben ezt feltessziik.

A magyar modszer megoldja ezt a problémét (és altalanosabb kérdéseket is). Mi
most egy joval egyszertibb megoldést ismertetiink.

1.1. Determinansok

Emlékeztets. Egy M matrix determinansa.

det(Pg) kifejtési tagjai megfelelnek az also és fels§ pontok egy azonositédsanak.
A nem nulla kifejtési tagok megfelelnek a teljes parositasoknak.

Megjegyzés. A kifejtési tagok megvilagitasara szolgal a kovetkezd értelmezés: A
matrix pozicioit gondoljuk egy sakktabla mez&inek. Egy kifejtési tag n métrix elem
szorzata, ahol az n elem olyan n pozicionak felel meg, ahol az elhelyezett bastyak
nem iitik egymést. Ha az elemek szorzata nem 0 akkor 1l-esek szerepelnek ott,
amelyeknek megfelel§ élek teljes parositast adnak.

Eszrevétel. Ha det(Pg) # 0, akkor G-ben van teljes parositas. Valoban: A deter-
minans kifejtési tagok elGjelezett Osszege. Ha ez nem 0, akkor valamelyik kifejtési
tag nem 0, azaz van G-ben teljes parositas.

Sajnos a gondolatmenet nem megfordithatd. S6t a megfordités nem is igaz:

Példa. Ha a paros szomsédségi matrixban van két azonos oszlop, akkor det(Pg) # 0.
A két azonos oszlop, csak két fels6 pont azonos szomszédsagat jelenti. Konnyen lehet,
hogy van teljes parositas G-ben. Egy konkrét példa:

=1-1=0

_ o O

1 1
det |1 1
0 0

Megjegyzés. Egy n X n méretd métrix determinansaban n! sok kifejtési tag van.
Ennek ellenére a determinéns hatékonyan kiszamolhato.
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1.2. Permanensek

Definicié. Legyen Mayp egy négyzetes (|A| = |F|) méatrix. Ekkor per(M) az M

matrix permanense:
perM = > | R

mA—F, bijekci6 i€ A
Eszrevétel. (i) Ha per(Pg) # 0, akkor G-ben van teljes parositas.
(ii) per(Pg) megadja G teljes parositasainak szamat.
Megjegyzés. Adott M négyzetes méatrix
(i) det(M) =7 Konnyd meghatéarozni (lasd Gauss-eliminécio) .
(ii) per(M) =7 Nehéz probléma (# P-nehéz).

Igy ez utobbi észrevétel nem hasznalhaté hatékonyan algoritmus tervezésére.

1.3. Polinomok

Definicié. P minden 1-eshez (minden élhez) vegyiink 4j z. valtozot (betiit). Az
igy kapott méatrix legyen Xg.

110 0
Példa. Po = |1 1 0] = X¢ = 0, det(Pg) =11 =0, det(Xg) =
00 1 t

o w oy
(@ RNVIINS

xst —yst Z 0.
Eszrevétel. Ha det(Xy) # 0, akkor van G-ben teljes parositas.

Ismét problémaéaval allunk szemben: det(X¢) sem szamithato konnyen, altalaban
nem irhat6 fel roviden. DE det(Xy) konnyen kiértékelhets (z, = v, : e € E)
értékadas esetén

Ha det(X¢)|(z.—ve:ecr) 7 0, akkor G-ben létezik teljes parositas.

Ha létezik teljes péarositas, de a kiértékelt det(Xg) = 0, akkor a helyettesitési
értékek szerencsétleniil lettek valasztva. Ezen segithet a helyettesitési értékek vélet-
len vélasztasa: det(Xq)|(ze < re) kiszdmolasa, ahol r. véletlen szam generalassal
nyert. Fzen Gtleteket foglalja Ossze a kovetkez§ algoritmus.

PAROS-TELJES-PAROSITAS-TESZT (N): Adott G paros graf, azaz (Pg)ax ||
négyzetes 0-1 matrix.

Rand: Pg minden 1-esét helyettesitsiik {1,2,..., N} egy uniform véletlen elemeivel.
A véletlen szamok kiilonboz6 1-esekre fiiggetlenek. Legyen R az igy kapott
matrix.

Det: Szamoljuk ki det(Rg)-t.

Out: Ha det(Rg) # 0, akkor az algoritmus outputja ,,G-ben VAN teljes parosi-
tas”. Ha det(Rg) = 0, akkor az algoritmus outputja ,G-ben VALOSZINULEG
NINCS teljes parositéas”.
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Az algoritmus persze, csak akkor ér valamit, ha becsiiljiik a hibazas valoszintisé-
gét. A becslés persze fiigg az inputtol és az algoritmusban szereplé N paramétertdl.

1. Tétel. P(ALGORITMUS(N) hibdzik) < A2

V]

Megjegyezziik, hogy |A| = |F| = 5. Az algoritmus analizise kovetkezik az

alabbi allitasbol.

Definicié. Rxy,...,zx] a valos egyiitthatokat és xq,...,z, (valtozokat/betiiket)
hasznalhat6 polinomok halmaza. Egy p € R[zy, ..., x;] polinom fokat ugy hataroz-
zuk meg, hogy monomjai fokai koziil a legnagyobbat vessziik. (Egy monom foka a
benne szerepld betiik kitevinek Gsszege.)

2. Tétel (Schwartz-Lemma). Legyen p(xq,...,xx) € Rlzy,..., x|, pontosabban
P = i Qi @ x Feltesszik, hogy p # 0. (ri,...,m) € {1,..., N}

(uniform eloszlasi véletlen elem). Ekkor

deg(p) - k-

P(p(ri,...,me) =0) < N

Ebbdl valoban adodik algoritmusunk analizise: A hibazas eseménye
[det(Xg)(r1,...,m%) =0, de det(Xg) # 0].
A det X polinom valtozo szama |E| és foka |F'| = |A|.

Bizonyitas. k-re vonatkozod teljes indukcioval bizonyitunk.
k = 1 esetén egy & foki polinom altaldnos alakja p(z) = a-2°+3-2° 1 +.. . +w.
Tudjuk, hogy maximum ¢ darab gyoke van. Legyen R a gyokok halmaza (|R| < §) .

P(o(ry) =0) = F(r e ) = oot < &

Az indukcios lépés k — 1-16l k-ra:
Legyen p € Rlxy,...,xg]. Feltehets, hogy az x; betd szerepel p-ben. Ekkor p
felirhato a kovetkezé modon

p=eo(Ta,. .. ,Zl‘k)x(ls + e (za,. .. ,xk)x‘lsfl 4+ ...

Nyilvan 6 > 1, ahol § az x; maximalis kitevGje.
A tételben szerepls E = {p(r1,...,m) = 0} eseményt atalakitjuk, majd feliilrsl
becsiiljiik.

E ={ry,...,r; olyan, hogy 0 = eo(ra,...,7%) = e1(re,...,1%) = ... JU

U {ry gyoke a q(z1) = eo(rs, ..., )2 + ... polinomnak}

Ezen feliras alapjan

E C {eo(re,...,m) = 0} U {r; gyoke q(z;)-nek}.

Ez alapjan a kérdéses valoszintiséget becsiiljiik:

P(p(r1,...,16) = 0) < Peg(rs, ..., ) = 0) + P(r1 gydke ¢(z1)-nak).
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Ezt becsiilhetjiik az indukcios feltevés (eq foka nyilvan legfeljebb deg(p) — ) és
a k =1 eset analizise segitségével:

 kldeg(p) —0) | 0 _ kdeg(P)
= N N~ N

Példa. Valasszuk N értékét 2| A||E|-nek. Ekkor Prob(hibézés) < 3.

1.4. Hibazas valo6szintiségének javitasa
Ezt a becslést esetleg kisebbnek szeretnénk. Hogyan érhetjiik el?

1. lehet6ség: Nagyobb N valasztasa.

2. lehetoség: PAROS-TELJES-PAROSITAS-TESZT((2|A||E|)*, azaz k-szor is-
mételjiik az algoritmust a példaban szereplé paraméterekkel. (Természetesen
az ismétlések soran fliggetlen véletlen biteket hasznalunk.)

Ha valamelyik futasnal det(Rg) # 0, akkor az ismételt algoritmus outputja
"VAN G-ben teljes péarositas". Ha mindegyik futasnal det(Rg) = 0, akkor az
ismételt algoritmus outputja "Valdszintileg nincs G-ben teljes parositas".

Az igy kapott algoritmus hibazasanak valoszintisége:

k
P(PAROS-TELJES-PAROSITAS-TESZT (2| A||E|)* hibazik) < (%) :

2. Vonalak

Definicié. Egy V sétat vonalnak neveziink, ha nincs benne élismétlés.
Megjegyezziik, hogy az élismétlés tiltasa mellett a csticsok ismétlédhetnek.

Példa. A piros sétaban van élismétlés (nem vonal), a zoldben nincs élismétlés (vo-
nal), de a csicsok kozott van ismétlédés. A kék sétaban nincs cstcsismétlédés
(vonal) és cstcsismétlédés sincs (at):

A sétat mint egy vg,e1, vy, €a,...,€p,0p,... sorozat definidltuk, azaz egy mate-
matikai objektumban foglaltuk Gssze. A statikus szemlélet mellett hasznos egy di-
namikus szemlélet is. Ekkor a fenti definicibban az index az ,,id6”. v; azt mondja
meg, hogy az i-edik pillanatban hol vagyunk a sétaban. e; az i-edik idépillanatban
atszelt élt, a séta i-edik lépése. Ha a dinamikus szemléletet hangsilyozni szeretnék,
akkor sétalasrol beszéliink. A sétélas felfoghaté mint egy algoritmus.
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procedure SETALAS (z csticsbél indulva)

Vaktualis < T

Saktualis < 27 (* 0 hosszt séta *)

REPEAT(
Keress e élt, ami vauais-ra illeszkedik, azaz e = vaguanist
Vaktualis < U

» »
Saktué,lis — aktualis; €, U

JEND-REPEAT

Egy sétélas lehet végtelen: egy élen oda-vissza lépegetiink korlatlan ideig.
Moho vonal névelés olyan sétaléds, ahol minden 1épésnél vigydzunk arra, hogy
méar bejart élen ne haladjunk at ujra.

procedure VONAL-NOVELES (z csticsbol indulva)

Vaktualis < T
0

Vaktualis <— @7 (* 0 hosszu vonal *)
REPEAT(
Keress e élt, ami vyuais-ra illeszkedik, azaz € = vaggualisV 68 € € E(Vaktualis)-
Ha van ilyen e:
Vaktualis < U
Vaktuélis 7 aktualis, €, v”
Ha nincs ilyen e:
Elakadés
JEND-REPEAT

Egy vonal novelés sziikségszerten elakad. Az élek szama korlatot ad a hosszara.
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