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Wagner-tétel bizonyitasa

1. Tétel (Wagner-tétel). Eqgy G grdf akkor és csak akkor sikgrdf, ha nem tartalmaz
Ks, illetve K33 minort.

Bizonyitds. Csak a nem trivialis iranyt kell indokolnunk. Azaz azt, hogy ha G
nem tartalmaz K5 és K33 minort, akkor szépen lerajzolhaté a sikra. Ez [V| < 5
esetben konnyen megteheté. A hurokélek és egy lerajzolt él mellé egy parhuzamos
él lerajzolasa is konnyen megtehets. Feltessziik, hogy G legalabb 5 cstcsu egyszeri
graf.

Az alabbi bizonyitas felfoghat6 indukcios bizonyitasként, illetve egy rekurziv al-
goritmus lefrasaként is. A kisebb esetek kezelését indukcios allitédsra hivatkozasként
vagy rekurziv hivasként kell értelmezni. Mi az algoritmikus nyelvezetet kezeljiik.

1. eset: G nem osszefiiggd. Ekkor G felfoghato mint G (egyik komponens) és G
(6sszes tobbi komponens) grafok egymésmellé helyezésével nyert graf. Gy és G sem
tartalmaz K, illetve K3 3 minort. Rekurziv lerajzolasuk konnyen osszeilleszthets G
egy szép lerajzolasava.

2. eset: G Osszefiiggd, de nem 2-szeresen Osszefiiggs. Ekkor alkalmas z elvagd
csucsra G — z tobb komponensbdl all. Legyen GGy az egyik komponens hozzaadva z-t
és a hozza vezets éleket. Az Gsszes tobb komponens z-vel (és az odavezetd élekkel)
bévitve legyen Gy. Igy G felfoghatd mint Gy és G, grafok z menti dsszeragasztasaval
nyert graf. G és Gy sem tartalmaz Kj, illetve K33 minort. Rekurziv lerajzolasuk
konnyen deformalhato ugy, hogy a fels6 (vagy also) nyilt félsikra torténjen kivéve
z-t, ami a félsik hatarara legyen lerajzolva. Igy a két lerajzolas Gsszeilleszthets G
egy szép lerajzolasava.

3. eset: (G 2-szeresen Osszefiiggs, de nem 3-szorosan sszefiiggd. Ekkor alkalmas
{z, 7'} elvago csticsparra G — {z, 2’} tobb komponensbdl all. Legyen G, az egyik
komponens hozzéadva z,2'-t (az esetleges koztiik vezets éllel) és a hozza vezetd
éleket. Az Osszes tobb komponens z,z'-vel (és az esetleges koztiik vezetd éllek,
tovabba az odavezetd élekkel) bovitve legyen Gy. Igy G felfoghaté mint G és Gy
grafok z, 2’ menti Gsszeragasztasaval nyert graf. G és G sem tartalmaz K, illetve
K3 3 minort.

Ha zz' él, akkor rekurziv lerajzolasuk konnyen deformalhaté ugy, hogy a felss
(vagy also) nyilt félsikra torténjen kivéve a zz' élt, ami a félsik hatarara (egyenes
szakasszal) legyen lerajzolva. Igy a két lerajzolas Gsszeilleszthetd G egy szép leraj-
z0lasava.

Ha 22’ nem él, akkor Legyen Gy és Gy az a két graf amelyeket Gy és Ga-bél
kapunk a zz' él hozzdadasaval. G 2-szeres Osszefiiggése miatt konnyd latni., hogy
G, és G is tartalmaz 22/ utat. Igy Gy és G minorja (s6t topologikus részgrafja is)
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G-nek. Specialisan Gl és Gg sem tartalmaz Kj, illetve K33 minort. Tgy rekurzivan
lerajzolhatok a sikra, amely lerajzolasok konnyen deformalhatok tgy, hogy a felsd
(vagy also) nyilt félsikra torténjen kivéve a zz2’ élgorbét, ami a félsik hatarara (egye-
nes szakasszal) legyen lerajzolva. A két lerajzolas osszeilleszthets, amibdl kivéve a
27 elt G egy szép lerajzolasat kapjuk.

4. eset: (G 3-szorosan 0Osszefiiggs. ElGszor megmutatjuk, hogy talalhato olyan e
él, amely két végpontja elhagyasaval egy 2-szeresen 0Osszefiiggd grathoz jutunk.

Induljunk ki egy tetszéleges e = zy élbdl és tegyiik fel, hogy ez nem bizonyitja
az allitasunk, azaz G — {z,y}-ban van egy z elvago csiics. Legyenek Ci,Cy, ...
(G —{z,y}) — z komponensei. Az indexelést valasszuk tgy, hogy a komponensek
koziil Cj-nek legyen legkevesebb csiicsa. G 3-szorosan Osszefiiggs, igy G — {x,y},
G—A{z,y} és G—{x, z} is Osszefliggs. Azaz x-bol, y-bol és z-bdl is vezet él az Gsszes
C1, s, ... komponensekhez. Legyen é = zu egy olyan él, ahol v a Cj-be esik. Ha
¢ = 2y (¥ = z) bizonyitja allitasunk, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor célunk
belatésa, hogy az € és az ebbdl nyert z elvagd cstics olyan part alkot, amelyekbdl
nyert C; komponens kevesebb cstcsi mint C. Eljarasunk ismétlésével a kivant él
megkaphato.

Valoban tegyiik fel, hogy G — {z, 3} grafban Z elvago csics. Konnyi latni, hogy
Z nem lehet sem x, sem y. Az Osszefiiggd G — {7,z} = G — {z,z} grafban egy
C; és C; kozti ut egy ideig Cj-ben halad, majd {x,y}-be 1ép be, befejezése pedig
{z,y}-bol Cj-be 1ép és ott is marad. Ha a y € V(C}) cstcs elhagyasaval szétesik a
graf, akkor az egyik komponens ponthalmazanak V' (C}) valodi részhalmazanak kell
lennie. Ezzel allitasunk adodik.

A megfelel§ e él megtalalasa utan vegyiik G/e-t. Nyilvanval6an nem tartalmaz
K5 és K33 minort, azaz feltehetd, hogy szépen lerajzolt a sikra. Ebben a lerajzolas-
ban ott van G — {z,y} lerajzolasa is. Ez kétszeresen Osszefiiggs, igy tartoméanyainak
hatéarai (grafelméleti) korok. Egyik tartoményban (legyen ez 7) ott van G/e-ben az
Osszehtizott e élt reprezentalo [e] csics pontja. Ennek szomszédsagaba esd cstcsokat
7 hataran 16v6 pontok reprezentaljak. G-be visszatérve kapjuk G — {z,y} lerajzo-
lasat egy 7 tartomannyal gy, hogy az N, és N, csticshalmazok 7 hatarara essenek
a lerajzolasban, ahol N, az x cstics y-t6l kiilonb6z6 szomszédai, mig N, az y csucs
2-t6l kiilonb6z6 szomszédai (igy N, U N, az [e] cstcs szomszédai G/e-ben.)

A kovetkez6 kombinatorikus lemma vezet el a bizonyitas befejezéséhez. Ehhez
azonban vezessiink be egy fogalmat. Legyen S! egy geometriai kir. K és P a
kor két véges részhalmaza (kék, illetve piros pontok). Azt mondjuk, hogy K és P
elvilaszthato, ha van olyan hirja a kornek, amelynek h egyenese altal meghatarozott
két zart félsik koziil az egyik K-t, a masik P-t tartalmazza.

Segédlemma. Legyen S!' egy geometriai kor és K és P a kor két véges részhalma-
za. K és P akkor és csak akkor nem elvalaszthato, ha a kovetkezd két lehetGség
valamelyike fennall.

(i) Létezik olyan Ky C K és Py C P két kételemii diszjunkt ponthalmaz, hogy KoUP,
négy eleme a kor keriileti sorrendjében piros-kék-piros-kék sorrendben azaz K, két
eleme altal meghatarozott hir és Py két eleme altal meghatarozott hir metszd,

(ii) P = K, tovabba |P| = |K| = 3.

A bizonyités befejezésében alkalmazzuk a lemmét. Vegyiik 7 hatarat (ez jatsza St
szerepét), és azokat a pontjait, amik N, és N, cstcsait reprezentaljak (ezek lesznek
P, illetve K ponthalmazok).
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A. eset N, és N, elvalaszthaté. Ekkor az elvilaszté har egy A gorbe lesz, ami 7-t
két tartoméanyra osztja. Egyiknek (7,) hatarara esik N,, a masiknak (7,) hatarara
esik N,. 7,-ben felvehetiink egy 1j csticsot és bel6le N, elemeihez, illetve A\ koze-
péhez csillagszeriien (szépen lerajzolva) élgorbéket vezetiink (igazabol A kozépéig
csak egy ,fél-élgorbe” vezet). Ugyanezt 7,-n beliil is megtéve eljutunk G egy szép
lerajzoldsdhoz.

B. eset N, és N, nem elvalaszthato. Ekkor a lemma alapjan (i) vagy (ii) konfigu-
racio elgall. Konnyen lathato, hogy (i) esetén Kj 3, (ii) esetén K benne lesz G-ben
minorként (s6t topologikus részgrafként is). [ |

Erdemes a 3-szorosan Gsszefiiggs grafok esete utan leirt allitast kiilon is megfo-
galmazni.

2. Tétel. Legyen G egy 3-szorosan dsszefiiggd grdf, amelynek legaldbb 5 pontja van.
Ekkor van benne olyan e = xy él, hogy G — {x,y} eqy 2-szeresen dsszefiiggd grdf.

Konnyen latato, hogy ez a tétel egy ekvivalens (gyakran hasznosabb) alakja a
kovetkezd.

3. Tétel. Legyen G eqy 3-szorosan dsszefliggd graf, amelynek legalabb 5 pontja van.
Ekkor van benne olyan e él, hogy G /e egy 3-szorosan dsszefiiggd graf.

Az utobbi alak igazolasahoz csak azt kell belatni, hogy barhogy hagyunk el két
pontot GG/e nem esik szét komponensekre. Ha az elhagyott {u, v} csticsparban nincs
ott az [e] csiics — amely az e él Gsszehtuizasaval keletkezett — akkor G /e — {u,v} =
(G —{u,v})/e alapjan egyszerii az &llitas. Ha pedig u = [e], akkor G /e — {[e], v} =
(G —{z,y}) — {v} alapjan vagyunk készen.

Bizonyitdsunknak tovabbi hozadékai is vannak. Kis technikai nehézségek legyG-
zésével a kovetkezd két tétel konnyen adodik.

4. Tétel (Tutte-tétel). Ha G egyszerid, 3-szorosan dsszefiggd sikgrdf, akkor le-
rajzolhato gy, hogy €lgorbér szakaszok legyenek és mindeqyik korldtos tartomdnydt
konvex sokszdg hatdrolja.

A bizonyitashoz G — {z,y} lerajzolasaban ovatosan kell visszahelyezni az x és
y cstucsokat a rajuk illeszked6 élekkel. Ennek technikai kidolgozasat az érdeklédé
olvasora bizzuk.

5. Tétel (Fary-tétel). Ha G egyszeri sikgrdf, akkor lerajzolhato dgy a sikra gy,
hogy minden élgorbéje szakasz legyen.

A bizonyitashoz a rekurziv lerajzolasok deformécioinal és Osszeilleszteséinél kell
ovatosnak lenniink. Ennek technikai kidolgozasat az érdekl6dd olvasora bizzuk.

Grafok metszési szama

A sikgrafok a grafok egy fontos specidlis osztalyat alkotjak. Sokszor azonban nem
sikgrafokkal kell foglalkoznunk. Ilyenkor felmeriil, hogy egy adott graf "milyen
messze van a sikgrafoktol". Ha valamilyen értelemben sikgrafhoz kozelinek tekint-
het egy graf, akkor mire kovetkeztethetiink ebbdl a kozelségbdl.

Igen sokféle modszer ismert oyan grafparaméter bevezetésére, ami értelmezhetd,
mint sikgrafoktol vett tavolsag. Mi csak érintjiik a témakort. Egyetlen egy paramé-
tert vizsgalunk, a metszési szamot.
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Definicid. Egy p lerajzolast normdlisnak neveziink, ha nincs olyan pont, amin harom
vagy tobb élgorbe halad at.

Konnyti belegondolni, hogy nem lényeges, csak technikai feltételrdl van szo6. Min-
den lerajzolas a normalitas megsértésének kis kornyezetében kissé deformélhato gy,
hogy normaélissa valjon (és kozben a lerajzolas tobbi része véaltozatlan maradjon).

1. d4bra. A normalitas megsértése, illetve az ezt helyrehozd deformacio

Definicid. Legyen G egy p normalis lerajzolassal. A p lerajzolas metszési paramétere
z(G, p), a sik azon pontjainak szama, amelyben két élgorbe dtmetszi egymast.

Egy graf metszési szamat ugy kapjuk, hogy a normalis lerajzolasokra minimali-
zaljuk x(G, p)-t.

Definicié.
z(G) = min{z(G, p) : p normalis}.

Példa. (G, p) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha p a G graf szép lerajzolasa.
z(G) = 0 akkor és csak akkor teljesiil ha G sikgraf.

Példa. Konnyt ellenérizni, hogy x(K5) =1 és x(Ks3) = 1.

Eszrevétel. Legyen R a G graf egy részgrafja. Ekkor 2(R) < x(G). S6t, ha p
a G graf egy lerajzolasa, akkor p megszorithatdé R egy lerajzolasara: p|g. Ekkor
(R, p|r) < z(G, p). Legyen G egy n pontu egyszerii graf. Ekkor z(R) < z(K,).

Eszrevétel. Legyen p a kovetkezs lerajzolasa K,-nek: K, csicsait helyezziik kon-
vex pozicidba, majd egy kicsit permutaljuk a cstcspontokat véletleniil. Minden él
élgorbéje legyen egyenes szakasz. (A véletlen perturbalas szerepe az, hogy normalis
lerajzoléshoz jussunk.) Ekkor z(K,, p) = (}) < o

ﬁ.
Miel6tt tovabb haladunk egy technikai feltételt tesziink.
Eszrevétel. Ha két, egy cstcsbol induld élgorbe atmetszi egymast, akkor a lerajzo-
lasunk nem optimélis. Valoban legyen P egy pontja a siknak, amely felett e = xy

és ¢/ = xy’ élgorbéje is elhalad. Ekkor Valtoztassuk meg e élgorbéjét: e’ élgorbéjén
haladjunk P-ig, majd innen az eredeti élgorbén jussunk el az y csticsot reprezentalod
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pontig. Szimmetrikusan valtoztassuk meg e’ élgorbéjét. A két 1j élgorbe Gsszefut,
de nem metszi at egymast egy kis deformécioval az sszefutés elkeriilhets. Ezzel
a metszési szamot csokkentettiik. Tehat optimélis lerajzolasnal az egy cstcsban
Osszefuto élek élgorbék nem metszik at egymast.

Ezekutan belatjuk az alabbi alapvetd becslést.

6. Tétel (Metszési lemma). Legyen G egqy egyszerd grdf, amelyre teljesiil, hogy
|E| > 4|V|. Ekkor

1|EP

") 2 v
Bizonyitds. Legyen p egy optimalis lerajzolasa G-nek. Ekkor a metszési szamot csak
négy pontot parosité két él élgorbéjének metszései adjak Gssze (lasd észrevétel).

A fenti mély becslés helyett elGszor egy egyszertibb, szinte trividlis becslést iga-
zolunk.

Legyen S egy olyan maximélis (tovibb nem bévithets) élhalmaz, amely elemeit
p ugy rajzolja le, hogy ne messék at egymast. S elemszama biztos nem nagyobb
mint 3|V|. Azaz S komplementere legalabb |E| —3|V| elemii. Ezen élek mindegyike
metszi az S-beli élek valamelyikének élgorbéjét. Ebbdl a kovetkezd lemma adodik.

Segédlemma. G egy tetszileges p lerajzolaséara
(G, p) 2 |E(G)| = 3|V(G)].

Ezek utan legyen G, az a véletlen graf, amit G-bdl kapunk tgy, hogy minden
pontjardl fiiggetleniil dontiink, hogy meghagyjuk-e, vagy eldobjuk. A meghagyas
valosziniisége p (az eldobasé 1 — p). A lemma alapjan

2(Gp, p) 2 [E(Gp)| = 3V (Gy)|.

A két oldal (egy-egy a véletlen grafok valoszintiségi mezGjén értelmezett termeészetes
szamokat felvevs fiiggvény) kozotti egyenlGtlenség miatt a két oldal varhato értékei
kozt is egyenlGtlenség all fenn

E(z(Gyp, p)) 2 E([E(Gp)|) = 3E(V(Gy)]),

azaz
p'a(G,p) 2 p*|E(G)| - 3p|V(G)]-
Ap= % valasztassal adodik az allitas. [ |

A metszési lemma adja, hogy z(K,) helyes nagysagrendje n*. xz(K,) pontos
értéke mind a mai napig nem ismert.

A metszési paraméter alkalmazasa |I. Kombinatori-
kus geometria

Legyen P egy ponthalmaz és £ egy egyenes halmaz. Legyen i(P,E) a két halmaz
kozotti illeszkedések szama, azaz

i(P,E)=|{(P,e): PeP,ec & és e athalad P-n}|.

Fé tételiink i(P, E) szam fels6 becslésével foglalkozik. Elgszor azonban néhany
konkrét ponthalmazt mutatunk, amelyek a felsé becslés értékét is kidomboritjak.

12-5



n

Konstrukcié. Legyen m > (2) Legyen P egy altaldnos helyzetii, n elemi pont-
halmaz. Tovabba legyen £ a P altal meghatarozott (g) darab egyenes kiegészitve
m — (g) darab tovabbi egyenessel, amelyek 9 egy-egy pontjan haladnik at. Ekkor
i(P,€) = 2(2) +m = 0(m).

Konstrukcid. Legyen n > (’;1) Legyen & m darab altalanos helyzetii egyenes és P
a £ altal meghatarozott (’;1) metszéspont kiegészitve n — (’g) ponttal, amelyek csak
egy E-beli egyenesre illeszkednek. Ekkor i(P,€) = 2(7) +n = O(n).

Konstrukcié. Legyen n = 12, ahol v egy pozitiv egész. Vegyiik az egész koordinata-
jui pontok egy v X v méretii résznégyzetét. Ezek a racspontok alkossak P-t. Legyen
& az altaluk meghatarozott egyenesek halmaza.

A fenti konstrukcioban a pontok szima meghatarozza az egyenesek szamat is. Ez
kikiiszobohets. Legyen N, azon racspontok (egész koordinataju pontok) halmaza,
amelyek koordinatéai abszolit értékeinek Gsszege legfeljebb ¢. Ha t € N, akkor a
(0,t), (¢,0), (0,—t) és (—t,0) pontok altal meghatarozott négyzetlap altal lefedett
racspontok halmaza. Legyen V<, azon vektorok halmaza, amelyek az origobol N,
pontjaihoz vezetnek.

Konstrukcié (Erd8s Pal). Legyen n = v? egy pozitiv egész, tovabba t < v pozitiv
egész. Vegyiik az egész koordinataju pontok egy v X v méretd résznégyzetét. Ezek
a racspontok alkossdk P-t. Legyen £, azon egyenesek, amelyek valamely P-beli
ponton athaladnak és valaszthato V<;-beli irdny-/normalvektoruk.

Az el6z6 két példaban csak egy pont- és egy egyeneshalmazt irtunk le. Mindket-
t6ben a pontok szima konnyen lathato, de az egyenesek szama, illetve a pont-egyenes
illeszkedések szaménak meghatarozasa komoly kihivas. Ezt az analizist atugorjuk
hiszen szamelméleti meggondolasokat igényel. Egy mésik probléma is felmeriil. Az
el6z6 példdkban a pontok szama négyzetszam és az egyenesek szama sem tetszéleges.
A példa tetszéleges pont-, egyenesszamra valo kiterjesztése természetes és egyszerti.
Ezt és az analizis eredményének leirdsat az aldbbiakban ismertetjiik.

Konstrukcié. Legyen n, m két tetszéleges egész, amelyre n < m? és m < n?. Legyen
v? a legnagyobb, n-nél nem nagyobb négyzetszam. Legyen P a fenti példa 12 pontja
tetszolegesen kiegészitve n — 1% ponttal. Legyen o az a legnagyobb ¢ természetes
szam, amelyre |E<;| < m és legyen £ az <, egyeneshalmaz m — |E<,| darab, P
egy-egy pontjan atmend egyenessel valo kiegészitésével nyert egyeneshalmaz. Ekkor
i(P,E) = O(n*3m?3).

Az alédbbi tétel azt mutatja, hogy a fenti példakban az illeszkedések szdma ma-
ximalis nagysagrend.

7. Tétel (Szemerédi Endre—W. Trotter). Legyen P egy véges pont- és E eqy
véges eqyeneshalmaz. Fkkor

alé| €] > [P
i(P.€) < { BIPPPIEP? . [€] < |PIés|P| < |€]* =
[P P> €

= O(max{[P[°|E]?,|P|, [E]}) = O(PIPPIEP + [P| + [€)).
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A fenti tétel pontosan leirja milyen paraméter értékekre legfeljebb milyen nagy-
sagrendii lehet az illeszkedések szama. Az alabbi valtozat a nagysagrendek tekinte-
tében nem annyire vilagos, de kezelhet konstansokat tartalmaz.

8. Teétel. Legyen P eqgy véges pont- és € eqy véges eqyeneshalmaz. Ekkor
i(P,€) < max{4(|P||E])** + €], 4P| + |€]}.

Bizonyitds. A P, £ parbol egy grafot készitiink. A csticsok P elemei lesznek. Két
csucsot egy éllel kotiink Ossze, ha egy £-beli egyenesre esnek és az altaluk megha-
tarozott szakaszon nincs tovabbi eleme P-nek. A csiicsok a sik pontjaival vannak
azonositva, az éleket egyenes szakaszokkal reprezentaljuk. Igy G egy p lerajzolasat
kapjuk.

Feltehetjiik, hogy nem lesz olyan egyenes, amelyre nem illeszkedik P-beli pont.
Valoban, ha lenne ilyen, akkor £-t viltoztassuk meg tigy, hogy eltoljuk amig dthalad
egy P-beli ponton. Ezzel egy nagyobb illeszkedési szammal rendelkezs konfiguraci-
6hoz jutunk, mig egyeneseink, pontjaink szama nem valtozik,

Nyilvanvaloan V' = |P|. Ha egyenesre k > 0 pont esik P-bdl, akkor ezen az egye-
nesen k — 1 él szakasza lesz. Az élek szamét megkapjuk, ha minden egyenesre 0ssze-
gezziik a ra illeszkedd pontok szaméanal eggyel kevesebb értéket. A ,minusz 1-ek”
teljes hozzajarulasa —|&| lesz. Tehat |E| =i(P, &) — |€]. A konkrét lerajzolas met-
szési szama konnyen becsiilhets. Minden egyenespar legfeljebb egy metszésért felelGs
(akkor és csak akkor hoz egyetlen metszést, ha nem parhuzamosak és a metszéspont-
jukat mindkét egyenesen kozrefogja két P-beli pont). Igy (G, p) < (Ig‘) < €2
1. eset: |E| < 4|V, azaz i(P,E) — |E] < 4|P|. Az éllitas adodik.

2. eset: |E| > 4|V|. Ekkor a metszési lemma feltétele teljesiil. Az allitasat felirva
kapjuk, hogy

L (i(P.£) — |€])°

64 |P|? '

> (5) 2060 2

Rendezés utan kapjuk, hogy

(IENPN>2 = (P, €) — [€]),

e~ =

amit bizonyitani kellett. [ |
A Szemerédi—Trotter-tétel legkompaktabb forméaja a kdvetkezs.

9. Tétel. Legyen P egy véges pont- és € eqy véges egyeneshalmaz. Ekkor
i(P, &) < A(PIIEN? +4|P| + €].

A metszési paraméter alkalmazasa Il. Kombinatori-
kus szamelmélet

Legyen A, B két véges részhalmaza R-nek. Legyen A + B (A és B osszeghalmaza)
azon szamok halmaza, amelyek a + b alaktak, ahol a € A és b € B. Hasonléan
AB (A és B szorzathalmaza) legyen azon szamok halmaza, amik elgallnak mint egy
A-beli és egy B-beli szam szorzata. Mi egy A szamhalmaz esetén A + A és AA
halmazok nagysagat vizsgaljuk. Legyen |A| = n.
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Természetesen |A+ A| és |AA| is legfeljebb (%) 4+ n. Az is konnyen lathato, hogy
a felsd becslés el is érhets. Ha A egy ,,véletlen” n elemu szamhalmaz, akkor A+ A és
AAis (g) +n elemii lesz. Legyen {a;}?_, az A halmaz elemei nagysag szerint névekvs
sorrendben felsorolva. Ekkor a1 +a; < a1+as < aj+as <...<aj+a, < ata, <
e < Ap1 Fay < ap + ag. igy A+ A legalabb 2n — 1 elemi. Ez az als6 becslés el is
érhets, ha A-t egy szamtani sorozat elemeinek valasztjuk. Hasonl6an becsiilheté AA
elemszdma. FEl6z6 alsé becslésiinket akkor érjiik el, ha egy geometriai sorozatnak
valasztjuk A elemeit. Szemben a maximalizalasi feladattal, minimalizalaskor az
0sszeg halmaz kis méretiiségéhez teljesen més halmazt mutattunk fel mint a szorzat
halmazhoz. Sziikségszerti-e ez? Tudunk-e mutatni olyan halmazt, amire az 6sszeg és
szorzat halmaz is kicsi lesz? Esetleg ez sziikségszeri, az Osszeg vagy szorzat halmaz
mindig nagy lesz? Becsiiljiik alulrol max{|A + A|,|AA|} értékét az n elemi valos
halmazok ko6zott.

10. Tétel (Elekes Gyorgy tétele). Legyen A wvalds szamok egy véges halmaza.
Ekkor max{|A + A|, |AA|} > Q(|A]P/4).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 0 ¢ A. Jelolje n az A halmaz elemszaméat. Definidlunk
egy sikbeli pont- és egy egyeneshalmazt: Legyen P = {(m,0)|r € AA,0 € A+ A},
Legyen £ ={e,5:y = i + Blu, B € A}

Nyilvanvalo, hogy |P| = |AA||A+ A] és |E| = |A]%. Szamoljuk meg az illeszkedé-
seket. Az e, g egyenesre illeszkednek a (p1-aq, o +0), (-, ao+3), (1-as, az+5), . ..
mindegyike, ahol A = {ay, as, as,...}. Azaz i(P,E) > |A||€] = |AJ]>.

Osszevetve a Szemerédi— Trotter-tétel allitasaval kapjuk, hogy

|AP? < 4(|AA||A+ A||A]P)Y? + 4] A]? + |AA||A + A],

azaz

|APP — 4| A]? — |AA||A+ A| < 4(JAA||A + A||A]»)?3,
Amennyiben |A| és a tétel becslése nem nyilvanvalo, akkor
1
AP < 4(|AAJ|A+ Al AP)*7,

azaz

1
6—4|A|9/2 < |AAJ|A + A||AP.

Rendezés utan adodik az allités. [ |
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