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Wagner-tétel bizonyítása1. Tétel (Wagner-tétel). Egy G gráf akkor és 
sak akkor síkgráf, ha nem tartalmaz
K5, illetve K3,3 minort.Bizonyítás. Csak a nem triviális irányt kell indokolnunk. Azaz azt, hogy ha Gnem tartalmaz K5 és K3,3 minort, akkor szépen lerajzolható a síkra. Ez |V | ≤ 5esetben könnyen megtehet®. A hurokélek és egy lerajzolt él mellé egy párhuzamosél lerajzolása is könnyen megtehet®. Feltesszük, hogy G legalább 5 
sú
sú egyszer¶gráf.Az alábbi bizonyítás felfogható induk
iós bizonyításként, illetve egy rekurzív al-goritmus leírásaként is. A kisebb esetek kezelését induk
iós állításra hivatkozáskéntvagy rekurzív hívásként kell értelmezni. Mi az algoritmikus nyelvezetet kezeljük.1. eset: G nem összefügg®. Ekkor G felfogható mintG1 (egyik komponens) és G2(összes többi komponens) gráfok egymásmellé helyezésével nyert gráf. G1 és G2 semtartalmaz K5, illetve K3,3 minort. Rekurzív lerajzolásuk könnyen összeilleszthet® Gegy szép lerajzolásává.2. eset: G összefügg®, de nem 2-szeresen összefügg®. Ekkor alkalmas z elvágó
sú
sra G−z több komponensb®l áll. Legyen G1 az egyik komponens hozzáadva z-tés a hozzá vezet® éleket. Az összes több komponens z-vel (és az odavezet® élekkel)b®vítve legyen G2. Így G felfogható mint G1 és G2 gráfok z menti összeragasztásávalnyert gráf. G1 és G2 sem tartalmaz K5, illetve K3,3 minort. Rekurzív lerajzolásukkönnyen deformálható úgy, hogy a fels® (vagy alsó) nyilt félsíkra történjen kivéve
z-t, ami a félsík határára legyen lerajzolva. Így a két lerajzolás összeilleszthet® Gegy szép lerajzolásává.3. eset: G 2-szeresen összefügg®, de nem 3-szorosan összefügg®. Ekkor alkalmas
{z, z′} elvágó 
sú
spárra G − {z, z′} több komponensb®l áll. Legyen G1 az egyikkomponens hozzáadva z, z′-t (az esetleges köztük vezet® éllel) és a hozzá vezet®éleket. Az összes több komponens z, z′-vel (és az esetleges köztük vezet® éllek,továbbá az odavezet® élekkel) b®vítve legyen G2. Így G felfogható mint G1 és G2gráfok z, z′ menti összeragasztásával nyert gráf. G1 és G2 sem tartalmaz K5, illetve
K3,3 minort.Ha zz′ él, akkor rekurzív lerajzolásuk könnyen deformálható úgy, hogy a fels®(vagy alsó) nyilt félsíkra történjen kivéve a zz′ élt, ami a félsík határára (egyenesszakasszal) legyen lerajzolva. Így a két lerajzolás összeilleszthet® G egy szép leraj-zolásává.Ha zz′ nem él, akkor Legyen Ĝ1 és Ĝ2 az a két gráf amelyeket G1 és G2-b®lkapunk a zz′ él hozzáadásával. G 2-szeres összefüggése miatt könny¶ látni., hogy
G2 és G1 is tartalmaz zz′ utat. Így Ĝ1 és Ĝ2 minorja (s®t topológikus részgráfja is)12-1



G-nek. Spe
iálisan Ĝ1 és Ĝ2 sem tartalmaz K5, illetve K3,3 minort. Így rekurzívanlerajzolhatók a síkra, amely lerajzolások könnyen deformálhatók úgy, hogy a fels®(vagy alsó) nyilt félsíkra történjen kivéve a zz′ élgörbét, ami a félsík határára (egye-nes szakasszal) legyen lerajzolva. A két lerajzolás összeilleszthet®, amib®l kivéve a
zz′ élt G egy szép lerajzolását kapjuk.4. eset: G 3-szorosan összefügg®. El®ször megmutatjuk, hogy található olyan eél, amely két végpontja elhagyásával egy 2-szeresen összefügg® gráfhoz jutunk.Induljunk ki egy tetsz®leges e = xy élb®l és tegyük fel, hogy ez nem bizonyítjaaz állításunk, azaz G − {x, y}-ban van egy z elvágó 
sú
s. Legyenek C1, C2, . . .
(G − {x, y}) − z komponensei. Az indexelést válasszuk úgy, hogy a komponensekközül C1-nek legyen legkevesebb 
sú
sa. G 3-szorosan összefügg®, így G − {x, y},
G−{z, y} és G−{x, z} is összefügg®. Azaz x-b®l, y-ból és z-b®l is vezet él az összes
C1, C2, . . . komponensekhez. Legyen ẽ = zu egy olyan él, ahol u a C1-be esik. Ha
ẽ = x̃ỹ (x̃ = z) bizonyítja állításunk, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor 
élunkbelátása, hogy az ẽ és az ebb®l nyert z̃ elvágó 
sú
s olyan párt alkot, amelyekb®lnyert C̃1 komponens kevesebb 
sú
sú mint C1. Eljárásunk ismétlésével a kívánt élmegkapható.Valóban tegyük fel, hogy G−{x̃, ỹ} gráfban z̃ elvágó 
sú
s. Könny¶ látni, hogy
z̃ nem lehet sem x, sem y. Az összefügg® G − {x̃, z̃} = G − {z, z̃} gráfban egy
Ci és Cj közti út egy ideig Ci-ben halad, majd {x, y}-be lép be, befejezése pedig
{x, y}-ból Cj-be lép és ott is marad. Ha a ỹ ∈ V (C1) 
sú
s elhagyásával szétesik agráf, akkor az egyik komponens ponthalmazának V (C1) valódi részhalmazának kelllennie. Ezzel állításunk adódik.A megfelel® e él megtalálása után vegyük G/e-t. Nyilvánvalóan nem tartalmaz
K5 és K3,3 minort, azaz feltehet®, hogy szépen lerajzolt a síkra. Ebben a lerajzolás-ban ott van G−{x, y} lerajzolása is. Ez kétszeresen összefügg®, így tartományainakhatárai (gráfelméleti) körök. Egyik tartományban (legyen ez τ) ott van G/e-ben azösszehúzott e élt reprezentáló [e] 
sú
s pontja. Ennek szomszédságába es® 
sú
sokat
τ határán lév® pontok reprezentálják. G-be visszatérve kapjuk G − {x, y} lerajzo-lását egy τ tartománnyal úgy, hogy az Nx és Ny 
sú
shalmazok τ hatarára esseneka lerajzolásban, ahol Nx az x 
sú
s y-tól különböz® szomszédai, míg Ny az y 
sú
s
x-t®l különböz® szomszédai (így Nx ∪ Ny az [e] 
sú
s szomszédai G/e-ben.)A következ® kombinatorikus lemma vezet el a bizonyítás befejezéséhez. Ehhezazonban vezessünk be egy fogalmat. Legyen S1 egy geometriai kör. K és P akör két véges részhalmaza (kék, illetve piros pontok). Azt mondjuk, hogy K és Pelválasztható, ha van olyan húrja a körnek, amelynek h egyenese által meghatározottkét zárt félsík közül az egyik K-t, a másik P -t tartalmazza.Segédlemma. Legyen S1 egy geometriai kör és K és P a kör két véges részhalma-za. K és P akkor és 
sak akkor nem elválasztható, ha a következ® két lehet®ségvalamelyike fennáll.(i) Létezik olyan K0 ⊂ K és P0 ⊂ P két kételem¶ diszjunkt ponthalmaz, hogy K0∪P0négy eleme a kör kerületi sorrendjében piros-kék-piros-kék sorrendben azaz K0 kételeme által meghatározott húr és P0 két eleme által meghatározott húr metsz®,(ii) P = K, továbbá |P | = |K| = 3.A bizonyítás befejezésében alkalmazzuk a lemmát. Vegyük τ határát (ez játsza S1szerepét), és azokat a pontjait, amik Nx és Ny 
sú
sait reprezentálják (ezek lesznek
P , illetve K ponthalmazok). 12-2



A. eset Nx és Ny elválasztható. Ekkor az elválasztó húr egy λ görbe lesz, ami τ -tkét tartományra osztja. Egyiknek (τx) határára esik Nx, a másiknak (τy) határáraesik Ny. τx-ben felvehetünk egy új 
sú
sot és bel®le Nx elemeihez, illetve λ köze-péhez 
sillagszer¶en (szépen lerajzolva) élgörbéket vezetünk (igazából λ középéig
sak egy �fél-élgörbe� vezet). Ugyanezt τy-n belül is megtéve eljutunk G egy széplerajzolásához.B. eset Nx és Ny nem elválasztható. Ekkor a lemma alapján (i) vagy (ii) kon�gu-rá
ió el®áll. Könnyen látható, hogy (i) esetén K3,3, (ii) esetén K5 benne lesz G-benminorként (s®t topológikus részgráfként is). �Érdemes a 3-szorosan összefügg® gráfok esete után leírt állítást külön is megfo-galmazni.2. Tétel. Legyen G egy 3-szorosan összefügg® gráf, amelynek legalább 5 pontja van.Ekkor van benne olyan e = xy él, hogy G − {x, y} egy 2-szeresen összefügg® gráf.Könnyen látató, hogy ez a tétel egy ekvivalens (gyakran hasznosabb) alakja akövetkez®.3. Tétel. Legyen G egy 3-szorosan összefügg® gráf, amelynek legalább 5 pontja van.Ekkor van benne olyan e él, hogy G/e egy 3-szorosan összefügg® gráf.Az utóbbi alak igazolásához 
sak azt kell belátni, hogy bárhogy hagyunk el kétpontot G/e nem esik szét komponensekre. Ha az elhagyott {u, v} 
sú
spárban nin
sott az [e] 
sú
s � amely az e él összehúzásával keletkezett � akkor G/e− {u, v} =
(G− {u, v})/e alapján egyszer¶ az állítás. Ha pedig u = [e], akkor G/e− {[e], v} =
(G − {x, y}) − {v} alapján vagyunk készen.Bizonyításunknak további hozadékai is vannak. Kis te
hnikai nehézségek legy®-zésével a következ® két tétel könnyen adódik.4. Tétel (Tutte-tétel). Ha G egyszer¶, 3-szorosan összefügg® síkgráf, akkor le-rajzolható úgy, hogy élgörbéi szakaszok legyenek és mindegyik korlátos tartományátkonvex sokszög határolja.A bizonyításhoz G − {x, y} lerajzolásában óvatosan kell visszahelyezni az x és
y 
sú
sokat a rájuk illeszked® élekkel. Ennek te
hnikai kidolgozását az érdekl®d®olvasóra bízzuk.5. Tétel (Fáry-tétel). Ha G egyszer¶ síkgráf, akkor lerajzolható úgy a síkra úgy,hogy minden élgörbéje szakasz legyen.A bizonyításhoz a rekurzív lerajzolások deformá
ióinál és összeilleszteséinél kellóvatosnak lennünk. Ennek te
hnikai kidolgozását az érdekl®d® olvasóra bízzuk.Gráfok metszési számaA síkgráfok a gráfok egy fontos spe
iális osztályát alkotják. Sokszor azonban nemsíkgráfokkal kell foglalkoznunk. Ilyenkor felmerül, hogy egy adott gráf "milyenmessze van a síkgráfoktól". Ha valamilyen értelemben síkgráfhoz közelinek tekint-het® egy gráf, akkor mire következtethetünk ebb®l a közelségb®l.Igen sokféle módszer ismert oyan gráfparaméter bevezetésére, ami értelmezhet®,mint síkgráfoktól vett távolság. Mi 
sak érintjük a témakört. Egyetlen egy paramé-tert vizsgálunk, a metszési számot. 12-3



De�ní
ió. Egy ρ lerajzolást normálisnak nevezünk, ha nin
s olyan pont, amin háromvagy több élgörbe halad át.Könny¶ belegondolni, hogy nem lényeges, 
sak te
hnikai feltételr®l van szó. Min-den lerajzolás a normalitás megsértésének kis környezetében kissé deformálható úgy,hogy normálissá váljon (és közben a lerajzolás többi része változatlan maradjon).

1. ábra. A normalitás megsértése, illetve az ezt helyrehozó deformá
ióDe�ní
ió. Legyen G egy ρ normális lerajzolással. A ρ lerajzolás metszési paramétere
x(G, ρ), a sík azon pontjainak száma, amelyben két élgörbe átmetszi egymást.Egy gráf metszési számát úgy kapjuk, hogy a normális lerajzolásokra minimali-záljuk x(G, ρ)-t.De�ní
ió.

x(G) = min{x(G, ρ) : ρ normális}.Példa. x(G, ρ) = 0 akkor és 
sak akkor teljesül, ha ρ a G gráf szép lerajzolása.
x(G) = 0 akkor és 
sak akkor teljesül ha G síkgráf.Példa. Könny¶ ellen®rizni, hogy x(K5) = 1 és x(K3,3) = 1.Észrevétel. Legyen R a G gráf egy részgráfja. Ekkor x(R) ≤ x(G). S®t, ha ρa G gráf egy lerajzolása, akkor ρ megszorítható R egy lerajzolására: ρ|R. Ekkor
x(R, ρ|R) ≤ x(G, ρ). Legyen G egy n pontú egyszer¶ gráf. Ekkor x(R) ≤ x(Kn).Észrevétel. Legyen ρ a következ® lerajzolása Kn-nek: Kn 
sú
sait helyezzük kon-vex pozí
ióba, majd egy ki
sit permutáljuk a 
sú
spontokat véletlenül. Minden élélgörbéje legyen egyenes szakasz. (A véletlen perturbálás szerepe az, hogy normálislerajzoláshoz jussunk.) Ekkor x(Kn, ρ) =

(
n
4

)
≤ n4

24
.Miel®tt tovább haladunk egy te
hnikai feltételt teszünk.Észrevétel. Ha két, egy 
sú
sból induló élgörbe átmetszi egymást, akkor a lerajzo-lásunk nem optimális. Valóban legyen P egy pontja a síknak, amely felett e = xyés e′ = xy′ élgörbéje is elhalad. Ekkor Változtassuk meg e élgörbéjét: e′ élgörbéjénhaladjunk P -ig, majd innen az eredeti élgörbén jussunk el az y 
sú
sot reprezentáló12-4



pontig. Szimmetrikusan változtassuk meg e′ élgörbéjét. A két új élgörbe összefut,de nem metszi át egymást egy kis deformá
ióval az összefutás elkerülhet®. Ezzela metszési számot 
sökkentettük. Tehát optimális lerajzolásnál az egy 
sú
sbanösszefutó élek élgörbék nem metszik át egymást.Ezekután belátjuk az alábbi alapvet® be
slést.6. Tétel (Metszési lemma). Legyen G egy egyszer¶ gráf, amelyre teljesül, hogy
|E| ≥ 4|V |. Ekkor

x(G) ≥
1

64

|E|3

|V |2
.Bizonyítás. Legyen ρ egy optimális lerajzolása G-nek. Ekkor a metszési számot 
saknégy pontot párosító két él élgörbéjének metszései adják össze (lásd észrevétel).A fenti mély be
slés helyett el®ször egy egyszer¶bb, szinte triviális be
slést iga-zolunk.Legyen S egy olyan maximális (tovább nem b®víthet®) élhalmaz, amely elemeit

ρ úgy rajzolja le, hogy ne messék át egymást. S elemszáma biztos nem nagyobbmint 3|V |. Azaz S komplementere legalább |E|−3|V | elem¶. Ezen élek mindegyikemetszi az S-beli élek valamelyikének élgörbéjét. Ebb®l a következ® lemma adódik.Segédlemma. G egy tetsz®leges ρ lerajzolására
x(G, ρ) ≥ |E(G)| − 3|V (G)|.Ezek után legyen Gp az a véletlen gráf, amit G-b®l kapunk úgy, hogy mindenpontjáról függetlenül döntünk, hogy meghagyjuk-e, vagy eldobjuk. A meghagyásvalószín¶sége p (az eldobásé 1 − p). A lemma alapján

x(Gp, ρ) ≥ |E(Gp)| − 3|V (Gp)|.A két oldal (egy-egy a véletlen gráfok valószín¶ségi mez®jén értelmezett természetesszámokat felvev® függvény) közötti egyenl®tlenség miatt a két oldal várható értékeiközt is egyenl®tlenség áll fenn
E(x(Gp, ρ)) ≥ E(|E(Gp)|) − 3E(|V (Gp)|),azaz

p4x(G, ρ) ≥ p2|E(G)| − 3p|V (G)|.A p = 4|V |
|E|

választással adódik az állítás. �A metszési lemma adja, hogy x(Kn) helyes nagyságrendje n4. x(Kn) pontosértéke mind a mai napig nem ismert.A metszési paraméter alkalmazása I. Kombinatori-kus geometriaLegyen P egy ponthalmaz és E egy egyenes halmaz. Legyen i(P, E) a két halmazközötti illeszkedések száma, azaz
i(P, E) = |{(P, e) : P ∈ P, e ∈ E és e áthalad P -n}|.F® tételünk i(P, E) szám fels® be
slésével foglalkozik. El®ször azonban néhánykonkrét ponthalmazt mutatunk, amelyek a fels® be
slés értékét is kidomborítják.12-5



Konstruk
ió. Legyen m ≥
(

n
2

). Legyen P egy általános helyzet¶, n elem¶ pont-halmaz. Továbbá legyen E a P által meghatározott (
n
2

) darab egyenes kiegészítve
m −

(
n
2

) darab további egyenessel, amelyek ¶ egy-egy pontján haladnák át. Ekkor
i(P, E) = 2

(
n
2

)
+ m = Θ(m).Konstruk
ió. Legyen n ≥

(
m
2

). Legyen E m darab általános helyzet¶ egyenes és Pa E által meghatározott (
m
2

) metszéspont kiegészítve n−
(

m
2

) ponttal, amelyek 
sakegy E-beli egyenesre illeszkednek. Ekkor i(P, E) = 2
(

m
2

)
+ n = Θ(n).Konstruk
ió. Legyen n = ν2, ahol ν egy pozitív egész. Vegyük az egész koordinátá-jú pontok egy ν × ν méret¶ résznégyzetét. Ezek a rá
spontok alkossák P-t. Legyen

E az általuk meghatározott egyenesek halmaza.A fenti konstruk
ióban a pontok száma meghatározza az egyenesek számát is. Ezkiküszöböhet®. Legyen N≤t azon rá
spontok (egész koordinátájú pontok) halmaza,amelyek koordinátái abszolút értékeinek összege legfeljebb t. Ha t ∈ N, akkor a
(0, t), (t, 0), (0,−t) és (−t, 0) pontok által meghatározott négyzetlap által lefedettrá
spontok halmaza. Legyen V≤t azon vektorok halmaza, amelyek az origóból N≤tpontjaihoz vezetnek.Konstruk
ió (Erd®s Pál). Legyen n = ν2 egy pozitív egész, továbbá t ≤ ν pozitívegész. Vegyük az egész koordinátájú pontok egy ν × ν méret¶ résznégyzetét. Ezeka rá
spontok alkossák P-t. Legyen E≤t azon egyenesek, amelyek valamely P-beliponton áthaladnak és választható V≤t-beli irány-/normálvektoruk.Az el®z® két példában 
sak egy pont- és egy egyeneshalmazt írtunk le. Mindket-t®ben a pontok száma könnyen látható, de az egyenesek száma, illetve a pont-egyenesilleszkedések számának meghatározása komoly kihívás. Ezt az analízist átugorjukhiszen számelméleti meggondolásokat igényel. Egy másik probléma is felmerül. Azel®z® példákban a pontok száma négyzetszám és az egyenesek száma sem tetsz®leges.A példa tetsz®leges pont-, egyenesszámra való kiterjesztése természetes és egyszer¶.Ezt és az analízis eredményének leírását az alábbiakban ismertetjük.Konstruk
ió. Legyen n, m két tetsz®leges egész, amelyre n < m2 és m < n2. Legyen
ν2 a legnagyobb, n-nél nem nagyobb négyzetszám. Legyen P a fenti példa ν2 pontjatetsz®legesen kiegészítve n − ν2 ponttal. Legyen σ az a legnagyobb t természetesszám, amelyre |E≤t| ≤ m és legyen E az E≤σ egyeneshalmaz m − |E≤σ| darab, Pegy-egy pontján átmen® egyenessel való kiegészítésével nyert egyeneshalmaz. Ekkor
i(P, E) = Θ(n2/3m2/3).Az alábbi tétel azt mutatja, hogy a fenti példákban az illeszkedések száma ma-ximális nagyságrend¶.7. Tétel (Szemerédi Endre�W. Trotter). Legyen P egy véges pont- és E egyvéges egyeneshalmaz. Ekkor

i(P, E) ≤






α|E| , |E| > |P|2

β|P|2/3|E|2/3 , |E| ≤ |P|2és|P| ≤ |E|2

γ|P| , |P| > |E|2
=

= O(max{|P|2/3|E|2/3, |P|, |E|}) = O(|P|2/3|E|2/3 + |P| + |E|).12-6



A fenti tétel pontosan leírja milyen paraméter értékekre legfeljebb milyen nagy-ságrend¶ lehet az illeszkedések száma. Az alábbi változat a nagyságrendek tekinte-tében nem annyire világos, de kezelhet® konstansokat tartalmaz.8. Tétel. Legyen P egy véges pont- és E egy véges egyeneshalmaz. Ekkor
i(P, E) ≤ max{4(|P||E|)2/3 + |E|, 4|P|+ |E|}.Bizonyítás. A P, E párból egy gráfot készítünk. A 
sú
sok P elemei lesznek. Két
sú
sot egy éllel kötünk össze, ha egy E-beli egyenesre esnek és az általuk megha-tározott szakaszon nin
s további eleme P-nek. A 
sú
sok a sík pontjaival vannakazonosítva, az éleket egyenes szakaszokkal reprezentáljuk. Így G egy ρ lerajzolásátkapjuk.Feltehetjük, hogy nem lesz olyan egyenes, amelyre nem illeszkedik P-beli pont.Valóban, ha lenne ilyen, akkor E-t változtassuk meg úgy, hogy eltoljuk amíg áthaladegy P-beli ponton. Ezzel egy nagyobb illeszkedési számmal rendelkez® kon�gurá
i-óhoz jutunk, míg egyeneseink, pontjaink száma nem változik,Nyilvánvalóan V = |P|. Ha egyenesre k > 0 pont esik P-b®l, akkor ezen az egye-nesen k−1 él szakasza lesz. Az élek számát megkapjuk, ha minden egyenesre össze-gezzük a rá illeszked® pontok számánál eggyel kevesebb értéket. A �minusz 1-ek�teljes hozzájárulása −|E| lesz. Tehát |E| = i(P, E) − |E|. A konkrét lerajzolás met-szési száma könnyen be
sülhet®. Minden egyenespár legfeljebb egy metszésért felel®s(akkor és 
sak akkor hoz egyetlen metszést, ha nem párhuzamosak és a metszéspont-jukat mindkét egyenesen közrefogja két P-beli pont). Így x(G, ρ) ≤

(
|E|
2

)
≤ |E|2.1. eset: |E| < 4|V |, azaz i(P, E) − |E| < 4|P|. Az állítás adódik.2. eset: |E| ≥ 4|V |. Ekkor a metszési lemma feltétele teljesül. Az állítását felírvakapjuk, hogy

|E|2 ≥

(
|E|

2

)
≥ x(G, ρ) ≥

1

64

(i(P, E) − |E|)3

|P|2
.Rendezés után kapjuk, hogy

(|E||P|)2/3 ≥
1

4
(i(P, E) − |E|),amit bizonyítani kellett. �A Szemerédi�Trotter-tétel legkompaktabb formája a következ®.9. Tétel. Legyen P egy véges pont- és E egy véges egyeneshalmaz. Ekkor

i(P, E) ≤ 4(|P||E|)2/3 + 4|P| + |E|.A metszési paraméter alkalmazása II. Kombinatori-kus számelméletLegyen A, B két véges részhalmaza R-nek. Legyen A + B (A és B összeghalmaza)azon számok halmaza, amelyek a + b alakúak, ahol a ∈ A és b ∈ B. Hasonlóan
AB (A és B szorzathalmaza) legyen azon számok halmaza, amik el®állnak mint egy
A-beli és egy B-beli szám szorzata. Mi egy A számhalmaz esetén A + A és AAhalmazok nagyságát vizsgáljuk. Legyen |A| = n.12-7



Természetesen |A+A| és |AA| is legfeljebb (
n
2

)
+n. Az is könnyen látható, hogya fels® be
slés el is érhet®. Ha A egy �véletlen� n elemú számhalmaz, akkor A+A és

AA is (
n
2

)
+n elem¶ lesz. Legyen {ai}n

i=1
az A halmaz elemei nagyság szerint növekv®sorrendben felsorolva. Ekkor a1 +a1 < a1 +a2 < a1 +a3 < . . . < a1 +an < a2 +an <

. . . < an−1 + an < an + an. Így A + A legalább 2n− 1 elem¶. Ez az alsó be
slés el isérhet®, ha A-t egy számtani sorozat elemeinek választjuk. Hasonlóan be
sülhet® AAelemszáma. El®z® alsó be
slésünket akkor érjük el, ha egy geometriai sorozatnakválasztjuk A elemeit. Szemben a maximalizálási feladattal, minimalizáláskor azösszeg halmaz kis méret¶ségéhez teljesen más halmazt mutattunk fel mint a szorzathalmazhoz. Szükségszer¶-e ez? Tudunk-e mutatni olyan halmazt, amire az összeg ésszorzat halmaz is ki
si lesz? Esetleg ez szükségszer¶, az összeg vagy szorzat halmazmindig nagy lesz? Be
süljük alulról max{|A + A|, |AA|} értékét az n elem¶ valóshalmazok között.10. Tétel (Elekes György tétele). Legyen A valós szamok egy véges halmaza.Ekkor max{|A + A|, |AA|} ≥ Ω(|A|5/4).Bizonyítás. Tegyük fel, hogy 0 /∈ A. Jelölje n az A halmaz elemszámát. De�niálunkegy síkbeli pont- és egy egyeneshalmazt: Legyen P = {(π, σ)|π ∈ AA, σ ∈ A + A},Legyen E = {eµ,β : y = 1

µ
+ β|µ, β ∈ A}.Nyilvánvaló, hogy |P| = |AA||A+A| és |E| = |A|2. Számoljuk meg az illeszkedé-seket. Az eµ,β egyenesre illeszkednek a (µ·α1, α1+β), (µ·α2, α2+β), (µ·α3, α3+β), . . .mindegyike, ahol A = {α1, α2, α3, . . .}. Azaz i(P, E) ≥ |A||E| = |A|3.Összevetve a Szemerédi�Trotter-tétel állításával kapjuk, hogy

|A|3 < 4(|AA||A + A||A|2)2/3 + 4|A|2 + |AA||A + A|,azaz
|A|3 − 4|A|2 − |AA||A + A| < 4(|AA||A + A||A|2)2/3.Amennyiben |A| és a tétel be
slése nem nyilvánvaló, akkor

1

4
|A|3 < 4(|AA||A + A||A|2)2/3,azaz
1

64
|A|9/2 < |AA||A + A||A|2.Rendezés után adódik az állítás. �
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