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Cslicsszinezések (folytatas)
Definici6. Egy G graf derékbdsége (angolul: girth)
9(G) = min{hossz(C) : C' kér G-ben.}

Vegyiik észre, hogy ¢(G) > 2k + 1 pontosan akkor, ha minden x € V' esetén
B(x, k) == Gl{vevd@e)<ky fa. A B(x, k) részgraf szavakkal megfogalmazva: az x-t6l
legfeljebb k tavolsédgra levé pontok és a koztiik vezets élek. A geometriai analogia
alapjan ez az x kozépponti és k sugarta gomb G-ben.

Figyeljiik meg tovabba, hogy ha G egyszerti, akkor g(G) > 3. Tovabba ¢g(G) =3
akkor és csak akkor teljesiil egy egyszert grafban, ha van haromszog G-ben. ¢(G) >
3 ekvivalens azzal, hogy grafunk hiaromszogmentes egyszert graf. Természetesen,
ha G paros, akkor nincs paratlan hossza kore, igy legrovidebb kore (egyszerti graf
esetén) legalabb négy hosszi. Tehat, ha y(G) < 2, akkor ¢(G) > 4

Tudjuk, hogy haromszogmentes graf (egy sugari gdmhbok a grafban fak, igy csil-
lagok) kromatikus szama tetszélegesen nagy lehet. Ha a girth nagy (azaz a gombdok
— koriilbeliil v/2 sugarig — fak), akkor lehet-e a kromatikus szam nagy? Belatjuk,
hogy lehet. Azaz a kromatikus szam és a girth kapcsolata ,nagyon laza”. Egy ér-
telmezése az eredménynek, hogy a kromatikus szam egy globélis fogalom. A lokélis
egyszertiség mellett a globéalis szinezési feladat bonyolult lehet.

1. Tétel (Erd6s Pal tétele). Minden k és v természetes szamokhoz van olyan
G = Gy, grif, amelyre x(G) > k és g(G) > 7.

Bizonyitds. Valoszintiségszamitasi modszerrel bizonyitunk.

Véletlen segitségével irunk le egy grafot: Legyen V egy n elemii csticshalmaz,
p egy valoszintiség (n nagy, p értékét n és k, v fiiggvényében késébb hatarozzuk
meg). Minden pontpar kozott egymastol fiiggetleniil p eséllyel hizunk be élt. Jelolje
G a kapott grafot (ami egy valoszintiségi valtozo)! Ez a konstrukci6 nagyon sok
esetben hasznos, sok természetes kérdést, komoly problémakat rejt. A fogalmat —
megalkotoirdl — Erdds-Rényi véletlen grafnak nevezziik.

Legyen A egy cstucshalmaz, legyen F4 az az esemény, hogy ,, A fiiggetlen pont-
halmaz G-ben”. Nyilvin

4]
P(Fa) = (1-p)(2).
Legyen F, az az esemény, hogy ,,G-ben van k elemii fiiggetlen halmaz’. Azaz F; =
Uaacvjaj=r Fa- lgy
n K

P < ())0-n® <ot -pl.
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Legyen A<y az az esemény, hogy ,a(G) < t". Azaz ,G-ben nincs t + 1 elemd
fiiggetlen halmaz”. Azaz A<, = Fi1

t+1 t+1

P =1 (til)(l_p)( > 1 -1 - p) () > 1 - [n1 - p))"

A paraméterek valasztasanal egyik célunk az, lesz, hogy ez a valoszintiség nagy
(legalabb 1/2) legyen. Az A<, esemény jelentGsége, hogy x(G)a(G) > n. Specidlisan
ha bekovetkezik A<, (azaz a(G) < t), akkor x(G) > n/t. S6t minden U C V esetén
X(Glv) = [U|/t.

Legyen C' egy kor, Cc azt az eseményt, hogy ,,C' a G részgrafja’.

P (Co) = )

Hany ¢ hosszii kor lehetséges? A kor U csticshalmazat (|U| = () (7)-féleképpen
valaszthatjuk meg. Adott ¢ db pontot sszesen (¢ — 1)!/2 sorrendenben tudunk
kirbe rendezni. Az a;-et elsG helyre rogzitve (£ — 1)! sorrendet képezhetiink a tobbi
csucsbol. Két sorrend akkor és csak akkor vezet ugyanahhoz a korhéz, ha az egyik

sorrend a masik megforditottja (példaul (ag, as, ..., ar) és (a;,a;_1 ..., as,az)). Ezért
az ( hosszi kordkre a lehetdségek szdma (}) (5;1)! = "("71)“2'55"7“1) < ’21—; Ebbdl

konnyen adodik az adott hosszi, illetve y-nal révidebb kordk szaménak varhatod
értéke. Legyen <. a ,,y-nal rovidebb korok szama” valoszintiségi valtozo.

—

2
2

E(£<y) < p' < (np)" < = (np)”.
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feltéve, hogy np > 1. p-t ugy valasztjuk meg, hogy elég nagy n-re ez a kifejezés kisebb
mint n/4. Ha a varhato érték kisebb mint n/4, akkor — a Markov-egyenlGtlenséget
hasznélva — annak az esélye, hogy n/2-nél t6bb (a varhato érték kétszeresénél tobb)
~-nal rovidebb kor van, kevesebb mint 1/2. Vagyis ha K, az az esemény, hogy ,a
G grafban n/2-nél nem t6bb kor hossza kisebb mint 7 (vagyis kicsi korokbdl kevés
van), akkor

P(K) > 1/2.

Emiatt azonban
P(K ES A<) > 0.

(A két ES-sel 6sszekapesolt eseménynek kiilon-kiilén 1/2-nél nagyobb a valészintisé-
ge.)

Vagyis van olyan G, amiben legfeljebb n/2 kér révidebb ~-nal és legfeljebb ¢
pontu fiiggetlen ponthalmaza van.

Tekintsiik ezt a G grafot! Ebb6l — minden ~-nal révidebb korrdl elhagyva egy
pontot — olyan Gy grafot kapunk, amire |V (Go)| > n/2 és g(Go) > ~. Mivel pedig
a(G) < tvolt, a(Gy) < tis teljesiil és x(Gy) > "7/2 > k, ha n-t megfelelGen nagynak
valasztjuk.

A bizonyitas vége a paraméter értékek pontos megadasa és annak ellenérzése,

n

1/
hogy igéreteink teljesiilnek. Legyen p olyan, hogy np = (—) . Legyen t olyan,

5
hogy t/2 = %QIOgn legyen. Tudjuk, hogy (1 —p)'/? < 1/e. Igy (1 —p)? < 1/n? A
szamolas tovabbi ellenérzése rutinmunka, az olvasora bizzuk. |
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Sikgrafok

A tovabbiakban sikgrafokkal foglalkozunk.

Legyen a G sikgraf szép lerajzolasaban 7 egy tartomény. Ekkor 7 hatdra, Ot a
tartomanyt hatarold élgorbék unidja. Ez nem feltétleniil Gsszefiiggs, de az biztos,
hogy zar6do6 sétak rendszere.

hatar(T

T

1. abra. Példa harom tartoméanyhatarra

A koriilményes megfogalmazas oka, hogy egy él kétszeresen is szerepelhet a ha-
tarban.
Legyen GG egy szépen lerajzolt graf. Kénnyen belathat6 az is, hogy

1. Vegyiik észre, hogy G pontosan akkor Gsszefiiggd, ha minden 7 tartoméanyra
Ot osszefliggs (vagyis 01 egyetlen zar6do sétabol all). Ez pedig ekvivalens
azzal, hogy minden 7 0sszehtizhatd egy pontra.

2. G akkor és csak akkor kétszeresen élosszefiiggd, ha minden 7 tartomanyra 07
egyetlen vonal (vagyis Osszefiiggs és nincs benne élismétlés).

3. G akkor és csak akkor kétszeresen Osszefiiggs, ha minde 7 tartomanyra Ot
egyetlen kor.

Figyeljiilk meg még, hogy ha G szépen lerajzolt, akkor az Gsszes tartomany ha-
tarat bejarjuk, akkor minden élt pontosan kétszer fogunk bejarni. Igazabol (a leraj-
zolas alapjan) minden élnek két oldala lesz és ezen oldalak mindegyikén pontosan
egyszer haladunk el a hatarok bejarasanal (az élgorbéktdl egy kicsit eltartva, a tar-
toményban sétalunk). Azaz

> |or| =2|E].

T

A fenti tények és a mogottiik all6 technikai problémak szoros kapcsolatban allnak
a fokszamok soran felmeriilt problémékkal. A kapcsolatot a dualitas formalizalja.
A duélis grafban a tartoméanyok csiucsoknak felelnek meg. A duélis graf egy v,
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csucsanak (az eredeti lerajzolas egy 7 tartoményanak) foka a 07 sétahalmaz Ossz-
élszama felel meg. A hatarhosszak osszege a dualis grafban a fokszamok Gsszege. A
hatarhosszak Gsszege és a fokok Osszege is ugyanazt adja, az eredeti és a dualis graf
kozos élszamanak duplajat.

2. Tétel (Euler-tétel). Legyen G szépen sikra rajzolt, igy, hogy minden tartomdny
egy pontra dsszehizhatd (azaz G dsszefiiggs). Ekkor t(G) — |E|+|V] =2, ahol t(G)
a tartomdnyok szdma.

A tétel rendkiviil fontos a kombinatorikaban, geometriaban és topologiaban is.
Harom kiilonb6z6 bizonyitéast is adunk ra.

I. Bizonyitas. |F|-re vonatkoz6 teljes indukcioval bizonyitunk.

Az indukci6 kezdd 1épése, ha G = T fa (G megegyezik egy feszitéfajaval). Ekkor
t =1,|]V] =n,|E| =n — 1. Euler-tétele igaz.

Az indukcios 1épéshez tegyiik fel, hogy G nem fa. Ekkor G el6all egy G szépen
lerajzolt, Osszefiiggs gratbol, hogy egy 1j élt behiizunk egyik tartomanyan keresztiil.
Mivel G 0Osszefiiggé a tartoményok belseje homeomorfak a nyilt korlappal, az él
behuizéasa eggyel noveli t-t. |F| is eggyel né (|V| nem valtozik). Az indukcios feltevést
felhasznalva adodik az allitas. [ |
Il. Bizonyitas. Tekintsiik a G sikrarajzolt graf G* dudlisit. Ha T feszitéfa G-
ben, akkor a duélisban E(T')-nek megfeleltetett élhalmazt jeldlje p(E£(T)). Ennek
komplementere p(FE(T)).

Konnyen ellenérizhets, hogy ez G* egy feszitéfajanak élhalmaza.

2. abra. Egy sikra rajzolt graf (fekete szinnel), dudlisa (zolddel), az eredeti egy
feszitéfaja (pirossal), a dudlis egy feszitéfaja (kékkel)

Ez az allitas két részre bonthato:
a) a megfelels élhalmaz Gsszeflizi G* csucsait,
b) a megfelelg élhalmaz nem tartalmaz kort.

a) Allitasunk tgy is megfogalmazhato, hogy ha o(E(T)) élei tiltottak, attol
a dualis graf csicsai kozott teljes az elérhetGség relacio. Gondolhatjuk, hogy G*
lerajzolasaban ¢(FE(T)) élei falak. T fa, igy falaink nem alkotnak kort, nem vagjak
ketté a sikot, a falak elkeriilésével barhonnan barhova eljuthatunk (G*-ban sétalva).

b) Ha a duéalisban ¢(E(T)) tartalmazna kort, akkor ez kettévagna a sikot (vagy
gombfeliiletet). A kettévagd gorbe belsejében és kiilsejében is lenne az eredeti graf
egy-egy csucsa. Ezt T élgorbéi 6sszekotnék. Ennek az 6sszekotésnek metszeni kellene
az elvalasztd kor lerajzolédsat. Azonban atmetszés csak a megfeleltett él-duélis el
péarok esetén lehetséges. Ez itt nem &ll fenn. Az ellentmondas b)-t igazolja.
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Allitasunk belatasa utan |E(T)| = |V(G)| — 1 mert T a G feszit6faja, o(E(T))
élhalmaz elemszama t(G) — 1 (mert feszitéfa G*-ban és G* cstcsainak szama meg-
egyezik G tartomanyainak szamaval), és e két érték osszege |E(G)|-vel egyenls. W
[ll. Bizonyitas. (Vazlat) Felhasznaljuk azt a tényt, hogy ha G sikra jol lerajzolhato,
akkor gombre is jol lerajzolhaté és forditva (sztereografikus projekcio segitségével).
Feltehetjiik, hogy a gombre ugy rajzoltuk le G-t, hogy az északi és déli polusra (N
és S) esik egy-egy csucs, és minden él N — S monoton. (Ez megvalosithato, bar
formalis bizonyitasa technikés.) Az allitast (|V|—2) —|E|+¢ = 0 alakban igazoljuk.

Az N és S-beli cstuicsokat leszamitva minden csicsra frjunk 1-et, minden élre
—1-et és minden tartoményba frjunk 1-et. A leirt szamok 6sszege (|V|—2) — |E|+t.
Mozgassuk el a leirt szdmainkat kis mértékben az N — S tengely koriil (mondjuk
pozitiv irdnyban). Ekkor az 0sszes szam tartomany-belsébe keriil. Belathato, hogy
minden tartoméany belsejében 0 lesz a szamok 6sszege. Ez Euler-tételét igazolja. B

A harmadik bizonyitas modszere azért is érdekes, mert a siktol/gombtol eltérd
feliiletekre rajzolt grafok esetén is alkalmazhatd. A bizonyitas egyik fontos Ossze-
tevGje a forgatas, amitt az S és N polusoktol eltekintve egy nem-nulla vektormezd
ir le. A vektormezs 2 pontban vesz fel 0 értéket. Bz a 2 szam szerepel az Euler-
tételben is. A toruszon a vektormez6 megadhato ugy is, hogy sehol se tiinjon el.
Az Euler-tétel toruszra vonatkozo alakja: Ha G egy toruszra szépen lerajzolt grafra,
amely tartomanyai egy pontra 6sszehtuzhatok (belsejiitk homeomorf a nyilt korlap-
pal) teljesiil, hogy ¢t — |E| + |V| = 0. Altaldban ¢t — |E| + |V| nem fiigg a graftol, a
feliilet egy topologiai jellemz&je, a felilet Fuler-karakteriszikdja.

3. Kovetkezmény (Euler-tétel). Ha G egyszeri sikgraf, |V| > 3, akkor |E| <
3|V| — 6, ha pedig G még pdros is, akkor |E| < 2|V| — 4.

Bizonyitds. Feltehets, hogy G 0Osszefiiggs. Ha G egyszert sikgraf, akkor minden 7
tartoméanyra |07| > 3, ha paros is, akkor |07 > 4. Felhasznalva, hogy Z\@ﬂ =
2|E| kaphato, hogy 2|E| > 3t(G) illetve paros graf esetén 2|E| > 4t(G). Euler
tételét alkalmazva azonnal adodik a kivant eredmény. |

4. Kovetkezmény. Ky, K3 nem sikgrdf.

Wi e

3. abra. A két alap-nem-sikgraf

Bizonyitds. K5 nem teljesiti az el6z6 tétel konkluziojat. A feltételeket csak ugy
sértheti meg, ha nem sikgraf.

A Kj 3 paros graf nem teljesiti az el6z6 tétel paros grafokra vonatkozo konkluzi-
6jat. Tehan nem lehet sikgraf. [ |
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Emlékeztetd. Egy grafbol egy él elhagyasa/torlése természetes operacio. Hasonloan
egyszerii egy cstcs elhagyasa (a csics eltorlésével a ra illeszkedd élek is eltiinnek a
grafbol).

A fenti operécidkra alapozva bevezethetjiik a részgraf fogalmét.

Definicié. R a G graf részgrdf, ha megkaphatd G-bdl élek és cstucsok elhagyasaval.
Jelolésben G DO R.

Ha G sikgraf, akkor R is az; ha R nem sikgraf, akkor pedig G sem az.

Ennek a megjegyzésnek egy nyilvanvald kivetkezménye, hogy fel tudunk mutat-
ni tovabbi nem-sikgrafokat is: A K5-6t vagy K s-at részgrafként tartalmazo grafok
sem sikgrafok. K5 és Ks3 grafok minimadlis sikgrafok: minden valodi részgrafjuk
mar sikgraf. A fenti lista azonban nem teljes listdja a nem-sikgrafoknak. K5 és K3
részgrafok 1léte nem karakterizalja a nem-sikgrafokat (més, dsszetettebb okok is meg-
akadalyozzak a szép lerjazolhatosagot). A helyzet tisztazasahoz tovabbi fogalmak
bevezetése sziikséges.

Definicié. Legyen G grafban x 2-foku csics. Jelolje e = zy. és f = zyy a két hozza
kapcsolodo élt. Ekkor G e két él dsszeolvasztdsdval nyert graf, ha G = G — x4yey;.

\\//f\\tI§§§£Eszizli<:\\ji§;i>
4. dbra. Egy iires karikaval jelolt masodfoku csiicsban 6sszefuto két él Gsszeolvasztasa

Vegyiik észre, hogy ha G szépen lerajzolt, akkor y.y; élgérbéje megvalaszthato
ugy, hogy G’ is szépen lerajzolt legyen.

Definicié. G’ a G graf topoldgikus részgrdfja, ha csucsok és élek elhagyasaval, vala-
mint élek Gsszeolvasztasaval kaphatdé G-bél. Jelolésben: G' G, G

Példa. G-nek topologikus részgrafja K:

5. Abra. G-ben a piros élek elhagyasa, majd az iires korrel jelolt csiicsokat élosszeol-

vasztasokkal eltiintetve valoban Kj4-hez jutunk

11-6



Legyen T a G graf topologikus részgrafja. Ha G sikgraf, akkor 7" is az. Tehat,
ha K33 vagy K5 topologikus részgrafja G-nek, akkor G' nem sikgraf.

Definicié. G’ az e él dsszehizdsdval G-b6l kapott graf, ha G'-t ugy kapjuk G-bdl,
hogy elhagyjuk e-t és végpontjait azonositjuk.

Vegyiik észre, hogy a végpontok azonositdsat a lerajzolas segitségével vizuali-
zalhatjuk gy, hogy az azonositott pontokat mozgatjuk, a réilleszkedd éleket ezzel
egyiitt deformaljuk, amig a két csicsot egyetlen pont reprezentalja.

€l dsszehuizasa

ST

6. abra. Egy élosszhiizas hatasa, illetve a folytonos deformacié néhany pillanata

A deformacio elvégezhetd ugy, hogy végig szép lerajzolasokkal dolgozzunk.

Definicié. G’ a G graf minorja, ha cstcsok és élek elhagyasaval, valamint élek 6ssze-
huzasaval kaphato G-bél. Jelolésben: G’ < G.

Példa. A Petersen-grafnak K5 minorja:

7. abra. A Petersen-grafbol az abran jelolt piros élek 0sszehtzéasaval Ky kaphato

Legyen M a G graf minorja. Ha G sikgraf, akkor M is az. Tehat ha K33 vagy
K5 minorja G-nek, akkor G' nem sikgraf.

Eszrevétel. G C G = &' Ciop G = G' =< G (de visszafelé egyik kovetkeztetés
sem igaz!)
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A fenti gondolatmenetbdl kapjuk, hogy K5 és K33 topologikus részgrafként valo
tartalmazasa esetén a graf nem sikgraf. Hasonlot kaptunk a minorként valo tartal-
mazasra. Ezek a kovetkeztetések mar megfordithatoak:

5. Tétel (Kuratowski-tétel). G akkor és csak akkor sikgrif ha G Piop K5, Ks3.
6. Tétel (Wagner-tétel). G akkor és csak akkor sikgrdf, ha G % Ks, K3 3.

A kovetkez6 el6adason bebizonyitjuk a Wagner-tételt.
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