Grafok szinezése
Diszkrét matematika 2009/10 6sz, 9. el6adés

A jegyzetet készitette: Szabo Tamas
2009. november 9.

1. Alapfogalmak

Egy graf cstcsait vagy éleit bizonyos esetekben szeretnénk kiilonboz6 osztalyokba
sorolni gy, hogy a szomszédos csiicsok, illetve a kozos végponttal rendelkezé élek
kiilonb6z6 osztalyokba tartozzanak. Erre példa, ha egy graf parossiagat két csiics-
osztaly, A és F kijelolésével szeretnénk szemléltetni. Egy ilyen felosztéast konnyen
abrazolhatunk, ha a a csicsokat, illetve éleket kiilonboz6 szinekkel szinezziik ki. A
problémakor neve ezt a terminoldgiat tiikrozi.

Definici6. Egy G graf P palettaval torténd csics-, illetve élszinezésén egy
c:V(G)— P,illetve v: E(G) — P

leképezést értiink. Ekkor a v € V(G) cstcs, illetve az e € E(G) él szinének nevezziik
a c(v), illetve y(e) értéket.

Megjegyzés. Szemléletesen a P paletta elemei szinek. Mivel véges sok szin van,
ezért altaldban a pozitiv egész szamok részhalmazait szoktuk palettanak hasznélni.

Definicié. Egy cstcsszinezést jonak neveziink, ha barmely két szomszédos cstcs
szine kiilonbo6z6. Egy élszinezést jonak neveziink, ha barmely két, kozos végponttal
rendelkezé él szine kiilonb6z6.

Megjegyzés. Mindkét definicioban problémét okoz, ha a grafban hurokélek is sze-
repelnek. Ekkor bizonyos csticsok szomszédosak magukkal, tovabba egy él két vég-
pontja egybeesik. Ezért a szinezési problémakdr tovabbi részében

csak hurokélmentes grafokkal foglalkozunk.

Megéllapodasunk utan természetesen minden grafnak van jo cstcs- és élszinezése
is. Igy trivialisan j6 megoldas, ha minden csics, illetve él szine kiilonb6z§. Az egyik
fontos kérdés a paletta méretének minimalizalasa lesz.

Definici6. Egy G graf x(G)-vel jelolt kromatikus szamdn, illetve y.(G)-vel jeldlt
élkromatikus szdmdn a legkisebb olyan palettaméretet értjiik, amelyre G jol cstics-,
illetve élszinezhetd.



Mivel a szinezés értékkészlete minden esetben véges, ezért segitségével ekviva-
lenciaosztalyokat hatarozhatunk meg a graf cstics- és élhalmazan. Jeloljiik az oszta-
lyozast C-vel, a Cj-vel jeldlt i-edik osztaly legyen C; = ¢~ 1(i).

Csticsszinezés esetén nyilvanvaloan k=|c(V(G))| osztalyra osztottuk fel a G graf
csucshalmazat. A szinezés akkor jo, ha az egyes osztalyokon beliili pontok fiiggetle-
nek. Hasonlo eljarassal osztélyozhatjuk a graf éleit is, ebben az esetben akkor lesz
jo a szinezés, ha az osztalyok parositasok.

2. 3-regularis, kétszeresen élosszefliggs sikgrafok él-
szinezései

Korabban lattuk, hogy egy 3-regularis, kétszeresen élosszefiiggé gratban mindig ta-
lalhato teljes parositds. Ennek a szakasznak a célja az, hogy bebizonyitsunk egy
erGsebb allitast akkor, ha a graf sikba rajzolhato. Elgszor tekintsiik at a grafok
lerajzolasaival kapcsolatos fogalmakat

Definicié. Egy G graf lerajzoldsin egy (¢v,¢p) leképezésegyiittest értiink, ahol
¢y a graf csicsaihoz a sik pontjait, ¢p pedig a graf éleihez a sik nem Snétmetszd
folytonos gorbéit rendeli hozza olyan mddon, hogy ha az e él z-et és y-t koti Ossze
G-ben, akkor ¢p(e) a ¢y () és ¢y (y) pontokat koti dssze.

A definici6 még mindig megenged kiilonb6z6 patologikus eseteket, ezért bizonyos
olvashatosagi feltevéseket tenniink kell: ilyen példaul, hogy egyik csiics képe se legyen
valamely él képének bels6 pontja, tovabbé ha két ¢l nem metszi egymast, akkor ne is
érintkezzenek. A folytonos gorbék osztélya sokszor til altalanos, praktikus okokbol
megkovetelhetjiik példaul, hogy minden él képe toréttvonal legyen.

E szerint a definici6 szerint még minden grafnak van lerajzolasa. Ha egy tovabbi
korlatozo feltételt tesziink, akkor mar egy valodi grafosztélyhoz jutunk.

Definici6. Egy lerajzolast szépnek neveziink, ha nincs atmetszé élgorbeparja. Egy
G grafot sikgrdfnak neveziink, ha van szép lerajzoléasa.

Habar ,érezhets”, hogy van olyan graf, amely nem sikgraf, bebizonyitani ezt
nem annyira egyszerd. Klasszikusan ilyen példaul a ,3 testvér - 3 kuat”/,3 haz -
3 kat” problémajanak grafja, illetve az 1. abrén lathato Petersen-graf. Ennek szép

1. abra. A Petersen-graf

lerajzolasa azt jelentené, hogy a K5 Otcsicsi teljes grafot is le tudjuk szépen rajzolni,
amennyiben a lerajzolasban a fenti dbra bels§ és kiils§ 5-5 pontjat értelemszerd
modon ,,0sszeolvasztjuk”.



Az Otestcesi teljes graf azonban nem rajzolhato sikba. Ehhez gondoljuk meg, hogy
elgszor mindenképpen le kell rajzolnunk egy Hamilton-kort, amely két tartoméanyra
osztja a sikot. A bels§ és a kiils6 tartoményban is legfeljebb 2-2 nem atmetsz6 élt
tudunk berajzolni, holott a graf lerajzolasdhoz a Hamilton-koéron kiviil még 5 élt be
kéne hiznunk.

Egy sikgraf élgorbéi természetes modon osztjak tartomanyokra a sikot (ezek koziil
az egyik sziikségképpen nem korlatos lesz). Ezekre ugyantigy definialhatunk szine-
zést, mint a csicsokra és élekre. A jo szinezéshez definidlnunk kell tovabba a szomszé-
dosségot a tartomanyok kozott. Két tartomanyt eszerint szomszédosnak mondunk,
ha van kozos hatarold élgorbéjiik. A graf kétszeres élosszefiiggdsége azt jelenti, hogy
nincs olyan élgérbe, amelynek mindkét oldalan ugyanaz a tartomany van, azaz nincs
olyan tartoméany, amely 6nmagéval hataros — ez nyilvan megakadalyozna a jol szi-
nezést, akarcsak egy hurokél a cstcsszinezést.

1. Lemma. Bdarmely G 3-requldris, kétszeresen élosszefiiggd grdaf szép lerajzoldsinak
tartomanyai 4 szinnel jol szinezhetdk.

Megjegyzés. Az allitas a joval altalanosabb négyszintétel (Kenneth Appel, Wolf-
gang Haken, 1976) kovetkezménye, amely ugyanezt allitja 3-regularitas nélkiil. Igaza-
bol lemmank a négyszintétellel ekvivalens. Vegyiik észre ugyanis, hogy a 3-regularitas
kérdése konnyen kezelhetG: ha egy csticsban 3-nél tobb él is talalkozik, kis atalaki-
téssal kaphatunk egy 3-regularis grafot, amelyben minden tartomény szomszédos
minden korabbi szomszédjéval, tehat az erre a grafra kapott szinezés az eredeti graf-
ra is megfeleld lesz.

2. abra. Atalakitas 3-regularis graffa

A grafok szinezései koziil az egyik legszemléletesebb a cstcsszinezés, ezért sze-
retnénk a négyszintétel problémajat is atfogalmazni a csiicsszinezések nyelvére. Erre
szolgdl a dualis fogalmanak bevezetése.

Definici6. Legyen G egy szépen lerajzolt graf. A graf dudlisdnak azt a G* grafot
nevezziik, amelynek cstucsai a lerajzolas tartomanyai, élei pedig a lerajzolas éleinek
feleltethet6k meg oly modon, hogy ha a lerajzolasban az e él elvilasztja az s és t
tartomanyokat, akkor a dudlisban az e* ¢l 6sszekoti az s* és t* csticsokat.

Megjegyzés. A definicioban nem véletlen, hogy mindig a lerajzolasra hivatkoztunk:
egy graf két kiilonbozs lerajzolasahoz kiilonbo6z6 dualisok tartozhatnak.

Definici6. Azt mondjuk, hogy a G grafnak az e él elvdgd éle, ha e elhagyésaval
G valamelyik komponense szétesik. Fz a lerajzolasban megfelel annak, hogy e két
oldaldn ugyanaz a tartomany van, tehat a dudlisban e* hurokél.



Lathato, hogy a G graf elvagdél-mentessége a feltehetd Osszefiiggdséggel egyiitt
pontosan a kétszeres élosszefiiggdséget jelenti, ami igy ekvivalens a dudlis hurokél-
mentességével. A dudlis j6 csicsszinezése nyilvanvalé modon ekvivalens a lerajzolas
jo tartoméanyszinezésével. A dudlis 3-regularitasa ekvivalens azzal, hogy az eredeti
graf triangulalt, azaz tartoményai haromszogek. Ennek segitségével kimondhatjuk a
kovetkezd lemmat.

2. Lemma. Barmely hurokélmentes G sikgrdf kromatikus szama legfeljebb 4.

A csticsszinezésekre vonatkozo allitast elég triangulalt sikgrafokra belatni, igy a
lemma a négyszintétel ekvivalens alakja — s6t, ez a négyszintétel megszokott alakja.

Most mar kimondhatjuk a 3-regularis kétszeresen élosszefiiggd sikgrafok élkro-
matikus szdmarol sz0l6 tételt.

3. Tétel. Legyen G egy 3-requldris, kétszeresen élésszefiiggd sikgrdf. Ekkor G élkro-
matikus szdma 3, azaz élhalmaza felbonthato harom diszjunkt teljes pdarositdsra.

Bizonyitds. Az 1. lemmara hivatkozunk. Vegyiik a graf egy szép lerajzolasat és szi-
nezziikk ki az 1, 2, 3, 4 szinekkel a tartomanyokat. Az els§ parositast azon élek
alkotjak, amelyek 1-es és 2-es vagy 3-as és 4-es szini tartoményokat valasztanak el.
A maésodikat azok, amelyek 2-es és 4-es vagy 1-es és 3-as szintieket, a harmadikat
pedig azok, amelyek 1-es és 4-es vagy 2-es és 3-as szintieket. A 3-regularitds mi-
att minden csticsban harom tartomény talalkozik, amelyek harom kiilénb6z6 szinnel
vannak szinezve. Igy ha két él kozos csticsba fut be, van egy olyan tartomany, amelyet
mindketten hatarolnak, tehat az egyik oldalukon 1évé szinnek meg kell egyeznie. A
mésik oldalukon 1év6 szinek viszont nem egyezhet meg, mivel két kiilonb6zG, szom-
szédos tartoményhoz tartoznak. FEz azt jelenti, hogy a fenti élosztalyokon beliil az
élek fiiggetlenek kell hogy legyenek, az osztalyok pedig lathatoan lefedik a teljes
élhalmazt. O

3. Paros grafok élkromatikus szama

A kovetkez6kben paros grafok élkromatikus szamara akarunk becslést adni. Mint az
imént, most is az egyszertiibb regularis esettel kezdjiik a vizsgalatot.

4. Lemma. Legyen G eqy k-requldris paros grdf. Ekkor G élkromatikus szdma k.

Bizonyitds. A lemmat egy segédallitassal bizonyitjuk be, amely szerint £ > 1 ese-
tén egy k-regularis paros grafban mindig van teljes péarositas. Ezt a kdvetkezGképp
lathatjuk be: a csticsosztalyok szokasos jelolésével a graf élszama

E=k-|Al=k-|F|.

A lefogési problémat igy minimum | A| db csiicesal lehet megoldani, a parossag miatt
azonban ennyi elég is. A K&nig-tétel szerint pedig ekkor létezik teljes parositas.

A lemma bizonyitasa innentdl k szerinti teljes indukcioval elvégezhets. Keressiink
egy teljes parositast a grafban, ennek éleit szinezziik ki a k szinnel. A megmaradt,
még szinezetlen élekkel a csticsok egy k— 1-regularis paros grafot alkotnak, amely az
indukcios feltevés szerint k—1 szinnel szinezhets, k= 0-ra pedig a lemma trivialisan
teljesiil. O]



A lemma segitségével bizonyithatjuk a kovetkezd tételt:

5. Tétel. Legyen G pdros graf. Ekkor

ahol A(G) a mazimdlis fokszamot jeldli.

Bizonyitds. Az nyilvanvalo, hogy x.(G)>A(G), hiszen a legnagyobb fokszamu cstcs-
ba Osszefutd élek mind kiilonboz6 szindek kell hogy legyenek. Elég tehat a mésik
iranyu egyenlGtlenséget igazolni. Legyenek G csiicsosztalyai A és F. Ha |A| # |F|,
akkor a kisebb osztalyhoz vegyiink hozza annyi csticsot, hogy a két osztaly elemsza-
ma megegyezzen. Legyen k=A(G). Ha a grafnak k-|A|=k-|F|-nél kevesebb éle van,
akkor mindkét cstucsosztalyban van olyan cstcs, amelynek foka k-nal kisebb, ugyanis
az élek szama az osztalyokon beliil vett fokszamosszeg és minden fokszam legfeljebb
k. Ezt a két cstucsot kossiik 6ssze egy tjabb éllel, és ezt folytassuk mindaddig, amig
egy k-regularis G grafot nem kapunk. A 4. lemma szerint G élkromatikus szama
k. G élei azonban G-nak is élei és ha két él G-ben kozds cstcsba fut Ossze, akkor
G-ban is. Igy kaptuk, hogy G élei jol szinezhetSk k szinnel, ami x.(G) < k= A(G)-t
jelenti. O]

4. Tovabbi élszinezési tételek

Az élszinezésekrdl sz0l6 egyik legerGsebb tétel Vizing tétele, amelynek bizonyitasa a
10. el6adasra maradt:

6. Tétel (Vizing, 1964). Ha G egyszeri graf, akkor
A(G) <x.(G) <A(G)+1

Megjegyzendd, hogy az allitdsban a graf egyszeriisége sziikséges feltétel, ha pél-
daul egy haromszoget vesziink, amelynek minden oldala k parhuzamos élbél all, vi-
lagos, hogy minden él kiilonb6z6 szint kell hogy legyen, holott a maximalis fokszam
csak 2k. Shannon tétele azt mondja ki, hogy ez a ,legrosszabb” eset, az élkromatikus
szam és a maximalis fokszam eltérése itt lesz a legnagyobb.

7. Tétel (Shannon, 1949). Ha G tetszdleges grdf, akkor

A(G) < x.(G) < SA(0)

Vizing tétele utan tudjuk, hogy egy adott G egyszertd graf élkromatikus szama
vagy A(G), vagy A(G)+1. A két lehetség kozti dontés azonban nagyon nehéz.
Bizonyités nélkiil megemlitjiik, hogy egyszeri grafokra a ,,A(G)-¢élszinezhetd” tulaj-
donsag NP-teljes.



