Grafelmélet - 5. eldadas

Készitette: Kapusi Csilla Andrea
Lemma (Lovasz Laszld)

=

1. dbra

Legyen x egy csucs H haldzatbdl ugy, hogy x-re paros szamu Hy-ba vezet6 él illeszkedik és H-
ra teljesil az aldbbi tulajdonsag:

(*) ¥ 8 SUCSV(H,);|9U| 2k (22)

Allitas: Minden xs élhez 3 xt él Ugy, hogy H halézatra megmaradjon a (*) tulajdonsag.
Bizonyitas:

Vélasszunk egy xt élt és H - H=H —xs—xt +sr. legyen @ SU SV (H,)st €U
cafold halmaz. Ekkor |U| € {k,k +1}; |85V < k = cafold (Mivel |8U| — 2 = |dgzU]).
Tudjuk, hogy (V' (H,) % U) azonos paritdsu, mint dU.

[(V{H N U) =k

A fentiekbdl kévetkezik, hogy |d(V(H,) % U)| = |2U|. Tehat x-bél legalabb annyi él vezet
(V(Hg)\U)-ba, mint amennyi U-hoz vezet.

Jelolés: cafold U = U, és N = x szomszédjai Hp-ban

Tegyiik fel, hogy n EN - U, (s, n € Uy,). Ekkor U, _,; U, 2 N (vagyis specidlisan U, lefedi N-
et).

<% el x-bdl Uy

U,

<% él x-b6l

U,

3. 4bra U, és U, nem diszjunktak, legalabb s kézés 2. abra Fed6 cafolé ponthalmaz N minimalis fedésérdl



Segédlemma
Legyenek A, B, C € V(H). Ekkor a kovetkez6 egyenlGtlenség all fenn:

[B(AnNBNC)+18AnBnC)+18(BnAnC)|+1d(CnAnB)| <|34A|l +18B| +
lac|

A H | Bizonyitas:

W két oldal éleket szamol. Vezessiik be erre az alabbi

jeloléseket:
- be: e hdnyszor szamolt a baloldalon
- Jje: e hanyszor szdmolt a jobboldalon
c Ve EE—reb, <j, = segédlemma

4. dbra

U;, Uy, Us-ra alkalmazva a segédlemmat, a kovetkez6t kapjuk:
bxs =1 jxs =3
4k < bal oldal < jobb oldal —2< 3 (k+1) -2

Megjegyzés: K-szorosan él-0sszefligg6 grafok hasonlé jellemzése adhato k paratlan esetben
is.

Tétel (Menger tétele)

Adott G graf/G iranyitott graf és s, t € V(G) dgy, hogy s # t. Ekkor a kdvetkez$ dsszefiiggés
érvényes:

min{|F|:F € E(G); G \ F — ben A st 0t/iranyitott Ut} =

maxik:py, .., py paronként éldiszjunkt st utak/irdnyitott utak}

Bizonyitas (iranyitatlan eset):
Legyen H egy hdldzat melyben a kapacitds C = 1.
min[|F:FE E(GHENF  benAstat = min[C(V): V vdgis H ban)
= max{é(f): f folyvam H— ban’
= m;lx{é(le: f: EI:E’} —= {0,1) folvam H — b::m}
= max{é[*f—’): ¢ E[E} ésVx E I[E} \{s, t}di(x) = df xj}
=max{é(¥): ¥ = E[:E} sV x £ L[ZE} N5t} dif(x)
= d¥(x) és @ kdrmentes)
= max{é(¥): & éldiszjunkt forris — nveld utak élhalmazainak Wnidja)
= max{k: gy, ..., p,éldiszjunkt st utak}



Kovetkezmény:
A kovetkez6k ekvivalensek:
1. GK-szorosan él-6sszefligg6
2. %W x, y € VG) 3 py..px éldiszjunkt xy Ut. Ha s = x és t = y akkor
min{|F|:F S EésG\F — benZ sttt} = k.

Definicio (Csucs-0sszefiigg6ség)
G graf akkor és csakis akkor k-szorosan (csucs) 0sszefiiggd ha:
VUS|V =2k+1; Ul <=k= G\ U dsszefiigga.
Tehat ha G k-szorosan Osszefligg6, akkor tetszélegesen valaszthatunk (k-1) csucsot,
melyeket eltavolitva a graf tovabbra is 6sszefliggd marad.

Tétel (Menger tétele, csucs valtozat)
Adott G graf/G iranyitott graf és s, t € V(G) Ugy, hogy st &€ E/ st & E. Ekkor a kovetkezd

Osszefliggés érvényes:
min{|U|:U EV\{s,th G\ U— ban 3 st it}
= max{k:p,, .., p, paronként kozds belsd pont nélkilli (pontfiiggetlen)utak}

Koévetkezmény: G K-szorosan oOsszefiggé & ¥ x, y € V 3 py,...,pr pontfliggetlen xy ut
(Technikai feltétel: |V|=k+1).

Parositasok paros grafokban

Definici6 (Parositas)

Egy G graf éleinek egy M halmazat parositdsnak nevezziik, ha a benne levé élek paronként
fliggetlenek (nincs kdzottiik 6sszefutas).

v(G) = max {|M|: M pérositis G — ben}

Definici6 (Paros graf)
G graf pdros, ha cslcsait feloszthatjuk két particiéra Ugy, hogy élek csak a ketté kozott
haladjanak (a particiékon beliil ne legyen egyetlen él sem).

Definicio (Lefogo ponthalmaz)
Egy L €V(G) halmazt lefogd ponthalmaznak neveziink, ha ¥ xy € E(G) esetén {x, y} 1 L #@.

1(G) = min {|L|: L lefogd ponthalmaz G — ben}

Eszrevétel: v(G) < 7(G)



Vi

Vi

5. abra

Tétel (KOnig Dénes)
Ha G paros graf, akkor v(5) = t(G).

Bizonyitas:

Legyen A és F a G graf két particidja. Vegyilk fel a vy és vg
pontokat, kdssiik 6ssze A illetve F minden pontjdval és adjunk
irdnyitast a grafnak az abran lathaté mddon. Erre alkalmazzuk
Menger tételének pont-valtozatat. A v,ve utak maximalis szama
v(G), a vat és veet elvdlaszté ponthalmaz minimalis

elemszama ().



