Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgatok szamara

4. ElGadas

Eldado: Hajnal Péter
Jegyzeteld: Magyari Nikolett 2009. szeptember 28.

Definicié. Legyen k € NT. Azt mondjuk, hogy G k-szorosan élosszefiiggd
VE C E esetén, ha |F| < k, akkor G — F dsszefiiggd

Példa. G 2-szeresen éldsszefiiggd akkor és csak akkor, ha G dsszefiiggd és Ve € E
esetén G — e is 6sszefiiggd.

k = 2 esetén a szobajovs F-ek: 0, {e}.
Eszrevétel. G k-szorosan élosszefiqgd, akkor G l-szeresen élosszefiiggd, ahol | < k.

A kiilonb6z6 foku Osszefiiggdségi fogalmak kozotti kapcesolat:
1-szeresen él6sszefiiggs = Osszefiiggs <= 2-szeresen él0sszefiiggs <= 3-szorosan élossze-
fiiggs < ...
Venn-diagrammal:

2—-szeresen
élosszefugdo

k—szorgsan
losszefugdo
k

osszeflggo

1. dbra. Az élosszefiiggGségi osztalyok Venn-diagramja

Jeldlés. U C V. Legyen OU = U (él)hatira = {e = xy € E : e két végét szepardlja
U}

= {azon xy élek halmaza, amit szétvdg az U} = {e =y : (x € U ésy ¢ U) vagy
(x ¢ U ésyel)}.

Példa. 00 =9V =0 és OU = aU.
0({z}) = {rd illeszkedd nem hurokélek}. Ha példdul G-ben nincs hurokél, akkor
[0({a})| = d(z).
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2. abra. Egy U ponthalmaz (él)hatara

Eszrevétel. G k-szorosan élisszefiiggd akkor és csak akkor, ha YU # 0,V |0U| > k.

Megjegyzés. G — Go, G k-szorosan élosszefiiggd akkor és csak ak-

hurokélek elhagydsa G-bél
kor, ha Gy k-szorosan élosszefiiggd.

Az els6 példankhoz egy jelolést vezetiink be:

Jeldlés. k- G grifhoz G minden élét k parhuzamos élsereggel helyettesitjiik.

2%»

3x
1x

3. abra. Példa egy graf tobbszorozésére

Példa. Legyen G osszefiiggd. Ekkor k- G k-szorosan €ldsszefiiggd.
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Tegyiik fel, hogy egy ellenség élek megsziintetésével nem Osszefliggévé akarja
tenni grafunkat. Ha tudjuk, hogy k-nal kevesebb élt sziintet meg, akkor az élek
k-szorozésaval Osszefiiggs grafunk "terrorista biztossa" valik.

Példa. K1 = k+ 1 pontu teljes grdf k-szorosan éldsszefiiggd.

De K1 nem (k + 1)-szeresen élosszefiiggs. Ehhez fokai tul kicsiek. Az észrevé-
teliink lényegét a kovetkez$ lemma Osszegzi.

1. Lemma. Ha |V| > 2 és G k-szorosan éldsszefiiggd, akkor Vo € V' esetén d(x) >
k.

Definicié. Legyen G dsszefiiggd.
@) max{k : G k-szorosan élosszefiiggd} G 0sszefiiggd
ke(G) =
0 G nem dsszefliggd.

ke(G)-t G élosszefiiggdségi paraméterének nevezzik.

Eszrevétel.

ke(G) = min |0U|
UCV, UZD,V

Megjegyzés. r.(G) hatékony mddon kiszdmolhato.

A 0.11. Eszrevétel igazolasahoz az alabbi médon G-bal el irdnyitott grafot ké-
peziink:

4. dbra. Halozat készitése egy gratbol

Emlékeztets: V = (5, T) vagas, ahol s € SésteT.
(W)= S e, e=7F (V)=|08]

z€S, yeT
Tovabba Folyam algoritmussal

min c(V) meghatéarozhato.
V=(S,T) szétvagja s—t csucspart

min |0U| = min min c(V), ahol s € S, t ¢ S.
U#D, V s#t S: szétvagja s—t-t
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Definicié. G minimdlis k-szorosan élosszefiiggd graf akkor és csak akkor, ha k-
szorosan €losszefliggd és Ve € E esetén G — e mdr nem k-szorosan élosszefiiggd.

Példa. o K1, mivel barmely €lt elhagyjuk, akkor k ald csokken a két csics
fokszdma, gy megszinik a k-szoros €losszefliggdséy.

o kT, aholT = fa (minimadlis dsszefiiggd grif) és ennek a tobbszorozitt fanak, ha
elhagyjuk az eqyik élét, akkor a mellette fekvd k — 1 élpdr elhagydsdra szétesik.

2. Tétel. G minimdlis k-szorosan élosszefiiggd grif, akkor G-ben van k foki csics.

k = 1-re (fak esete) tudjuk az allitast.
Bizonyitas. ElGszor bevezetiink egy fogalmat: Ha U # (), V és |0U| = k, akkor azt
mondjuk, hogy U pontos. Célunk, hogy egy elemt pontos U-t talaljunk. U legyen
egy minimalis (nem {ires) pontos halmaz.

e U-n belill nem halad él. Ekkor |0U| > k|U]|, ahol |0U| =k = |U| = 1.

e U-n beliil halad e él. Ekkor G — e nem k-szorosan élosszefiiggé = IW C V,
ahol W # (), V illetve |0g_.W| < k és |0cW| > k = Wpontos G-ben, z,y-t
elvalasztja. Feltehets, hogy z € W,y ¢ W.

V(G)

-

5. abra. Az e él és a hozzatartozo két pontos halmaz

Vezessiik be a kdvetkez6 lemmét a tétel bizonyitéasahoz:

3. Lemma. Legyen A, B C V(G), akkor
|0(ANB)|+ |0(AU B)| < |0A| + |0B.



Lemma = Tétel. Legyen A=U és B =W.
AUB#V hiszen y¢ AUB. AN B # (), mert W C U nem lehet U minimalitasa
miatt. Tehat ANB #0,V és AUB#0,V.

Lemma
G k-szorosan élosszeflige6 = k+k < Jobb oldal < Bal oldal = k+ k&, ahol W

és U /U pontos halmazok = UNW, UUW is pontos. UUW pontos és U UW C U,
amely ELLENTMONDAS, mert U minimalis pontos halmaz volt.

Lemma bizonyitasa: Minden élrél azt allitjuk, hogy a bal oldalon legfeljebb annyi-
szor szamoljuk meg, mint a jobb oldalon. Ez egyszeri eset analizis:

A

70

6. abra. Nem "ugroélek", nincs szerepiik. Ugrdéleknek hat darab tipusa van.

I. ANB — AN B él. Ilyenck hozzajarulasa a jobb oldalhoz +1 és a bal oldalhoz is
+1.

II. ANB — AN B ¢él. Ilyenek hozzajarulasa a jobb oldalhoz +2 és a bal oldalhoz +4-0.
A tovabbi esetek hasonléan targyalhatok.

Megjegyzés. A bizonyitdsbol kovetkezik a kivetkezd dllitds: Ha U pontos, akkor
tartalmaz egy elemi pontos halmazt is. Ezt alkalmazza U és U-ra, kapjuk a kovetkezd
kévetkezményt:

4. Kovetkezmény. Egy minimdlisan k-szorosan élosszefiiggd grafban van legaldbb
2 darab k foki pont.

Ennél tobb nem is mondhaté. Ehhez vegyilink egy P utat és minden élét k-
szorozzuk meg. Az ut két végpontja lesz a ketté k foku csics, minden més csics
foka 2k.

Definicié. Legyen adott | € N*. [ élet kivdlasztunk és kozepeiken felvett eqy-eqy 1ij
csucsot azonositjuk egy O csicsként. Az iy O csics foka 21, azaz d(J) = 2I.
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7. abra. Elosszecsipés, £ =5,k = 10

5. Lemma. Legyen k pdros. Ekkor, ha G k-szorosan élosszefiiggd és

G — @,
k_

5=l él osszecsipésével jon

akkor G k-szorosan €losszefliggd.

Bizonyitas: R

Allitas (lemma) = U C V(G) = V(G)U{O}, ahol U # 0,V és |0gU| > k.

Elég azt az esetet vizsgalni, amikor (0 ¢ U, azaz U C V(G). Ekkor |0gU| > |0cU|
konnyen ellendrizhets. Mivel G k-szorosan élosszefliggs, |0qU| > k.

Definicié. G-r6l azt mondjuk, hogy felépithetd 1-élosszecsipés-operdcickkal, ha lé-
tezik a kévetkezd grdafsorozat, amely minden eleme vagy | €l Osszecsipése vagy €l
hozzdaddsdval (meglévd két csics dsszekiotése) kaphatd az elézd grafbol.

6. Kovetkezmény. Ha G felépithetd [-élosszecsipés-operdaciokkal, akkor G k-szorosan
élosszefiiggd.

7. Tétel. Legyen k =2l ésl € Nt (= k > 2) és|V| > 2. G k-szorosan élosszefiiggd,
akkor €s csak akkor, ha G felépithetd | €l dsszecsipéseivel.

Bizonyitas: "<" az el6z6 kovetkezmény.

"=": Indukci6 G méretére: |V|-ra, azon beliil | F|-ra. Indukeci6 kezdete: |V| =2,
rendben van.

Indukcios feltevés: tudjuk az allitast (kisebb pontszéamra, illetve azonos pontszam
mellett kevesebb él esetén.) Az indukcios 1épés:

e ha G nem minimélisan k-szorosan élosszefiiggs graf, akkor de € F, hogy G —
e k-szorosan élosszefiiggs. Indukcids feltevés: G~ G —e — G

élhozzaadas

e (G minimalisan k-szorosan élosszefiiggs graf, akkor Jz € V', hogy d(z) = k.

A kietkezd lemma adja a kulcsot a befejezshez.
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N N
H-Xu—xv+uv

8. abra. Lovasz-féle "leemelés"

8. Lemma. (Lovdsz Ldszlo)
Legyen Haza grdf, amelyet H-bol egy ij x csics és x-bdl 2s H-hoz vezeld €l hoz-
zdaddsdval kapunk. (V(H) =V (H)U{z}).

Legyen % a kovetkezd tulajdonsdg: Minden U C V(H), (ahol U # 0,V ) esetén
|0U| > k(= 2l). FEkkor minden xu élhez taldlhato olyan xv €l, hogy a x feltétel
megmaradjon a H — xu — xv + uv grdfra.

~

A tétel hidnyzo esete konnyen befejezhets a lemma ismételt alkalmazasaval: G =

Lemma

r—(G—z) = r-G=>r—-G = -=>12—-G

G-re megdériztiik a * feltételt. x egy izolalt cstcs, igy * alapjan G; k-szorosan
élosszefliggs. Indukceio alapjan felépithets, amibdl G egy tovabbi dsszecsippentéssel
megkaphato.

A lemmat jové 6ran bizonyitjuk.

Hasonlo felépitési tétel adhatod k-szorosan élosszefiiggd grafokra paratlan k esetén
is.



