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3. ElGadas

Eldado: Hagnal Péter
Jegyzeteld: Pék Maté 2009. szeptember 21.

1. Folyamok

1.1. Definicio. G = (V, E, K, B) iranyitott graf, ha Ved!v:eKv és Vedlv : eBw,
ahol K illetve B a ki- és bemend illeszkedési relaciot jelentik.

1.2. Definicié. H halozat (5'),3,75,0), ahol G eqy iranyitott grdf, s €'V forrds,
t €V nyeld, c: E(G) — R" pedig a kapacitasfigguény.

Szemléletesen a halozat egy cs6hélozat, a kapacitasfiiggvény pedig az egyes csove-
ken val6 maximaélisan atengedheté mennyiségii viz nagysaga.

1.3. Definicié. Az f: E(G) — Rxq figguényt folyamnak nevezzik a H hdlézatban,
ha

I Ve € E esetén  0< f(e) <c(e)

1L Yo e V\{s, t} esetén 3 cp ) f(€) = cp, ) [(€) (megmaraddsi feltétel)

Tehat a csévon nem folyhat at a kapacitasnal nagyobb mennyiség. Tovabba telje-
siilnek a fizikabol ismeretes anyagmegmaradasi torvények.

1.1. Példa. Az f =0 folyam egy tetszdleges halozatban. Ekkor minden élen 0 anyag-
mennyiség fut.

Ahhoz, hogy konnyebben elképzeljiik a folyamokkal kapcsolatos fogalmakat, néz-
ziink egy masik alkalmazast. Tekintsiik egy varos uthalozatat. A forras lehet egyes
lakotelepeket, lakoparkokat reprezentald csics (ahonnan reggel a belvarosba szeret-
nének eljutni autoval az emberek). A belvarosi munkahelyeket reprezentéalja a nyeld.

1.4. Definici6é. Legyen f folyam a H hdlozatban.

Az f értéke:= value(f)= > .. fle)—> .. 5, f(e)

Az f folyam értéke negativ is lehet, ilyenkor visszafele folyik a viz a cshalozatban.

1.5. Definici6. Legyen G eqy iranyitott grdf. Egy V ={S,T} vdgds G -ben a pont-
halmaz eqy kétosztdlyu particidja. V eqy s - t vagas, ha s€ S, ésteT.
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1.1. Lemma. I value(f) =) 5 f(€)—> ..k f(€)
II. Tetszileges V ={S,T} s-t vdgdsra: value(f)=>_ o .+ fle)=> .15 f(€)

Tehat egy megfelels V' vagas alapjan ki lehet fejezni a folyam értékét: a forras felsl
atfolyd anyagmennyiséghdl kivonva a nyel§ iranyabol visszafolyé anyagmennyiséget
megkapjuk value(f)-t.

Bizonyitds. S minden elemére egy egyenl&séget frunk fel:
A folyam értékének definicioja alapjan s (forraspontra):

Ze:eKt fle)— Ze:eBt f(e) = value(f).

Majd felirjuk az anyagmegmaradas torvény rendezett forméjat a v € S\{s} cstucsokra
(azaz a nem forrasokra):

Ze:eKv f(e) - Ee;er f(e) =0.

Ezutén Gsszegezziik az 6sszes S-beli cstucsra felirt egyenlGséget. A jobb oldal pontosan
value(f) lesz. Egy él viszonya a vagéashoz négyféle lehet:

[. §— S, T — T.Ezek az élek kiesnek, a jobb oldalon 2 egyenletben szerepelnek
ellentétes elGjellel, kiesnek.

IT. az S =T, T — S keresztélek maradnak, megfelel§ elGjellel.

Igy az Osszegzés utan a bal oldalon a folyam érték alternativ felirasahoz jutunk. W

Folyam probléma: Adott a H halozat, az f folyam: value(f) — maz.

Tehat a célunk az, hogy egy adott folyam értékét maximalizaljuk.

Itt jegyezziik meg, hogy az értelmezési tartomany folytonos, az értékkészlet R. Az
értelmezési tartomény egy eleme, egy f folyam azonosithato az f(e) szamok
vektoraval: f=f € RE(a), azaz ET C RE(©). Az értelmezési tartomany kompakt
halmaz, mivel korlatos (0 < f(e) < c(e)) és zart. Mivel a folyam értéke folytonos az
értelmezési tartoményan, ezért felveszi maximumaéat. Ez alapjan a max hasznélata
jogos.

1.1. Megjegyzés. Tulajdonképpen a folyam probléma a linedris programozds feladat
eqy specidlis esete : a mazimalizalandd value(f) figguény linedris, valamint a folyamok
halmaza linedris egyenldségekkel és egyenldtlienségekkel van definidlva.

Az alabbi becslést adhatjuk value(f)-re:
1.1. Kovetkezmény. Legyen f tetszdleges folyam, V wvdgds. Ekkor
value(f) <> .o rpcle) =1c(V),

mivel az egyes kapacitdsokndl nem lehetnek nagyobbak a megfeleld folyamok. c¢(V')-t a
vagas kapacitasdnak nevezziik.
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Ennek legerésebb valtozata:

1.2. Kovetkezmény. Maz ¢ foryamvalue( f) < minypagasc(V),
tehdt a mazximdlis folyam érték < a minimdlis vdgds kapacitasndl.

Tudjuk, hogy véges sok vagas van egy n csicsi grafban, pontosan 22 db. Azaz a
jobb oldal egy véges halmazon vett optimalizalasi probléma. Célunk, hogy belassuk,

7

hogy ” <7 helyett ” =" irhat6. Ha f optimalis / maximaélis értékt, akkor alkalmas
vagassal a forras — nyel6 (S — T) élek kapacitasig kihasznaltak és nincs visszafolyéas.

1.6. Definicid. Legyen H(a),s,t,c) hdlozat, ebben pedig eqy f folyam. Egy S — T
utat nevezzink el P itnak, majd hagyjuk el a G grdf irdnyitasdt (igy kapjuk a Gy
irdnyitatlan grdfot). P eqy €le két fajta lehet (5-])6% helyzetének megfelelden): vagy
eldrehalads €l (azaz S — T irdnyitdsi) vagy hdtramutatd €l (azaz T — S irdnyitdsi).
Ezen élek halmazai Eeore(P) €s Epgira(P). 19y E(P) = Eejore(P) U Enatra(P). Ekkor
P javitoat (f folyamra, H((_}?,s,t,c) hdlézatban), ha

I 4t Go-ban, azaz E(P) = Eeore(P) | Ehatra(P),

II. e € Egore(P): fle) <cle), e € Epara(P):  f(e) >0, azaz ha az eldrehalado
éleken nem folyik dt a kapacitdas dltal megengedett anyagmennyiség, valamint
visszafele (a hdtramutato éleken) is halad valamekkora (> 0) anyagmennyiség.

1.2. Lemma. Legyen f egy folyam a H(a), s,t,c) hdlozatban. Ekkor ha taldlunk egy
P javito utat, akkor f folyam nem maximdlis értéki.

Bizonyitds. Legyen P egy javité ut f-re. Legyen minecp,,,. (p)(c(e)—f(€))=0ciore (a2z-
az, az e ¢len ennyivel novelhetd az anyagmennyiség), hasonléan dpatra=minceg, .. f(€),
valamint a minimumuk: § = min(dpasrq, delore. Javitod ut esetén § > 0, azaz lehet még

novelni az anyagaramlast. Legyen a médositott folyam f(e) =

fle), e¢ E(p)
(1) fle)+0, €€ Eeore(P)
f(e)=3, €€ Epara(P)

Ekkor a megmaradasi térvények teljesiilnek f-ra, f(e) a [0, ¢(e)] intervallumban marad

és value(f(e)) =value(f)+0 > value(e), azaz talaltunk egy f(e)-nél folyamot, tehat
f nem maximélis értékd. |

1.1. Tétel. Legyen f egy folyam a H(E'),s,t,c) hdlozatban. A kévetkezd dllitdasok
ekvivalensek :

1. f folyam értéke maximadlis
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1. abra. Egy iranyitatlan st at

II. f-hez nincs javito it
III. f-hez van olyan V = {S, T} vdgds, hogy value(f)=c(V)

Bizonyitds. (1) = (2) : az €l6z6 lemmabol kovetkezik.
(2) = (3) : a bizonyitashoz az alabbi fogalmat vezetjiik be:

1.7. Definici6. P javito ut kezdemény, ha:
1. 5-bdl indulo it G-ben,
II. Ve € Eoore(P) : f(e) < cl(e) és Ve € Epara(P) : f(e) > 0.

Legyen s € S ={x € V : sz javitout-kezdemény}, t € T:=V\S ( (2) miatt ¢ & S)
A két halmaz egy V = {S, T} vagast hataroz meg.

1.1. Allitas. A V = {S, T} vdgdsbdl kévetkezik (3).

Bizonyitas. Legyen s € S, xy € E. Az sx+xy ¢él egy sy ut, ami nem lehet javitout-
kezdemény, ha y ¢ S. Ez ekvivalens azzal, hogy f(z7) = c(x3)) v € S,y € T esetén.
Teljesen hasonléan miikédik visszafele: u2 € E,u€T, 2€S) esetén f(uz)=0, kiilénben
létezne su javitout-kezdemény. Tehat value(f) <c(V) bizonyitasaban minden becslés
"=""azaz value(f)=c(V).
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(3)=-(1): feliilrél becsiiltiik ¢(V')-vel az value(f)-et (lasd az el6z6 kovetkezményt),
ezért a folyam értéke maximalis lesz. [ |

2. dbra. Egy vagés

1.3. Kovetkezmény. (MFMC tétel), azaz mazximdlis értéki folyam, minimdlis
kapacitdisi vdgds tétele (mazximum flow minimal cut).

maxffolyamva'lue(f) = min\/vagasc(v)

2. Algoritmikus kérdések folyamokra

2.1. Kovetkezmény. Ford-Fulkerson algoritmus

Kiindulo lépés: Vegyiink eqy tetszdleges f folyamot a H hdldozatbol.
1. lépés (keresés): Javito utat keresiink. Ha taldlunk javitd utat, akkor a 2. lépéssel
folytatjuk. Ha nem taldltunk, akkor az aktudlis folyam mazimdlis (itt véget ér az al-
goritmus).
2. lépés (javitds): az el6zd lemma segitségével mdodositjuk a folyamot, majd ezzel a
modositott f folyammal térink vissza az 1. lépéshez.

A javito utat keresd algoritmus (1. lépés) (f : folyam, H : hdlozat).
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P javito ut, V wvdgds: value(f)=c(V).

1.0. lépés: Legyen S :={s} javitout-kezdemény keresése.
1.1. lépés (bovités): Legyen
Beore ={r € V\S:3Jy€ S, zy € E: f(7)) < c(xy)} és
Bhara ={r € V\S:Iyec S,zyc E: f(yz) > 0}.
Ezutan két esetet kiilonboztetiink meg:

1. ha Beore = Bhatra =, akkor f-hez nincs javito 1ut, ezért a folyam értéke ma-
ximdlis, ldsd 1.1. Allitds bizonyitdsdt (itt véget ér az algoritmus).

II. mdskilonben (azaz ha Bejore =  €s/vagy Bhawra = ) tovdbbi két van:

1. ha t € S Beiore U Bhatra, akkor taldltunk javit utat az f folyamhoz, ko-
vetkezik a 2. lépés (javitds).

2. mdskildnben (azaz hat¢S U Beiore U Bhatra) legyen S=S U Beiore U Bhatra-
Az 1.1. lépést (bovités) (S)-re végezziik el.

Ciklizalhat-e az algoritmus?

2.1. Megjegyzés. Ha a kapacitisok egészek és a kiinduld folyam is egészértéki (fo-
lyam értékkészlete N), akkor az algoritmus végig az egészek kizt mikidik.

A folyam minden javitasanal a folyamérték > 1-gyel né, igy nincs ciklizalas. S6t a
kovetkez§ tételt kapjuk:

2.1. Tétel. Legyen (6, s,t,¢) hdlozat, amelyben c : E(a) — N. Ekkor létezik egész
értéket felvevd optimalis folyam.

2.2. Megjegyzés. c: E(@) —Qt, c(e) = %, ahol ¢ € N. Ekkor sincs ciklizdlds.

2.3. Megjegyzés. Kionnyen lathato, hogy a Ford-Fulkerson algoritmus a legrévidebb
Javitoutat taldlja meg. Beldthatd, hogy ekkor az R aritmetikaban sincs ciklizdlds (ezt
nem bizonyitjuk).

Altalaban azonban lehetséges a ciklizalas: az R-aritmetika és "hossza" /"rossz" ja-
vitoutak ciklizédlashoz vezethetnek. A folyamértékek monoton névd korlatos sorozatot
alkotnak, de lehetséges, hogy nem az optimumhoz tart a sorozat.
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