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1. Fak osszeszamlalasa

1.1. Tétel. Legyen V = {vy,...,v,}, d(v;) =d; e N, n=|V|, n>2
és > d; =2(n—1). Ekkor a {d;}-t realizdlo fik szima:

(n—2)! ﬁ

Bizonyitds. Feltehets, hogy {d;} nemcsokkend sorozat. Ha valamely d; = 0,
akkor a graf nem fa, mert van izolalt pontja. Ekkor d; = 0 miatt a szorzat
értéke is 0 lesz, ami szintén azt jelenti, hogy nem létezik a {d;} sorozatot
realizalo fa.
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1. dbra. A diszjunkt esetek.




Ezek utan feltehetjiik, hogy d; = 1, mivel a fokszdmsorozat nemcsokkend
sorrendben rendezett, és a d; = 0 esetet mar megvizsgaltuk.

Tekintsiik most az 1. dbrat. Ha a bekarikdzott csticsokbol allo grafokat
realizaljuk faval, méghozzé a téglalapokba irt {d;} szerint, akkor egy-egy fa
realizdlasat kapjuk a teljes csiicshalmazon. Vegyiik észre, hogy n — 1 darab
diszjunkt esetre bontottuk szét a problémat.

Most n-re vonatkozé indukcioval bebizonyitjuk az allitas helyességét. Ha
n = 2, akkor csak egy realizalo fa létezik: a két csiics 0ssze van kdtve egymas-
sal. A képletben n-t behelyettesitve szintén 1-et kapunk.

Most kovetkezzen az indukcios 1épés: Tegyiik fel, hogy n — 1-re teljesiil az
allitas. A gorbéken beliil n — 1 csucs talalhato, és a fokszamok Gsszege 2(n —
—2). Minden egyes diszjunkt esetben a j-edik cstcs fokszama eggyel kisebb,
mint a kiindulasi értéke, azaz (7] = d; — 1, mivel 6ssze van kotve v;-gyel.
Ebbdl kifolyolag a realizalo fak szama:

di d;j—1 d;
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Az elébbi kepletben szeretnénk elérni, hogy csak egy produktum szerepeljen,

amihez a (d 0 tagokat kell eltiintetniink, igy felhasznaljuk a kovetkezdt:

-1 d d! d-1 d;

d—1)!  d;! d; (d;—1)! d
Ez alapjan az 1. képletet atalakithatjuk:

-(dj — 1)

n
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Mivel a gorbén beliili cstcsok fokszamainak Gsszege 2(n — 2), és az el6z6
képletben d; —1-eket Osszegeztiink, ami ett6l n—1-gyel kevesebb, a 2. képletet

tovabb alakithatjuk:
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Mivel d; = 1, atalakitas utan kapJuk az allitasban szerepld képletet:

=211 & (4)
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A bizonyitas gondolatmenetét hasznalhatjuk adott fokszamsorozathoz tar-
tozd Osszes realizalo fa listdzasara is.

1.2. Kovetkezmény. (Cayley-tétel) Eqy adott n-elemi csicshalmazon n™ >

kiilonbézd fa lehet.

Bizonyitds. Tekintsiik az 6sszes, fat realizalo {d;} fokszamsorozatot. Az el6z6
tételt felhasznalva a kiilonb6z6 fak szdma:

S (-2 H% )

di,...dn €N
S d=2(n-1)

A j—;! tort egyszertisithets: ] d
képlet a kovetkezd alakn lesz:

;. Vegyiik a di =d; — 1 jelolést! Ekkor az 5.

Z (n —~2)! (6)
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Most segitségiil hivjuk a multinomialis tételt, azaz:
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Ha az z;-k értéke az el6z6 képletben 1, és [ értékének (n — 2)-t valasztjuk,
akkor a tétel jobb oldala megegyezik a 6. képlettel, igy az egyenls az el6z6
képlet bal oldalaval is, és igy megkaptuk a bizonyitand6 allitast:

(1+...+ 1) =n"? (7)
U

1.3. Definici6é. Legyen G eqy hurokél nélkili graf. Lg jeldli a G pont—€l
illeszkedést matrizdt, amelynek a szerkezetét a 2. dbra szemlélteti.

Minden oszlopban 2 darab 1-es, valamint 0-k szerepelnek. Minden sorban
az l-esek szama megegyezik a megfelel§ csics fokszaméval.

1.4. Definicid. Legyen L—G> az a mdtriz, amelyet Lg-bdl gy kapunk, hogy
minden oszlopban az eqyik 1-est vdltozatlanul hagyunk, a mdsik pedig negativ
eldjelet kap. Ez azt jelenti, hogy a G grdf minden éléhez iranyitdst rendelink,
tehdt G egy irdnyitdisat kapjuk.



2. abra. A pont—¢l illeszkedési matrix.
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1.5. Definici6. Legyen L;" az a mdtriz, amelyet Lg-bol kapunk a v csics

sordanak elhagydsdval.

1.6. Definici6. Legyen F' C E(G), azaz a G grif oszlophalmazdnak egy
— —

részhalmaza. Ekkor LZ°[F) az a mdtriz, amelyet L -b6l az F-beli oszlopok
kivdlasztdsaval kapunk.

—
1.7. Tétel. Legyen F' C E(G), |F|=|V|—-1=n—1. L;[F] egy
(n—1) x (n—1)-es mdtriz, és a determindnsa akkor, csak akkor nem nulla,
ha F eqy feszitdfa élhalmaza. Tovdbba ebben az esetben a determindns értéke
1 vagy —1.

Bizonyitds. Legyen I egy feszit6fa élhalmaza. A feszitéfa levélcsipésekkel
lebonthato a v cstcsra. Az i-edik lecsipésnél lecsipett cstcsot jeloljiik v;-vel,

—
a leccsipett élt e;-vel. Ekkor az L;"[F| méatrix a kovetkezd:

3. abra. Az Ea”[F] matrix.



Mivel ez a matrix fels6 triangularis, és a f6atlojaban +1-esek allnak, a
determinansanak értéke 1 vagy —1.

Ha F' nem egy feszitéfa élhalmaza, akkor F-ben létezik kor C' élhalmaz-
zal. Tekintsiik most a kovetkezs dbrat:

4. abra. A C élhalmazt kor G-ben, Lg-ben, illetve az atalakitott Lg-ben.

A G graf tetsz6leges iranyitasa mellett a C' élhalmazbol nem feltétleniil
keletkezik egy iranyitott kor. A L—G>—ben a C élhalmazhoz tartozd oszlopok
koziil a megfelel6k —1-gyel valo szorzasaval elérhetjiik, hogy C' egy iranyitott
kor legyen. Ez az atalakitas a matrix rangjat nem valtoztatja meg. Azon-
ban a C-beli élekhez tartozd oszlopok Osszege ezaltal 0 lesz, igy a métrix
determinénsa is 0. O

1.8. Tétel. (Binet-Cauchy-tétel) Legyen A eqy nx N-es, B pedig eqy N X n-
es mdtriz. Jeldlje S(A) az A sorhalmazdt, O(B) pedig a B oszlophalmazdt,
tovdibbd F C O(A) esetén A[F] az F-nek megfeleld oszlophalmazdit az A
mdtriznak, és B[F] pedig az F-nek megfeleld sorhalmazdt a B mdtriznak.

det(A-B)= Y det(A[F))-det(B[F))

FCO(A)
|F|=n

1.9. Kovetkezmény. (Kirchoff-tétel) Legyen G egyszerd grdf, v € V(Q)
tetszdleges csiucs. Ekkor G feszitdfdinak szdma:

det (Lg' - (Lg)" ) (8)

Bizonyitds. A BinethauChy tétel alkalmazasaval a 8. képletbdl kapjuk a
—
kovetkezst, ahol (L ) {F} jeloli az (Lg")T-nak az F-nek megfelel§ sorhal-

mazat: N SN
Y det(Lg![F)) - det((Lg") {F}) (9)
FCE(G)
|F|=n—1



Azonban a szummén beliili értékek 0-k, vagy 1-ek attol fiiggGen, hogy I egy

feszit6fa élhalmaza-e, vagy sem. Ebbdl kifolyolag az 6sszeg G feszitGfainak
szamat adja meg. O

A tovabbiakban a tételben szereplé matrixot mas alakban irjuk fel. Ehhez
sziikségiink lesz az alabbi definiciora.

1.10. Definicié. Legyen G egy eqyszerd graf. A G grif szomszédsdgi mdtrizdt
Ag-vel joljik, és a kévetkezd szerkezeti :
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5. abra. A szomszédsagi matrix.

1.11. Tétel. (Kirchoff-tétel masik formdban) Legyen M a 6. dbrdn ldthato
mdtriz, amelyet a 7. dbrdn ldathato mddon kaptunk. Ekkor a G grdf dsszes
feszitéfdinak szama: det(M).
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6. abra. Az M matrix.

7. 4bra. Az M matrix elgallitasa.



2. Alkalmazasok

2.1. Kovetkezmény. (Cayley-tétel) Jelolje K,, az n-csicsi teljes grifot. K,
feszitéfdinak szdma: n" 2.

Bizonyitds. Kirchoff tételének masodik formajat felhasznalva kapjuk a 8.
abran lathato elsé matrixot, amely (n—1) x (n—1)-es. Ennek az els§ sorahoz
hozzdadva az Osszes tobbit kapjuk az dbra masodik matrixat. Ennek pedig
az elsé sorat hozzidadva az Osszes tobbi sordhoz kapjuk az &dbra harmadik
métrixat. Ez azonban felss triangularis, igy a determinansanak értéke: n™ 2.
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8. abra. Bizonyitas a Kirchoff tétel masodik alakjaval.

O

Megjeqyzés: A kovetkezd feladat nem szerepelt az elGadason, ez csak a
tanultak gyakorlasara szolgal.

2.2. Példa. Hany feszit6faja lesz annak a grafnak, amit a teljes grafbol egy
tetszéleges él elhagyéasaval kapunk?

Megoldds : Hasznaljuk fel Kirchoff-tételének masodik formajat! A 9. 4bran
lathatd Ag jeloli a G graf szomszédsagi matrixat, amiben minden csiics fok-
szama n, ezért a f6atlot kivéve mindenhol 1-esek szerepelnek. Tegyiik fel,
hogy az e = (1, 2) élet hagytuk el az n-cstcsu teljes grafbol. Ekkor G szom-
szédsagi matrixa a 9. dbran lathaté6 modon valtozik meg. Ez egyben azt is
jelenti, hogy az vy és vy csiicsok fokszama n — 2 lesz.

Ezek utan a megoldas levezetését a 10. abran lathatjuk - amely nagyon
hasonlit a Cayley-tétel bizonyitasdnal hasznalthoz - és kapjuk, hogy a vizs-
gélt graf feszit6fainak szama: (n — 2) - n"3.



9. dbra. A szomszédsagi métrix.
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10. abra. Megoldas a Kirchoff tétel masodik alakjaval.



