Fak osszeszamlalasa

1. Tétel. Legyen {d;}, C N,n > 2 fokszamsorozat olyan, melyre teljesil a

Zdi:2(n—1)

eqyenldség, ekkor ezen fokszdmsorozatot realizdld fak szama:

(n—2)!H%. (1)

Bizonyitas. Ha valamely j indexre d; = 0, akkor a fokszamsorozat nem realizadlhato
faval, hiszen legalabb egy legalabb két pontbol all6 fa csiicsainak fokszama minimum
1. Ilyen esetben a formula értéke is 0.

Tegyiik fel, hogy 1 < d; < dy < -+ < d, és a realizalo fa csucsai {v;}!, ahol
d(v;) = d;. Tudjuk, hogy

igy dy = 1, azaz a v; cstucs minden realizald faban levél. A realizalo fakat n — 1
diszjunkt csoportba oszthatjuk aszerint, hogy a wv; cstcsnak melyik masik csics a
szomszédja. Ha realizaljuk a ds,ds,...,d;—1,d; — 1,d;yq,...,d, fokszamsorozatot
faval, akkor megkapjuk az eredeti fokszamsorozat egy realizacidjat, amelyben wv;
szomszédja v;.

Ezt felhasznalva teljes indukcioval igazoljuk a formula helyességét. Az allitas
n = 2 esetén nilvanvaloan igaz. Tegytik fel, hogy (1) teljesiil n — r cstucsu fak esetén,
ahol r > 0. Ekkor a {d;}! ; fokszamsorozatot realizal6 fak szama
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2. Kévetkezmény (Cayley). Az n csicsi teljes grif, K,, feszitdfdinak szdma n™2.

Bizonyitas. Az 6sszes n csicsu fa K, egy feszit6faja, igy fokszamsorozataik szerint
csoportositva K, feszitéfainak szdmara a kovetkezs Osszefiiggés adodik
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ahol cz = d; — 1. Vegyiik észre, hogy a (2) egyenlGség jobb oldala a multinomidlis
tétel specidlis esete, igy
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Definicié. Legyen G hurokél nélkiili graf, ekkor G pont-él illeszkedési matrixan
(incidencia matrixan) egy olyan Lg = (I,)vev.ecp matrixot értiink, melyre

- 1, hawvle,
" 10 kiilénben.

Megjegyzés. A G graf incidencia matrixa egy olyan matrix, melynek minden oszlo-
paban 2db 1-es szerepel, és minden soraban az 1-esek szama a sorhoz tartozo csucs

foka.

Definicié. Legyen L egy G graf incidencia-métrixa, ekkor az L¢ métrixot agy
képezziik, hogy L minden oszlopaban megvaltoztatjuk az egyik 1-es elGjelét, az
I_;(_;” matrixot ugy kapjuk, hogy elhagyjuk a v cstcshoz tartozé sort L-bél. Legyen
F C E, ekkor LZ°[F] az Lz matrix F-beli élekhez tartozo soraibol alkotott matrix.

3. Tétel. Legyen FF C E,|F| = |V|—1 =n—1, legyen tovibba v € V tetszdleges. Ha
LU[F) nemelfajuld, akkor F' eqy feszitdfa élhalmaza. Ha F egy feszitdfa élhalmaza,

akkor det (E&”[F]) e {-1,1}.

Bizonyitas. Ha F' egy feszit6fa élhalmaza, akkor ezen feszitéfa lebonthatod levél-
lecsipés operacioval addig, mig csak a v cstics marad meg, legyen v; az i-edik 1épésben

lecsipett cstics és e; a lecsipett él. Ekkor V' = {vy,vs,...,v,_1,v}, legyen F =
{e1,€9,...,e,_1}. Ezen jelolések mellett
+1 0 ... 0
+1 0 ... O
LEJU[F] = : )
+1 0
+1

ami egy also triangularis matrix, melynek determinansa =+1.

Tegyiik fel, hogy F' nem egy feszitéfa élhalmaza. Egy n pontbol és n—1 élbdl allo
graf pontosan akkor nem fa, ha tartalmaz kort, igy F tartalmazza egy kor éleit. Ha
az irdnyitast megvaltoztatjuk, akkor elérhets, hogy F' elemei kozott szerepeljenek
egy iranyitott kor élei. Ez a valtoztatas nincs hatassal a méatrix rangjara. Az Lc

matrix ezen élekhez tartozd oszlopainak osszege 0, és igy det <E5” [F ]> = 0. [

4. Tétel (Binet-Cauchy). Legyen A egy n x N-es mdtriz, B pedig eqy olyan
N X n-es mdtriz amelyre teljesiil, hogy B oszlopai megegqyeznek A soraival. Jeldlje
az A mdtriz oszlopait O(A), ekkor

det (A- B) Z det (A -det (B[F]) .
“iren
F

5. Tétel (Kirchoff). Legyen G egyszerd grdf, ekkor G feszitdfdinak a szdma

o (I (22°)' )



Bizonyitas. Alkalmazva a Binet-Cauchy tételt kapjuk, hogy

det (Eav _ <E&U)T) = 3 det (EC—;v[F]) - det <<EaU[F]T>T)

A 3. Tétel alapjan

dot <[~;v [FD? 1, ha F feszit6fa é¢lhalmaza,
e =
“ 0  kiilonben.

Ezt felhasznalva adodik, hogy
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FCE, FCE,
|F|l=n—1 F feszit6ta élhalmaza

A kovetkezkben a Kirchoff-tételben szereplé métrix egy masik felirasat mutatjuk
meg.

Definicié. Legyen G egy egyszerd graf, a G graf szomszédsagi matrixan egy olyan
Ag = (auw)uvev matrixot értiink, melyre

{1, ha u és v szomszédosak,
Ay =

0 kilonben.

6. Tétel (Kirchoff). Legyen G egy egyszeri grdf, V(G) = {v1,vs,...,v,} legyen

tovabbd
d(Ul) 0 N 0
D= 0 ,
: . 0
0 ... 0 dvn)

ekkor G feszitdfdinak szama

det (D_” (V\{v}] — Ac_v) :
7. Kévetkezmény (Cayley). Az n csicsi teljes grif, K,, feszitdfdinak szdma n™2.
Bizonyitas. Alkalmazva a Kirchoff tételt kapjuk, hogy a feszit6fak szama

n—1 -1 ... -1



Az Osszes sort az els6hoz hozzaadva, majd az els6 sort az Gsszes tobbi sorhoz hoz-
zédadva kapjuk, hogy

n—1 -1 -1 1 1 1
det —.1 n—1 : _ det -1 n—-1
: .. -1 . -1
—1 -1 n—-1 —1 -1 n—-1
1 1 1
= det 0 " : = "2
0O ... 0 n



