Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgaték szamara

Grafok csucsszinezései

2017. Elsadé6: Hajnal Péter

1. (Cstics)szinezések alapfogalmai

EmlékeztetSként idézziink fel néhény korabban tanult definiciét és tételt.

Definicié. Egy ¢ : V(G) — N7 leképezést a G graf egy (cstics)szinezésének nevezziik.
A ¢(v) ,sz&m” a v cstcs szine.

Definicié. A G graf egy szinezése jo szinezés, ha minden e € E(G) élre e = uv esetén
c(u) # c(v).

Nyilvan egy e = vv hurokél megakadélyozza a jol szinezhetéséget. Mig hurokél hi-
anya mellett a ,,;minden ¢l legyen kiilonbo6z6 szin” egy jo szinezés. Parhuzamos élek a
kozos végpontpéarjukra vonatkozo ,legyenek kiilonboz szintek” feltételt ismétlik. Igy
a cstcs szinezési problémakban felesleges egy €l mellett szerepls parhuzamos élparjait
szerepeltetni. Ebben a fejezetben egyszert grafokkal dolgozunk, tehat itt MINDEN
GRAFON EGYSZERU GRAFOT FOGUNK ERTENI.

Definicié. A G graf egy szinezése k-szinezés, ha a felhasznalt szinek szama legfeljebb
k.

Definicié. Egy G graf kromatikus szama
X(G) = min {k : G-nek létezik jo k-szinezése} .

Definicié. A G graf esetén egy F' C V(G) csucshalmazt fliggetlen ponthalmaznak
nevezlink, ha barmely két F-beli pont kozott sincs él.

Definicié. «(G) = max {|F| : F fliggetlen ponthalmaz G-ben} .

Definicié. A G graf esetén egy K C V(G) cstucshalmazt klikknek neveziink, ha
barmely két K-beli pont kézott van él.

Definicié. w(G) = max {| K| : K klikk G-ben} .

Megjegyzés. Tetszoleges G grafra x(G) > w(G). Ez kiévetkezik abbol, hogy egy
klikkben minden csticsnak mas-mas szint kell adnunk jo szinezésnél. Egy jo szinezésnél
az azonos szind csicsok egy fiiggetlen ponthalmazt alkotnak. Igy egy jo csticsszinezés
felfoghato mint V(G) fliggetlen halmazokra valo osztalyozasa.
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2. Nem k-szinezhet6 grafok
Emlékeztetsiil megint idézziink fel néhany egyszert allitast:
e (G nem l-szinezhet§ <= G-ben létezik él.
e (G nem 2-szinezhet6 <= G-ben létezik paratlan hosszi kor.
e (G nem 3-szinezhet§ <= G-nek részgrafja a K, (K4 = 4 csicsu teljes graf).

Megjegyzés. Az utolso allitasaban a = irdny nem teljesiil, s6t nem ismert ,,j6”
jellemzés a nem-3-szinezhet&ség problémajara.

Tehéat K4 részgraf felmutatasa egy jo modszer nem-3-szinezhetGség bizonyitasara.
(Jo és gyors, hatasos.) De a modszer nem teljes. A kiovetkez6kben Hajos Gyorgy egy
teljes modszerét ismertetjiik annak igazolasara, hogy egy graf nem k-szinezhetd.

Definicié. A kovetkezSkben definidlunk harom grafokon elvégezhetd operaciot.
(Opl) Bévités: El vagy cstics hozzaadasa a grafhoz. Legyen G+ a G-bél kapott graf.
(Op2) Cstcsosszevonas: Két nem szomszédos cstcs (x,2') azonositdsa. Ha x cstcs
szomszédsagat N (x)-szel jeléljiik akkor az Osszevonéssal keletkezett pont szomszéd-
sdga megegyezik N(x) U N(z’)-vel. Legyen G a G-bél kapott graf.

(Op3) Hajos-operacio: Legyen e € E(G), ¢ € E(G'), € = zy, ? = 2'y'. Az opera-

ci6 eredményét jeldljiik H = Hajos, (G, G')-val. V(H) = (V(G) — {zhHU(V(GF) —
{z'P)Hz]}, E(H) = (E(G) — {e})U(E(G") — {e'})U{xx'}, az illeszkedés pedig ter-

mészetes. A formalis definicié megértését a mellékelt abran tesztelni lehet.
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1. Lemma. Ha G és G' nem k-szinezhets, akkor G+, G és Hajos(G,G") sem k-
szinezhetd.

Az el6z6 Lemma nyilvanvaléan ekvivalens a kovetkezével:

2. Lemma. Ha G+és G k-szinezhetd, akkor G is az. Ha Hajos(G,G') k-szinezhetd,
akkor G vagy G' is az.

Megjegyzés. G a Lemma nyilvinvalo, ugyanis tébb objektum esetén nehezebbé
valik a szinezés. G és Hajos(G, G') esetén is egyszerd az allitas.

Definicié. A G graf Hajos-konstrualhato Ky, 1-ekbdl, ha létezik olyan G1, G, ... G|
sorozat, hogy mindegyik G; vagy K1, vagy a korabbi grafokbol a fent leirt harom
operaci6 valamelyikével nyerhetd.

3. Kovetkezmény. Ha G Hajds-konstrudlhats, akkor G nem k-szinezhetd.

A kovetkezmény bizonyitasa teljes indukcidval torténhet.

Nyilvan G; mindig csak Ky lehet, G5 pedig csak K., vagy egy olyan graf,
ami Kj,1-b6l (Opl) operacioval kaphaté ((Op2) nem alkalmazhaté teljes grafokra,
(Op3)-hoz sziikséges két korabbi graf).

Példa. A Hajos-séma alapjan bizonyitsuk be, hogy az 5-kerék nem 3-szinezhetd.

WW‘ /E‘%

Elgszor a G és Gy grafokon (két négy pontu teljes) hajtjuk végre az (Op3) opera-
ciot. Az igy kapott G graf nem 3-szinezhetd. A G3 grafon pedig az (Op2) operaciot
hajtjuk végre, és az eredmény a szintén nem 3-szinezhets G4 graf lesz, ami egy 5-kerék.
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Példa. Animacié a Hajos-séma alkalmazasara:

KRN

K<Ll >[4 [l +]

4. Tétel Hajés Gyorgy. G akkor és csak akkor nem k-szinezhetd, ha G Hajds-
konstrudlhato Ky1-bdl.

Bizonyitas. Az egyik iranyt mar lattuk. A tétel nehezebbik . felét” pedig indirekt
modon bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy létezik ellenpélda, azaz létezik olyan G nem k-szinezhetd graf,
ami nem Hajos-konstrualhato. Tegyiik a G grafot telitetté, azaz adjunk hozza éleket
mindaddig, amig az ellenpéldara vonatkozo két tulajdonsag teljesiil. Igy kapjuk a
G' grafot. A telités soran a nem k-szinezhetéség megmarad. Igy G grafhoz élet
adva egy Hajos-konstrualhato gréafot kell kapnunk.

A bizonyitas folytatésa el6tt sziikségiink van néhény definiciora, illetve egy nagyon
fontos lemmara. A Hajos-tétel bizonyitasat a lemma bizonyitasa utan folytatjuk.

Definicié. Egy G graf teljes r-részes graf, ha a V(G) cstucshalmaz r darab osztaly
uni6ja, és az F(G) élhalmaz pedig az Osszes keresztél az osztalyok kozott.
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Példa. 4-részes teljes graf példaul a kovetkezo:

Definicidé. A teljes r-részes graf ekvivalens definicidja a kovetkezs: az ,,egyenlének
vagy nem 0sszekotottnek lenni” relacié ekvivalenciarelacio, tovabba az ekvivaleciare-
lacio osztalyainak szama 7.

5. Lemma. G teljes r-részes grdf.

Bizonyitas. A bizonyités indirekt moédon torténik. Tegyiik fel, hogy G*¢ nem teljes r-
részes graf, azaz az ,egyenlének vagy nem 0sszekotottnek lenni” relécié nem ekvivalen-
cia. Ekkor nyilvdn csak a tranzitivitas sériilhet, azaz léteznek olyan x,y, 2z € V(G'*)
kiilonbozs pontok, hogy zy, rz ¢ E(G'), de yz € E(G™). Ekkor az zy és xz ¢l hi-
anya kétféle modot is ad a G telitett graf bovitésére. mindkét esetben a telitettség
definicidja alapjan olyan grafot kapynk, amey Hajos-konstrudlhato. Az egyértelmi-
ség végett a masodik graf (amelyet az xz él hozzdadasaval kapunk G*-bgl) csticsait
vesszGkkel latjuk el.
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Ha erre két grafra végrehajtjuk a Hajos Gt Gi) operaciot, akkor a kovet-

kez6 grafot kapjuk:

a:y,z'z'(

(Op2)(Op2)(Op2) (Op2)(Op2)

A kapott grafban minden G!*-beli a pont azonosithat6 a neki megfelels Gi-beli
a’ ponttal ((Op2)). Igy megkapjuk a G grafot. Ez azt mutatja, hogy G* Hajos-
konstrualhato, és ez ellentmodas. [

Hajos-tétel bizonyitasanak folytatdsa. Emlékezziink, hogy a tételt indirekt médon
kezdtiik bizonyitani, azaz feltettiik, hogy létezik olyan G nem k-szinezhets graf, ami
nem Hajos-konstrualhato. Telitettiik a G grafot, és az igy kapott G* grafrol belattuk,
hogy teljes r-részes graf. Folytatva a bizonyitast két eset lehetséges.

1. eset: Ha r > k + 1, akkor G* grafnak létezik egy k + 1 ponti teljes részgrafja,
ugyanis minden osztalybol egy tetszbleges cstcsot kivalasztva egy ilyen részg-
rafot kapunk. A részgrafsag miatt G*' megkaphato Kj41-bdl egyszertd bovité-
sekkel, azaz az (Opl) operaci6 tobbszori alkalmazasaval. Ez viszont ellentmond
annak, hogy G* nem Hajos-konstrualhato.

2. eset: Ha pedig r < k, akkor nyilvanvalo, hogy G* graf k-szinezhetd, ami szintén
ellentmondés.

Mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, igy ezzel a Hajos-tétel bizonyitésa véget
ért. [
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3. A kromatikus szAm és a derékbdéség paraméter

6. Tétel (BSc). Létezik olyan {G,} grifsorozat, melyre teljesiil, hogy w(G,) = 2
(azaz G hdromszogmentes), illetve x(G,) — oo, ha n — oo.

/

Vegylink egy olyan grafot, amelyben nincs haromszog. Tegytik fel, hogy ennek a
grafnak egy pontjaban allunk. Ez a pont a szomszédaival egyiitt egy csillagot feszit
ki, ami az eredeti graf részgrafja. Egy ilyen helyzet lathatd a fenti abran. Ezen
lokalis részeket latva semmilyen nehézséget nem érzékeliink a szinezési problémaval
kapcsolatban. A graf globalis szinezéséhez sziikséges szinszdm tetszélegesen nagy
lehet. Ez ravilagit a probléma nehézségére. A nehézség formélisan is igazolhato: ez
az egyik alap N P-teljes probléma (szerepel Richard Karp 1972-ben sszegytjtott 21
NP-teljes problémaja kozott).

Definicié. Tetszoleges G graf esetén rogzitsiink egy o € V(G) csucsot, és tetszdleges
r € NT esetén definialjuk a kovetkezs részgrafot:

B(O7 T) =G |{U€V:d(0,v)§r}7
ahol d(o,v) a legrévidebb ov 1t hosszat jeloli.

Az, hogy minden B(o, 1) csillag az azzal ekvivalens grafunkban nincs haromszog.

Erésithetjiik a lokalis feltételiinket azzal, hogy nagyobb sugér esetén koveteljiik
meg, hogy minden gémb egyszerd legyen.

Hasonloan B(o, r)-re tett egyszertiségi feltételek megfogalmazhatok globalisan: Az
hogy minden o csticsra B(o, ) paros az azzal ekvivalens, hogy G-ben nem létezik 2r+-1
hosszt, vagy révidebb péaratlan kor. Az, hogy minden o csicsra B(o, r) fa (kdrmentes,
hisz a gémbok Gszefiiggdsége nyilvanvald) az azzal ekvivalens, hogy G-ben nem létezik
2r + 1 hossz, vagy révidebb kor.

Definicié. A G graf derékbdségének (girth) nevezziik a kovetkezs grafparamétert

9(G) = min {¢: G-ben létezik ¢ hosszi kor} .
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A kovetkezSkben arra keressiik a véalaszt, hogy, ha adott egy v és egy 7 pozitiv
egész szam, akkor létezik-e olyan G graf, melyre g(G) > v és x(G) > 7. Azaz az
erGsitett lokélis egyszeriiség mellett is elképzelhetd-e globélisan szinezésre bonyolult
graf. A vélasz igen.

7. Tétel (ErdGs Pal). Barmely v, 7 € NT szamokhoz létezik olyan G grdf, amelyre
9(G) >~ és x(G) > T.

Nem konstruktiv bizonyitast adunk a tételre. (Konstruktiv bizonyitésok is létez-
nek, de azok nehezebbek.) A kovetkezGkben egy valoszintiségszamitasi modszeren
alapul6 bizonyitast mutatunk meg.

Bizonyitas. Legyen V egy n elemii csticshalmaz. n értékét késébb rogzitjik, egye-
lore elég azt tudnunk n-rél, hogy elég nagy. Barmely V-beli pontparra behtizzuk a
kozottiik 16vs élt p valoszintiséggel (azaz az 6ssze nem kotottség valoszintisége 1 — p).
A p (0 < p< 1) értékét késébb adjuk meg n, 7, v fiiggvényében. Ezzel a modszerrel
felépitiink egy graf értékid valoszintiségi valtozot. Ez az Erdds—Rényi-féle véletlengraf
modell, jeldlése G,, .

A kromatikus szam vizsgalata helyett a konnyebben kezelhets legnagyobb fiigget-
len halmaz méretét vizsgaljuk (szokasos jelolése a(G)). A kapcesolat nyilvanvalo:

X(G) - a(G) = [V(G)| = n.

Azaz, ,ha o(G) kicsi, akkor x(G) nagy”. Egyszertibb nyelven: ,ha csak kicsik lehetnek
a szinosztalyok, akkor sokra lesz szilikség egy jo szinezéshez”

Jelolje A; azt az eseményt, hogy a(G) < t. Ez ekvivalens azzal, hogy G-ben nincs
t elemd fiiggetlen ponthalmaz. Jelolje Fr pedig azt az eseményt, hogy R fiiggetlen
ponthalmaz G-ben. Ekkor

P(Fr) = (1—p)(%).

Ervényes tovabba az alabbi Gsszefiiggés:

PA)=1-P| |J =

RCV
|R|=t

Valoban, korabbi megjegyzéseink alapjan A; az Ugcy,rj—Fr esemény komplemen-
tere. Felhasznalva azt a trivialis tényt, hogy P(U E;) < """  P(E;) azt kapjuk,
hogy

P(A) > 1— (t) (1—p)

Felhasznéltuk azt is, hogy (?) tag uniojat kell nézni, illetve az unié altal leirt
esemény valoszintiségét egy olyan Oszeggel becsiilhetjiik, amelyben minden P(Fg) tag

értéke kozos: (1 — p) 3),
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A becslést egyszertsithetjiik a (’Z) < n' durva és az 1 —p < e ? nem annyira durva
becslésekkel (p pozitiv és kozel lesz 0-hoz)

t(t—1)

]P(At) >1-— nte_pG) =1 — etk’gne—P =1 — 6tlogn p =2 <t D)

A t paramétert a kovetkez6kben gy valasztjuk majd meg, hogy az
egyenlet jobb oldala nagyobb legyen mint % A tovabbiakban is fogunk ilyen els-
re kijelentett ,,igéreteket” tenni, és ezeket vastag bettitipussal fogjuk jelolni. Majd a bi-
zonyités végén megmutatjuk, hogy ezek az igéretek valoban teljesiilhetnek/kielégithetsk.

Az, hogy nagy valosziniiséggel az o paraméter kicsi az azt is jelenti, hogy nagy
valdszintiséggel a kromatikus szam nagy.

Attériink egy 1j gondolatmenetre, amely a derékbdség nagysaganak garantalasé-
hoz vezet. Jeloljiikk {,-val azt a val6sziniiségi valtozot, amely megadja a v-nal nem-
hosszabb korok szamat G-ben. Keressiik ennek a varhato értékét. Ehhez vezessiik be

a
1, haC CG,,
§o = e -
0, kiilonben
valoszintiségi valtozot, ahol C' egy lehetséges kor. Ekkor

_E< 5 &;):fj( > E(gc>). 0

Chossza<~y =3 \Chossza=l

Ha a C hossza ¢, akkor E (&) = p’. Héany darab lehetséges ¢ hosszti kor van?
A vélasz (Z) (e—21)!7 ugyanis a cstcsokat (”) féeleképpen valaszthatjuk ki, és ezeket a
kivéalasztott ¢ pontokat (

(Z)(e—m_n(n—1)...(n_e+1> ot

felekeppen rendezhetjiik korbe. Felhasznalva az

n_n
2 20 (= 6

egyenlGtlenséget, felithatunk E (£, )-ra egy fels6 becslést:

' ' O () ()
5732617*26 <> R

A Dbecslésnél feltettiik, hogy np > 1, igy hasznalhattuk, hogy az 1-nél na-
gyobb kvociensi geometriai sorozat monoton né, minden eleme az utolséval feliilrél
becsiilhetd.

A paramétereinket ugy fogjuk megvalasztani, hogy v(np)?/6 < n/6 teljesiiljon.

A fenti véalasztasok utdn a Markov-egyenlStlenséghdl adodik, hogy

P& >3) <P >388) <3,
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Ezek utén felirhatjuk a
P(an(s=5))>0

megéallapitast, mivel a A két oldalan all6 események valdszintisége kiilon-kiilon leg-
alabb %

Ebbdl kovetkezik, hogy létezik olyan G graf, amelynek n cstcsa van, és amelyre
teljesiil a kdvetkezs két allitas:

n_

5-nél kevesebb,

o A G-ben 1év6 y-nal nem hosszabb korok szama
o a(G) <t=4logn/p = 4(logn)n'~.

Vegyiik ezt a G grafot, és minden ~-nal nem hosszabb koérbél hagyjunk el egy-egy
pontot. Az elgkészités miatt legfeljebb n/2 cstucsot hagyunk el. Jeldlje az igy kapott
grafot Go.

e Ekkor Gg-ban nincs legfeljebb ~ hosszusagu kor:
9(Go) = .

Gy csticsszéma legalabb 2 (|[V(Go)| > 2) és a(Gy) < t. Igy igaz a a kdvetkezs
becslés is amennyiben feltessziik, hogy n/2t > :

n/2 n
Go)>—=—2>71
X(Go) > ; 57 =
Az p,t paraméterekre tett igéreteink:
-y 1
0 < 1— etlosn—piss o 3 np>1,  y(np)" <n,

és emellett n > 2¢7.

Egy lehetséges valasztas: p legyen olyan, hogy ~(np)? = n. Azaz a harmadik
feltétel igazsaga ,,definidlja” p-t. Ekkor np = (n/y)'/", azaz a masodik feltétel auto-
matikusan igaz (n-et nagyon nagynak valasztjuk).

|
p=—- (/N = e(y)n D,
n

ahol c(7) csak a y-t6l fiiggd konstans.
Az elsé feltételben szerepld kitevd

tlogn — c(’y)nf(k%)t(t —1)/2.
Ennek negativ, kis abszolot értékid szamnak kell lenni. Ezt a
= 3(log n)nl_%

valasztas (nagy n mellett) teljesiti. n > 2¢t7 nyilvan teljesiil. [ |
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