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1. A kromatikus szam és a derékbdség paraméter

1. Tétel (BSc). Létezik olyan {G,} grdfsorozat, melyre teljesil, hogy w(G,) = 2
(azaz G hdromszégmentes), illetve x(G,) — 00, ha n — 0.

ra

Vegyiink egy olyan grafot, amelyben nincs haromszog. Tegyiik fel, hogy ennek a
grafnak egy pontjaban allunk. Ez a pont a szomszédaival egyiitt egy csillagot feszit
ki, ami az eredeti graf részgrafja. Egy ilyen helyzet lathato a fenti dbrén. Ezen
lokalis részeket latva semmilyen nehézséget nem érzékeliink a szinezési problémaval
kapcsolatban. A graf globalis szinezéséhez sziikséges szinszam tetszélegesen nagy
lehet. Ez ravilagit a probléma nehézségére. A nehézség formélisan is igazolhato: ez
az egyik alap N P-teljes probléma (szerepel Richard Karp 1972-ben sszegyjtott 21
NP-teljes problémaja kozott).

Definicié. Tetszoleges G graf esetén rogzitsiink egy o € V(G) csucsot, és tetszbleges
r € NT esetén definialjuk a kovetkezs részgrafot:

B(O7 T) =G |{UEV:d(o,fu)§r}u
ahol d(o,v) a legrévidebb ov 1t hosszét jeloli.

Az, hogy minden B(o, 1) csillag az azzal ekvivalens grafunkban nincs haromszog.
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Erésithetjiik a lokalis feltételiinket azzal, hogy nagyobb sugér esetén koveteljiik
meg, hogy minden gémb egyszerd legyen.

Hasonloan B(o, r)-re tett egyszertségi feltételek megfogalmazhatok globélisan: Az
hogy minden o csticsra B(o, ) paros az azzal ekvivalens, hogy G-ben nem létezik 2r+1
hosszt, vagy rovidebb péaratlan kor. Az, hogy minden o csicsra B(o, r) fa (kdrmentes,
hisz a gombok Gszefiiggdsége nyilvanvalo) az azzal ekvivalens, hogy G-ben nem létezik
2r 4 1 hosszu, vagy révidebb kor.

Definicié. A G graf derékbdségének (girth) nevezziik a kovetkezs grafparamétert
g9(G) = min {l : G-ben létezik [ hosszu kor} .

A kovetkezSkben arra keressiik a vélaszt, hogy, ha adott egy v és egy 7 pozitiv
egész szam, akkor létezik-e olyan G graf, melyre g(G) > v és x(G) > 7. Azaz az
erGsitett lokélis egyszertiség mellett is elképzelhetd-e globélisan szinezésre bonyolult
graf. A valasz igen.

2. Tétel (Erd6s Pal). Bdrmely v, 7 € Nt szamokhoz létezik olyan G grdf, amelyre
g(G) > és x(G) > 7.

Nem konstruktiv bizonyitast adunk a tételre. (Konstruktiv bizonyitésok is létez-
nek, de azok nehezebbek.) A kovetkezSkben egy valoszintiségszamitasi modszeren
alapul6 bizonyitast mutatunk meg.

Bizonyitas. Legyen V egy n elemii csticshalmaz. Most csak annyit kell tudnunk
n-r6l, hogy elég nagy. A tovabbiakban is fogunk ilyen elére kijelentett , igéreteket”
tenni, és ezeket vastag betitipussal fogjuk jelolni. Majd a bizonyitas végén megmu-
tatjuk, hogy ezek az igéretek valoban teljesiilhetnek/kielégitheték. Béarmely V-beli
pontpérra behuzzuk a kozottiik 1évs élt p valoszintiséggel (azaz az Ossze nem kotottség
valosziniisége 1 — p). A p értékét kés6bb adjuk meg n fiiggvényében. Persze
ezzel azt is igérjiik, hogy 0 < p < 1. Ezzel a modszerrel felépitiink egy graf értéki
valoszintiségi valtozot. Ez az Erdds—Rényi-féle véletlengraf modell, jelolése G, .

Jelolje A; azt az eseményt, hogy a(G) < t. Ez ekvivalens azzal, hogy G-ben nincs
t+1 elemii fiiggetlen ponthalmaz. Jelolje Fr pedig azt az eseményt, hogy R fiiggetlen
ponthalmaz G-ben. Ekkor

P(Fr) = (1 - p)(3).

Ervényes tovabba az alabbi Gsszefiiggés:

P(A)=1-P| (] F=r

RCV
|R|=t+1
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Valéban, korabbi megjegyzéseink alapjan A; az Urcy,|rj=t++1Fr esemény komplemen-
tere. Felhasznélva azt a trivialis mértékelméleti tényt, hogy P(UI, E;) < > P(E;)
azt kapjuk, hogy

Pz 1= () ) a-n()

Felhasznéltuk azt is, hogy (t +1) tag uniojat kell nézni, illetve az unié altal leirt

esemény valoszintiségét egy olyan Gszeggel becsiilhetjiik, amelyben minden P(Fg) tag
tJrl)

értéke kozos: (1 — p)( 2
A becslést egyszertisithetjiik a (tj:l) < n'*t! durva és az 1 — p < e”P nem annyira
durva becslésekkel (p pozitiv és kozel lesz 1-hez)

t+1 t+1
P(A) > 1 e () =1 pttle e [nei%t} =1- [elogni%t] .

A t paramétert a koévetkezGkben tugy valasztjuk majd meg, hogy az
egyenlet jobb oldala nagyobb legyen mint % Legyen ¢t = 4logn/p. Mivel
n tetszdleges nagyra valaszthato ezért az alsé becslésre mint 1 — o(1)-re
gondolhatunk. Az, hogy nagy valdszintiséggel az o paraméter kicsi az azt is jelenti,
hogy a kromatikus szam nagy.

Attériink egy 1j gondolatmenetre, amely a derékbdség nagysaganak garantalasé-
hoz vezet. Jeloljiik &,-val azt a valoszintiségi valtozot, amely megadja a y-nal nem-
hosszabb korok szamat G-ben. Keressiik ennek a varhato értékét. Ehhez vezessiik be

a
fo = 1, haC C G,y
“ 0, kiilonben

valoszintiségi valtozot, ahol C' egy lehetséges kor. Ekkor

E(@)—E( 3 @)—i( 3 E<50>). )

Chossza<~y =3 \Chossza=l

Ha a C hossza /, akkor E (&¢) = p’. Hany darab lehetséges ¢ hosszt kor van?

A valasz (?) (531)!, ugyanis a csucsokat (") féeleképpen valaszthatjuk ki, és ezeket a

kivéalasztott [ pontokat felekeppen rendezhetjiik korbe. Felhasznalva az
_ | _ _ l l

n\ (1 1).:n(n )...(n l—|—1)<£<1

[ 2 21 — 2076
egyenlStlenséget, felirhatunk E (§,)-ra egy felsé becslést:

Y 2 11 () 'Y ~
n! n'p (np)” (np
Bie) <Y 5 = T2 > M <
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A becslésnél feltettiik, hogy np > 1 (az 1-nél nagyobb kvociensti geomet-
riai sorozat monoton nd, elemei az utolsoval feliil becsiilhetsk). Tovabba
p-t ugy fogjuk megvalasztani, hogy v(np)?/6 < n/4 teljesiiljon. Pontosabban
legyen p = n*/n, ahol 0 < w < 1/v. Igy v(np)7/6 = o(n). A fenti valasztasok
utan a Markov-egyenlGtlenséghdl adodik, hogy

P(e<2)>

Ezek utan felirhatjuk a P (.At A (57 < %)) > 0 megallapitast, mivel a A két oldalan
allo események valoszintisége kiilon-kiilon legalabb %

Ebbdl kovetkezik, hogy létezik olyan G graf, amelynek n csiicsa van, és amelyre
teljesiil a kdvetkezo két allitas:

e A G-ben 1év6 y-nél nem hosszabb korck szama 7-nél kevesebb.

e a(G) <t=4logn/p = 4(logn)n*=.

Vegyiik ezt a G grafot, és minden ~-nal nem hosszabb koérbél hagyjunk el egy-egy
pontot, jelolje az igy kapott grafot Gy. Ekkor Gy-ban nincs legfeljebb ~ hossziisdgu
kor (g(Go) > ), cstcsszama legalabb %, azaz |V (Go)| > §, és a(Go) < t. Tovabba
igaz a

2
x(Go) > nE_n_ n”/8logn > 1
t 2t
becslés is (n-et elég nagynak vélasztottuk). [ |
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