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Folyamok

2013. Elsad6: Hajnal Péter

1. Folyamok elméletének alapfogalmai

Legyen G iranyftott graf, st € V(G) két kijelolt cstics és ¢ : E(G) — RT fiiggvény.
Ekkor (G, s,t,c) négyesét hdlozatnak nevezziik, ahol s pontot forrdsnak, t pontot
nyeldnek, c-t pedig kapacitdsfiggvénynek nevezziik.

Megjegyzés. Halozatok sok gyakorlati probléma absztrakciojahoz hasznosak. Példaul
egy varos vizvezetékhélozata irhato igy le, ahol a kapacitasfiiggvény a csovek terhelhetségét
(példaul atmérs) adja meg. Egy uthéalozat is modellezhetd igy. Egy él kapacitésa az
atereszt6 képessége, a megfelel6 ttszakasz szélességével, savjainak szaméval aranyos.

A fenti fogalom egy statikus fogalom. Olyan mint egy programoz6 szamara a
hardwer. Az alkalmazott matematiukus/programozé szaméara a halozat adott /felmért
és az alkalmazas inputja. A dinamika leirdsahoz 1j fogalom kell.

Definicié. Az f: E(G) — R fiiggvényt folyamnak nevezziik a H halozatban, ha
(F1) minden e él esetén 0 < f(e) < c(e)

(F'2) minden v € V' \ {s,t} esetén  >°_ p ) f(€) = Dcccnm, @ f(€); ahol Epe(z)
az x-be befuto élek halmaza, Ey;(x) az x pontbol kifuto élek halmaza.

Az elsé feltételt megengedettségnek nevezziik. f tehat megengedett, ha a cséveken
nem folyik at a kapacitasnal nagyobb, illetve negativ mennyiség. A masodik feltételben
szereplS egyenlGségek vezérls elvét megmaraddsi torvénynek nevezziik. Ezek természetes
fizikai feltételek.

Ahhoz, hogy kénnyebben elképzeljiik a folyamokkal kapcsolatos fogalmakat, nézziink
egy méasik alkalmazast. A halézat legyen egy varos uthalozata. A forras lehet egy
lakotelepet, lakoparkot reprezentald csics. A belvarost reprezentalja a nyels. A
folyam a reggeli forgalom: a belvarosba szeretnének eljutni autéval az emberek.
Minden élen a folyam megadja az ott folyo forgalmat.

Példa. Az f = 0 folyam egy tetszdleges halozatban. Ekkor minden élen 0 anyagmennyiség
fut.

Specialisan minden hal6zatban megadhato folyam. Hogy ezek a folyamok &sszevethetSk
legyenes sziikségiink van egy tjabb fogalomra.
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Definici6. Egy folyam értéke é(f) =" cp, ) [(€) = X ccp,, f(€) (¢ a nyels).

Az f folyam értéke negativ is lehet, ilyenkor visszafele folyik a viz a cs6halézatban.
Az iires folyam értéke 0.

Folyam probléma: Adott egy hélozat. Keressiink hozza egy maximalis értékii
folyamot.

A maximélis jelz6 els§ olvasatban problémés. Egy folytonos problémaval allunk
szemben, amikor nem sziiségszerid a legnagyobb érték fevétele. Egy folyam egy m
&l halozatban m valos szam leirasaval adhatoé meg, azaz azonosithato RF = R™ egy
pontjaval. A folyamoknak megfelel6 pontok R™ egy kompakt halmaza, amelyen az
érték egy folytonos fiiggvény. Ez a folytonos fiiggvény felveszi maximumat RIZ(@) egy
kompakt részhalmazan.

Megjegyzés. Tulajdonképpen a folyam probléma a linearis programozas feladat egy
specialis esete: a maximalizalandoé é(f) fiiggvény linearis, valamint a folyamok halmaza
linearis egyenléségekkel és egyenlGtlenségekkel van definialva.

Az, hogy az érték nem lehet tetszGleges nagy az elemi médon is konnyen latszik.
Tetszbleges f folyam esetén

éf)= > fley—= D fleg< DY cle).

eEEL(t) e€Ey,;(t) e€E(t)

Azaz é(f) a héalozat egy paraméterével becsiilhetd.

Vizsgalatunkat egy fontos észrevétellel kezdjiik. Bevezetjiik a vagas fogalmat. Ez
lehetGséget ad a folyam értékének alternativ leirdsiara és ez alapjan a legnagyobb
folyamértékére alternativ fels§ becsléseket kapunk.

Definicié. Legyen G egy iranyitott graf. Egy V = {S, T} vagas G-ben a ponthalmaz
egy kétosztalya particivja. S és T a vagas két osztalya vagy partja. )V egy s-t vagas,
hase S éstel.

Jeldlés. E(V) aV vagas élhalmaza, azon élek halmaza, amelyek két végpontja a vagés
két kiilonboz6 oldalara esik.

Iranyitott grafban E(V) természetes modon két osztalyba sorolhato aszerint, hogy
a vagas egy élének kezdGpontja a forrds vagy a nyeld oldalan van.

E*WV)=E(V)={e=zj):2€S,yeT}
E

E~(V) V)={e=a):2€T,yc S}
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1. Lemma. Legyen f eqy tetszdleges folyam.

(Z) é(f) = Ze:eeEk,i(s) f(@) - Ze:eeEbe f(@)
(ii) Tetszdleges V = {S, T} s-t vagdsra:

df)= > fle— > fle.

e:eEE(V) eie€ E(V)

Tehat egy megfelels V vagas alapjan ki lehet fejezni a folyam értékét: a forras feldl
atfoly6 anyagmennyiségbdl kivonva a nyel6 iranyabol visszafolyé anyagmennyiséget
megkapjuk é(f)-t.

Bizonyitas. (i) az (ii) pont specidlis esete (S = {s}, T = V(G) — {s}), igy elég (ii)-t
igazolni.

T minden v csicsara egy egyenl@séget irunk fel. A v € T\{t} csiucsokra (azaz a
nem forrasokra) felirjuk az anyagmegmaradas torvény rendezett formajat:

Y = D fle)=0

e:e€ Epe (V) e:e€Ey;(v)

s

doofley = D> fle)y=e(f)

e:e€ Epe (v) e:e€Ey;(v)

Ezutéan 6sszegezziik az 6sszes T-beli cstcsra felirt egyenlGséget. A jobb oldal pontosan
é(f) lesz. Egy él viszonya a vagashoz négyféle lehet. Az S-beli élek nem szereplnek
a felirt egyenléségekben. A T-beli e élek kett6ben szereplnek. Az egyikben befuto
élként, hozzajarulasa az Oszeghez + elGjellel/+1 sullyal f(e). Egy maésikban kifuto
élként, hozzajarulasa az oszeghez — elGjellel/—1 sullyal f(e). Az sszegzésben f(e)
kiesik. A maradék élek (V élei) két kategoriaba esnek:

1. A ET(V)-beli e élek egytelen v cstcsra felirt egyenloségben szereplnek és ott
szerepiik: befuto6 él. Az Gsszeghez + f(e) hozzajarulast ad.
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2. A E=(V)-beli e élek egytelen v csticsra felirt egyenloségben szereplnek és ott
szerepiik: kivezets él. Az Gsszeghez — f(e) hozzajarulast ad.

fgy az Gsszegzés utan a bal oldalon a lemma allitasdban szereplé jobb oldali kifejezést
kapjuk. Az allitds adodik. [

Az alabbi becslést adhatjuk é(f)-re:

2. Kovetkezmény. Legyen f tetszdleges folyam, V vdgds. Ekkor
é(f) S Ze:eGE(V) C(e) = C(V)7

c(V)-t a vagas kapacitasdnak nevezzik.

Az allitas bizonyitasa egyszeri. A folyam érték V-re alapuld felirdsaban az f(e)
tagok c(e)-vel, a — f(e) tagok 0-val becsiilhetdk feliil. A becslésiink tetszdleges folyamra
és tetszbleges vagasra igaz. Leger&sebb valtozata:

3. Kovetkezmény.
maxf folyamé(f) S minv Ua’ga’sc<v)7

tehdt a mazimdlis folyam érték legfeljebb akkora mint a minimdlis vdgdskapacitds.

Tudjuk, hogy véges sok vagas van egy n csicst grafban, pontosan 2"~2 db. Azaz
a jobb oldal egy véges halmazon vett optimalizalési probléma. Célunk, hogy belassuk,
hogy felsd becslés valojaban egyenls a maximalis folyamértékkel. Ha f optimalis/maximélis
értéki, akkor alkalmas vagassal ET-beli élek kapacitasig kihasznaltak, mig az £~ -beli
éleken nincs visszafolyas.

Definicié. Legyen H(@,s,t,c) halozat, ebben pedig egy f folyam. Legyen P egy
irAnyitatlan értelemben vett 1t 6—ben. (Azaz hagyjuk el a 5) graf iranyitasat (igy
kapjuk a G iranyitatlan grafot. P egy t ebben.) P éleit két kategoridba sorolhatjuk
(6—beli iranyitasanak megfelelen: vagy elérehalado él (azaz a P-t leird pont-él-
pont-él. .. sorozatban kiindulé végpontja el6bb van) vagy hatramutaté él. Ezen
élek halmazai E®9°(P) és EM2(P). Igy E(P) = E®%°(P)|J EP™(P). Ekkor P
javitoat (f folyamra, H(Zj, s,t,c¢) halozatban), ha

(J1) P egy s-t it G-ban, (specidlisan F(P) = E99¢(P) | Ehétra(P)),

(J2) e € E°(P) esetén f(e) < c(e), mig e € EMa(P) esetén f(e) > 0, azaz ha
az el6rehaladé éleken nem a folyam nem hasznalja ki a csGszakasz altal engedet
maximumot (az él kapacitasat) valamint visszafele (a hatramutaté éleken) is
torténik bizonyos ,,visszafolyas”.
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4. Lemma. Legyen [ egy folyam a H(a, s,t,¢) haldzatban. Ekkor ha taldlunk eqy P
javito utat, akkor f folyam javithatd, azaz nem mazimdlis értékqd.

Bizonyitas. Legyen P egy javité ut f-re. Legyen min.cpgesepy(c(e) — f(e)) = gelore

(azaz, egy élhez tartozo szam azt mutatja meg, hogy legfeljebb mennyivel névelhetd az
anyagmennyiség ezen élen a kapacitds korlat megsértése nélkiil), hasonloan §h4tra =
MiNeeghawa f(€), valamint a minimumuk: § = min{d™ra 5o} Javito 4t esetén
0 > 0, azaz lehet még novelni az anyagaramlast. Legyen a médositott folyam

fe), ed E(P),
fle)=q fle)+4, e E(P),
fle) =6, e EMia(p),

D

A kovetkezd észrevételek szolgaljak a bizonyitas alapjat:
1

2 f megengedett,

3

f teljesiti a megmaradasi torvényt minden nem-nyelS, nem-forras csicsban,

6(f) = &(f) + 0.

(2) és (3) egyiitt igazolja, hogy f egy folyam. (1) és (4) egyiitt igazolja, hogy f érteke
nagyobb mint f-é. |

(1)
(2)
(3)
(4)

4
Azaz egy javité ut felismerése egy modot ad folyamunk javitasara. Vajon ez a

modszer univerzalis-e? Van-e iigyesebb moédszer a folyamérték novelésére? Egy ilyen
modszer javito ut hidnyaban, egy mas logika alapjan adna nagyobb értékid folyamot.

2. A folyamok alaptétele és kovetkezményei

A kovetkezd tétel a korabban feltett kérdések megvalaszolasdhoz vezet.
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5. Tétel. Legyen f egy folyam a H(a),s,t,c) hdlozatban. A kévetkezd dllitdsok
ekvivalensek:

(i) [ folyam értéke mazimdlis
(it) f-hez van olyan V = {S, T} vdgds, hogy é(f) = c(V),
(11i) f-hez nincs javitd it.

Bizonyitas. (i) = (ii1): Az el6z6 lemma szerint javitoé at léte bizonyitja, hogy
folyamunk nem optimalis. A fenti implikacié ugyanezt az &llitast tartalmazza némi
logikai atfogalmazassal.

(11) = (i): Tetsz6leges V vagéas kapacitasa tetszGleges folyam értékét feliilrdl
becsiili. Ha egy fels§ becslés egyben folyam érték is, akkor ez a folyam értéke biztos
maximalis.

A tétel lényege a (iii) = (1) allitds. Ennek bizonyitédsdhoz az alabbi fogalmat
vezetjik be:

Definicié. P javitéit-kezdemény (egy H halozatban 1év6 f folyamra), ha:
(J17 s-bél indulé ut G-ben,

(J2) tetszéleges e € E¥9(P) esetén f(e) < c(e) és tetszbleges e € EMa(P) esetén
f(e) > 0.

Azaz a javitd utsag feltételei koziil csak azt dobjuk el, hogy az ut a nyelGbe
vezessen. Emiatt egy javitout-kezdemény nem hasznalhato egy folyam novelésére. Ha
a megfelel6 lemma alapjan a folyamunkat megvaltoztatjuk, akkor az it x végpontjaban
a megmaradasi torvény megsériil. A javitout-kezdemény egy olyan ut, aminél esélyt
lathatunk hogy meghosszabbitasaval javité utat kapjunk.

Legyen s € S = {x € V : taldlhatoszjavitoit-kezdemény}, t € T := V\S = S.
Megjegyezziik, ha © € S, azaz x-be vezet javitout-kezdemény, akkor ez az ut végig
S-ben vezet, hiszen A javitout-kezdemény kezd&szeletei is javitotut-kezdemények.

(iii) miatt ¢t ¢ S. Az ,s” ut egy 0 hosszu 1t, ami nyilvan javitotut-kezdemény, azaz
s € S A fenti két halmaz egy V = {S, T} vagast hataroz meg.

6. Allitas. AV = {S T} vdgds bizonyitja (ii)-at, azaz é(f) = c(V).

Bizonyitas. Tudjuk, hogy a vagéason alapulva is felirhatjuk a folyam értékét:

)= D fleo= D fle)

— —
e:e€ E(V) e:e€ E (V)

Legyen tetszéleges 7y € E)(V) él (azaz v € S ésy € T). Legyen P egy sx Tt
(iranyitatlan értelemben, ami z € S-et bizonyitja (azaz javitout-kezdemény). Ekkor
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P:P+ Ty, y egy sy ut, ami nem lehet javitott-kezdemény, hiszen y ¢ S. A javitoit-

kezdeménység egyetlen modon ,,romolhat el”: f(zy) = c¢(z7). Valoéban Ty € E€9(P)

és f(zy) < c(zy) sériilése esetén csak f(x7) = c(zy) lehetSség marad egy folyamban.
Teljesen hasonlo logika adja, hogy tetszéleges z € E (V) él esetén f(x7) = 0.
Igy fent felirt, a folyam értéket ado kifejezést tovabb irhatjuk:

)= D fleo= D fleo= > )= > 0=cV).

e:eGﬁ(V) e:eGE(V) e:eGE(V) e:eGE(V)
Ahogy bizonyitani kellett. |
Az allitas bizonyitésa az alaptétel bizonyitasat teljessé tette. [ |

A 3. 4bra a f6tétel bizonyitasdhoz tartalmazza.

Egy halozat, egy folyam, benne javité uttal, a javitott folyam,
egy optimaélis folyam az ezt igazol6 vagassal.

7. Kovetkezmény (Maximalis-folyam-minimalis-vagas-tétel, Max-flow-min-cut-tetel,
MFMC tétel).

maxy folyamé(f> - minV vdgdsc(v)~

Bizonyitas. Valoban. Mar lattuk, hogy a bal oldal nem nagyobb mint a jobb oldal.
Legyen F' egy maximalis értékid folyam. Az alaptétel szerint van hozza (ii) pontban
leirt tulajdonsagu vagas. Ez éppen azt adja, hogy a jobb oldal sem nagyobb mint a
bal oldal. |
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8. Kovetkezmény. A kovetkezd algoritmus inputja eqy hdlozat. Az algoritmus
ledlldsakor eqy mazimdlst értékd folyamot ad meg.

Ford-Fulkerson algoritmus:

Kiindulé lépés: Legyen f =0, azaz f az dres folyam.

/) A cél egy kiindulo folyam definidldsa. Ha ldtunk egy nagyobb értéki folyamot,
// akkor kezdhetiink ezzel is.

Keresés inicializédlasa: Legyen S := {s}.

// S azon csicsok halmaza, ahovd javitout-kezdeményeket taldltunk.

Javitéut-kezdemények novelése:
// S novelése.
Legyen

Belﬁre — {I c V\S s van olycm Yy e S’ hogy gf'): el és f(y_:f) < C(ﬁ)}

Bhtre — L€ V\S :wan olyan y € S, hogy vy € E és f(zy) < c(z7))}.
Keressiik meg B9 U B egy o elemél.

Ezutdn hdrom esetet kiilonboztetink meg:

(i) Bévités: Ha x #t akkor S «— SU{x} és folyatssuk a Javitdut-kezdemények
novelése [épéssel.

(11) Javitas: Ha x =t akkor ,nyomozzuk vissza” hogyan jutottunk el ide. Az ,ok”
eqy javitd ut lesz. Ez alapjdn javitsuk f-et: f«— f (ldsd a javitd it definididjdt
kovetd lemmadt). Térjink vissza a Keresés inicializalédsa lépésre.

(i) Leallas: B9 phitre — (),

// Ekkort ¢ S. S konkrét értéke megegyezik azon halmazzal, amit a fététel
// (11)= (i) bizonyitdsdban szerepelt.
Ekkor STOP, az aktudlis folyam értéke maximdlis.

A kovetkezmény igazolasa nyilvanvalo a fGtétel bizonyitasa alapjan: Leallas esetén

az aktualis S halmaz egy V = (S,T) vagas ir le. Erre és az aktuélis f-re é(f) = ¢(V),
azaz az output korrekt.

Megjegyzés. A fentiek alapjan érdemes a Ford—Fulkerson-algorimtust gy modositani,
hogy ledllaskor a kiszdmot V vagast is kiadja. Ez egy olyan vagas lesz, amely
el6remutato élein kapacitasnyi/maximéalis anyagmennyiség folyik, mig hatramutato
élein nincs visszafolyas. Ez egy laikus szaméra is mutatja az output korrektségét,
abban akkor is megbizhatunk, ha az algoritmus kodolasa esetleg nem meghizhato.

Példa. Animacioé a Ford—Fulkerson-algoritmus bemutatasara:
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Alaphalozat
10

K<Ll >[4 [ =[]+

Az algoritmus javitdé utas ndvelésével probalja elérni az optimélis folyamot. A
fenti kovetkezmény csak azt mondta, ha az algoritmus leall, akkor outputja korrekt.
Ciklizalhat-e az algoritmus? Azaz elképzelheté-e, hogy javitdsok végtelen sorozatat
kapjuk, igy sose érjiik el az optimadlis folyamot. Ciklizalas esetén a kapott folyam-
sorozat értéke monoton né és a halozat altal korlatozott. Azaz az értékek sorozata
konvergens. A ciklizdlasnak két kimenetele lehet. Jobb esetben a kiszamolt folyamok
értékei az optimalis folyamértékhez konvergalnak. Elképzelhet6-e, hogy az algoritmus
ciklizal, de a folyamértékek sorozatanak limesze nem a optimalis folyam érték (hanem
nyilvan annal kisebb)?

A fenti kérdésekre tobbféle valasz is adhato.

1. valasz: Valosagban a kapacitasfiiggvény értékkészlete nem a pozitiv valés szamok
halmaza, hanem Q%, azaza pozitiv racionélis szamok halmaza. Ezek a kapacités
értékek (véges sok) skalazhatok gy, hogy egészek legyenek (gondolhatunk arra, hogy
alkalmas mértékegységvaltast végziink vagy a kapacités értékeket leird racionélis szamok
kozos nevez§jével minden beszorzunk).

Ha a kapacitasok egészek és a kiindulo folyam is egészértéki (folyamot leird
fiiggvény értékkészlete N), akkor az algoritmus futésa soran végig csak egész szamokkal
lemmat) Azaz a folyam minden javitasanal a folyam értéke legalabb 1-gyel nd, igy
nem lehet ciklizalas.

2. valasz: Elméletben elképzelhetjiik, hogy pontos valds aritmetikaval dolgozunk. A
fenti algoritmus javitout-kezdemények novelése olyan szabadon van megfogalmazva,
hogy tetszGleges javitotut megtaldlasdhoz vezet. Azaz sok rovid javitont 1étezése esetén
is lehetséges, hogy a fenti nem-determinisztikus leirds egy hosszu javitotthoz vezet
Példak adhatok, hogy ekkor elképzelhetd az, hogy a kiszamolt folyamok értékeinek
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monoton nové korlatos sorozata nem az optimalis folyamértékhez tart.

3. valasz: Modositsuk a javitout keresést a szélessségi keresés filozofidja szerint.
Az igy kapott algoritmus a Ford—Fulkerson-algoritmus Edmonds—Karp-valtozata.
Ekkor csak a Javitout-kezdemények novelése lépést valtoztatjuk meg az aldbbiak
szerint:

Hatarozzuk meg a B = B¢ U Bh4¥2 halmazt.
Ezutdn harom esetet kiilonboztetiink meg:

(i) Bovités: Hat ¢ B akkor S < S'U B és folyatssuk a Javitéat-kezdemények
novelése lépéssel.

// Ekkor az S = Sg; halmaz bdvitésénél olyan x csticsokat kell 6sszegytijteni,

// amelynél a hozzatartozo y csics a Byegi halmazbol keriil ki.
(ii) Javitas: Ha z = ¢, akkor az eredeti algoritmus alapjan jarunk el.
(ii) Leallas: Ha Berey Bhétra — () akkor az eredeti algoritmus alapjan jarunk el.

Ez a valtozat garantdlja, hogy a legrovidebb javité utat taldljuk meg. Beldthato,
hogy az Edmonds—Karp-algoritmus (s6t a Ford—Fulkerson-algoritmus minden olyan
véaltozata, ami a legrovidebb javitoutakkal javit) olyan, hogy O(|V|*) javitas utan
leall, specidlisan nincs ciklizalas. Persze a fenti allitas joval erdsebb. A futasi id6
végessége helyett egy felsod becslést ad ra, ami az input méretében polinomialis. A fenti
valtozat egy ugynevezett polinomialis algoritmus. A polinomialis jelz6 (amit a fenti
vazalatos leirds magyaréz meg) az ,elméletileg hatékonynak tekintendd” elfogadott
formalizélasa.

A 1. valasz gondolatmenetébdl kapjuk a kovetkez6 kovetkezményt.

9. Kovetkezmény. Legyen (a,s,t,c) hdlézat, amelyben c : E(E’)) — N*. Ekkor
ﬁ
létezik f : E(G) — N optimdlis folyam.

Megjegyezziik, hogy nem allitjuk, s6t nem is igaz, hogy minden optimalis folyam
sziikségszertien olyan, hogy minden élen egész anyagmennyiség folyik. Az alabbi abran
példak lathatok halozatokra és egész, illetve nem egész optimalis folyamokra.

S t

¢ azonosan 1 t b
¢ azonosan 1
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3. 0-1 folyamok uniform halézatokban

Definicié. Egy halozatot uniformnak nevezziik, ha minden él kapacitisa egyenld.
Feltessziik (feltehetjiik), hogy a kozos kapacitas 1.

Uniform hélézatokban vizsgaljuk az optimadlis folyamokat. Ha azzal a feltétellel
éliink, hogy folyamunk minden élen egész értéket vegyen fel, akkor is elérhetjiik a
maximalis folyamértéket. Feltételiink uniform halozatban azt jelenti, hogy folyamunk
f: E(G) — {0,1} fiiggvény. Az ilyen folyamokat 0-1 folyamnak nevezziik. Egy
f : E(G) — {0,1} 0-1 folyam azonosithato az f~!(1) = {e € E(E’)) : fle) =
1} := F élhalmazzal. Azaz az f altal leirt F' élhalmazbol visszafejtheté a folyam.
Ez az azonositds ugyanaz mint az E(ET’)) részhalmazai és az E(E'))—n értelmezett
karakterisztikus fliggvények azonositasa.

Eszrevétel. Legyen f egy k értéki 0-1 folyam.

A megmaradasi torvény teljesiilése azt jelenti, hogy minden v csiicsra — ami
nem-forras és nem-nyelé — ugyanannyi F' él fut be, mint ki (v F-befoka egyenls F-
kifokaval). Tovabbéa a nyel6be k-val tobb él fut be mint ahany él kifut, a forrashol
pedig k-val tobb él fut ki, mint ahény befut.

Az észrevételt egy formulaban Osszefoglalhatjuk:

k, v=t
aEw) - div) = —k, v=s
0, kiilonben.

10. Kovetkezmény. Legyen f egy k értékii 0-1 folyam. Legyen F a megfeleld
élhalmaz, tegyik fel, hogy F-ben ott van eqy iranyitott kor C élhalmaza. Ekkor az
F — C élhalmaz is megfelel eqy k értékd folyamnak.

Bizonyitas. Valoban, az ellenérizendék az élhalmaz be- és kifokaira vonatkozo feltételek.
Az irdnyitott kor éleinek elhagyasa a kifok és befok kiilonbségét nem valtoztatja. W

11. Lemma. Legyen f egy k(> 0) értéki 0-1 folyam. Legyen F' a megfeleld élhalmaz.
Ekkor F tartalmazza k éldiszjunkt st ut élhalmazdt.

Bizonyitas. k = 0 eset nyilvanvalo.

Feltehets, hogy k > 1, igy F' # (). F egy folyamot kodol, igy észrevételiink alapjan
a cstcsok F-befokdnak és F-kifokdnak kiilonbségeit ismerjiik.

Legyen e egy forrasbol kiindulo é1 F-ben (ilyennek lennie kell). Ekkor a fokszam
feltételek miatt e-t elére kiterjeszthetjiik egy P maximalis utta (kor nem alakulhat ki
a bévités soran). Az elakadés csicsa csak a nyeld lehet. Ezzel talaltunk egy P, = P
st utat.

Ekkor F'— P-re is teljesiilnek a megmaradasi torvényhez sziikséges fokszam feltételek,
azaz F'— P is egy folyamot kodol. Ertéke k—1. Indukcioval befejezhetjiik a bizonyitést

Folyamok-11



vagy leirhatunk egy rekurziv (moho) eljarast ami megtalélja az allitast bizonyito k
darab utat. [

Ha a lemmabeli F' irdnyitott kormentes, akkor erésebbet is allithatunk.

12. Lemma. Legyen f egy k(> 0) értéki 0-1 folyam. Legyen F' a megfeleld élhalmaz.
Tegyiik fel, hogy F' kdrmentes. Ekkor F' k éldiszjunkt st it élhalmazdnak unidja.

Bizonyitas. Ha a nyeldre illeszkedik befuto és kifuto él is, akkor ezen csatlakozo élpar
el6re /hatra folytathato. A folytatas szitkségszertien kort alakitani ki, ami ellentmond
feltételiinknek. Tehat a k£ > 0 értéki folyamot kodolé élhalmazban pontosan k él
illeszkedik a forrasra és ezek kifuto élek. Hasonldéan pontosan k él illeszkedik a nyelére
és ezek befuto élek.

Az el6z6 lemma alapjan taladlhatunk k éldiszjunkt st Gt éthalmazt F-ben. Ha
ezek kiadjak a teljes F-et készen vagyunk. Ha nem, akkor lennie kell tovabbi éleknek.
Ezek egyike sem illeszkedik a forrasra vagy nyelére. Igy egy tovabbi él elére/hatra
folytatasa sziikségszertien irdnyitott korhoz vezetne, ami ellentmondas. [

A teljesség kedvéert megemlitjiik a kovetkezd tételt, ami az Gsszes 0-1-folyam-
élhalmaz esetén garantal egy felbontast/dekompoziciot éldiszjunkt korokre és utakra.

13. Tétel. Legyen F eqy élhalmaz G-ben. A kivetkezdk ekvivalensek:

(i) F egy f folyamot ir le.

(1) Minden nem nyeld és nem forrds csicsra ugyanannyi F-€l fut be, mint ahdny
kifut.

(iii) F felirhato UiPiUUZ-QiUUiCi alakban, ahol a P; halmazok egy-eqy forrds-nyeld
irdnyitott ut élhalmazai, a Q; halmazok egy-eqy nyeld-forrds irdnyitott vt élhalmazai,
a C; halmazok egy-eqy irdnyitott kor élhalmazai. (A jelolésben ott van az a
feltétel, hogy az unid tagjai DISZJUNKT élhalmazok.) Tovdbbd {P;} és {Q;}
utrendszerek kézil csak eqy lehet nem tres.

A tétel a korabbi Gtletek segitségével egyszertien bizonyithatd. S6t egy algoritmus
is adhato a felbontas megtalalésara.

14. Algoritmus. Mohd algoritmus eqy F 0-1-folyam-élhalmaz dekompozicidjdra.
// F-befokok és F-kifokok kiilonbségeit ismerjiik.
Kor keresés: Amig F # ()
Ha taladlunk, vegyik ki egy C iranyitott kor élhalmazat F'-bol.
// A megtalalt C egy lehetlség egy Osszetevdre.
// Moh6é mdédon az output részévé tesszik.
F-et helyettesitsiik F'— (C-vel és térjiink vissza kor keresésre.
// A korkeresésbdl kilépve az aktuadlis F
//iranyitott kormente,
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Ut keresés: Vegyiik ki egy P iranyitott forras-nyeld
vagy nyeld-forrds ut élhalmazéat.
// A megtaldlt P egy lehetdség egy Osszetevire.
// Mohé médon az output részévé tesszik.
// Ha st utat taldlunk a kdormentesség miatt nem
// lehet ts Gt és forditva is.
F-et helyettesitsikk F'— P-vel és térjink vissza az Ut keresésre..

Az észrevételt egy kissé finomitjuk: Ha a fenti dekompoziciéban k > 0 darab st-it
szerepel, akkor a folyam értéke k. Ha ¢ > 0 darab ts-ut szerepel, akkor a megfelelg
f folyam értéke —¢. Specidlisan, ha f folyam értéke 0 (az ilyeneket cirkulacionak
nevezik), akkor élhalmaza diszjunkt iranyitott korok unioja.

Kiilon megfogalmazzuk a szamunkra fontos kovetkezményt.

Definicié. Egy F' 0-1-folyam-élhalmaz egyszerii, ha kérmentes és éldiszjunkt st utak
vagy ts utak unidja.

15. Teétel. Legyen (5);8,25; ¢) egy hdldzat, amely kapacitasfiggvénye az azonosan 1
fiiggvény. Ekkor van olyan f optimdlis folyam (értéke k szikségszerden nem negativ),

amely élhalmaza egyszerd. f értéke (a hdlozatbeli mazimadlis folyamérték) k, a dekompozicicban
szerepld st-utak szdama.

4. Kovetkezmények

16. Tétel (Menger-tétele). G egy irdnyitott graf s,t € V két (s # t) kitintetetl
csuccsal. Ekkor

max{k :Py, ..., Py éldiszjunkt st utak} =
=min{|L|: L C E(a), G — L-ben nincs st ut}.

Megjegyzés. A tételt a kovetkezs ,,mesével” vilagithatjuk meg: Tegyiik fel, s lakotelep,
t belvaros, a rend6rok tudjak, hogy biindzék a lakoteleprdl a belvarosba tartanak.
Utak lezarasaval szeretnék ellendrizni a belvarosba bemeng forgalmat (amely a kresz
betartasaval torténik, azaz az utszakaszok iranyitdsa szerint halad mindenki). A
bizonyitando6 allitas bal oldala a biin6z6k fiiggetlen terveinek maximalis szama, mig
a jobb oldal a rend6rok szaméra lezarando ttszakaszok minimalis szama.

Bizonyitas. <: Egyszerti. A fenti mesén alapuld konkrét példa jol megvildgitja az
allitast. Tegyiik fel, hogy a bal oldal értéke 10. Azaz a biin6z6k 10 éldiszjunkt tervvel
allhatnak elg. Minden utlezéaras legfeljebb egy tervet akadalyozhat meg (itt hasznéaljuk
a tervek fiiggetlenségét/éldiszjunktsagat). Azaz a rendérok szamara legalabb 10 1t
lezarasa sziikséges.
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>: A feladat grafjaban minden él kapacitasa legyen 1. Az igy kapott H halézatban
az optimalis folyamok kozt lesz egy, amely egy egyszeri élhalmazzal azonosithato.
Ha értéke k, akkor k éldiszjunkt st titra szétszedhets. Ez megforditva is igaz. k&
éldiszjunkt st utbol osszerakhatd egy k értékid folyam. Azaz

max{k : Pp,..., P, éldiszjunkt st utak} = max{é(f) : F folyam H-ban}

A Menger-tételben szerepls élhalmazokat nevezziik szeparalo élhalmazoknak (elhagyasuk
utan nem lesz st it G-ben). Minden st-vagés S — T élei egy szeparalé halmazt adnak.
Forditva is igaz: Barmely L szeparald élhalmaznak van olyan részhalmaza ami egy
vagas élhalmaza: Példaul a

V = (s-b6l G — L-ben elérhetd csucsok, s-bsl G — L-ben nem elérhetd cstcsok)

vagas S — T élei L egy részhalmazat adjik. Azaz a minimalis szeparal6 halmazt
megkapjuk, ha vessziik azt az st-vagast, amely S-T' élei a legkevesebben vannak.
Masrészt

min ¢(V) = min {zy:2 € S,y € T}

V vagas V vagas
Osszegezve
: : =\ = L=
min{c(V) : V egy st-vagas} = min{|L|: L C F(G), G — L-ben nincs st ut}.
Az MFMC-tétel kovetkezménye a Menger-tétel. |
A tételben az alapgraf irdnyitottsdga nem lényeges.

17. Kovetkezmény (Menger tétele (iranyitatlan grafban élfiiggetlen utakra
vonatkozé valtozat)). Legyen G egy irdnyitatlan grdf, és s,t két pont a grifban.
Ekkor

max{k :Py,..., Py éldiszjunkts st utak} =
=min{|L| : L C E(G),G — L-ben nincs st ut}.

Csak vazoljuk ennek egy lehetséges igazolasat: Legyen 5) az a graf, amelyet G-bdl
agy kapunk, hogy minden e = zy élét helyettesitjiik két éllel: egy 7y és egy yz éllel
(azaz az e ¢l oda-vissza iranyitott két példanyaval). Irjuk fel az MFMC-tételt.

A maximalis folyzgnérték kombinatorikus leirdsanal kell egy kissé ¢vatosnak lenniink.
Vegyiink egy f : E(G) — {0,1} optimalis folyamot és az ezt leird F élhalmazt. Ez
egyszertivé teheté egy moho algoritmussal. Ezt tgy alkalmazzuk, hogy az oda-vissza
mend élparokat (kett6 hosszu iranyitott koroket) dobjuk el F-bél. Ha ezek elfogytak,
akkor fejezziik be az egyszertivé tételt. Legyen Fj a kapott élhalmaz. (ebben minden
eredeti élnak maximum egy példanya szerepel). Fy éldiszjunkt st-utak élhalmazainak
unidja. Ezek G-ben megfelelnek st-utak élhalmazainak. Ezek el6zetes el6késziileteink
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miatt éldiszjunkt utak lesznek G-ben. (Az elGkésziiletek nélkiil ezt nem tudnénk.)
Azaz a maximalis folyamérték éppen a bizonyitando6 egyenlGség bal oldala.

A tovabbi része a bizonyitasnak teljesen analog az iranyitott esettel.

Tovabbéa utrendszeriink éldiszjunktsaga helyettesithetd az titrendszer belsé ponthalmazainak
paronkénti diszjunktsagara vonatkozo feltétellel.

18. Kovetkezmény (Menger tétele (pontfiiggetlen utakra vonatkozé valtozatok)).

(i) Legyen G eqy iranyitott grdf, és legyen s,t két pont a grafban. Teqyiik fel, hogy
H
nincs st iranyitott él, a grdfban. Ekkor

max{k :Py, ..., By pontfiggetlen st ut} =
=min{|U|: U C V(a)\{s,t} és G — U-ban nincs st ut}.

(i1) Legyen G egy irdnyitatlan grdf, és legyen s,t két pont a grafban. Tegyiik fel,
hogy nincs st €l a grdfban. Ekkor

max{k :Py,..., Py pontfiggetlen st it} =
=min{|U|: U C U(a)\{s, t} elvdlasztja s-et és t-t}.

Ismét csak vazoljuk mi a teendd, ha ezen valtozatot szeretnénk a fentiek utéan
igazolni.

(i)-hez legyen G’ az a graf amely G-bol nyeriink a kovetkezd modon: Legyen
V(a’) = {s,t} U{@pe, xxi : « € V(a) —{s,t}}. Minden e = 77 € E(a) élnek feleljen
meg egy € = Ty, Uve €l (legyen sy = Spe = 5 68 tig = lpe = 1). E(a’) élhalmazt
alkossak ezek az élek és az {Tpexy; : ¢ € V(a) — {s,t}} élek.

Irjuk fel az MFMC-tételt 6’ grafbol uniform kapacitasok definidlaséval kapott
halozatra. A kapott két egyenlség két oldalarol lassuk be, hogy a bizonyitandd
egyenl@ség egy-egy oldalaval egyenldk.

(ii)-hez korabbi Gtleteinket kell Osszegezni. A részletek kidolgozasat az érdeklédd
hallgatokra bizzuk.

Példa. A folyam algoritmusok hasznalhaték Menger tételeiben szerepld két optimalizalési
probléma egyideji megoldasara. A kovetkez6 animécié az irdnyitatlan éldiszjunkt
utak esetét demonstralja. Az ebben szerepld haloézatok mindegyik élének 1 kapacitasa
van.

Animacié Menger tétételének algoritmikus bemutataséara:
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Példa. A kovetkez6 animéacio az iranyitatlan pontfiiggetlen utak esetét demonstralja.
Az ebben szereplé halozatok mindegyik élének 1 kapacitisa van.
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*

A Bsc-ben latott Kénig-tétel is belathato a folyamok elméletének segitségével,
illetve Menger tételenek alkalmazasaval.

Emlékeztets. Ha egy graf csticshalmaz AUF (also és fels6 pontok) és minden él egyik
vége A-beli, masik F-beli, akkor grafunk péaros graf.
Egy graf esetén

v(G) = max{|M|: M parositas G-ben},
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7(G) = max{|L| : L lefog6 G-ben},

ahol M C E(G) parositas, ha az M-beli élek végpontjai egy 2|M| elemd halmazt
alkotnak (és igy allitanak parba), tovabba L C V(G) lefogd ponthalmaz, ha minden
élnek legalabb az egyik végpontja L-beli. Altaldban v(G) < u(G), vannak példak,
ahol szigort egyenlGtlenség teljesiil.

19. Tétel (Kénig-tétel). Legyen G egy pdros grdf. Ekkor
v(G) =1(G).

Bizonyitas. F' ,f61&” helyezziink egy s csiicsot és pontosan F' elemeivel kossiik Gssze.
A ,ald” helyezziink egy ¢ cstcsot és pontosan A elemeivel kossiik Ossze. G csicsai és
élei a fenti leirt kiterjesztéssel alkossdk a G grafot.

Ezen graf minden élét iranyitsuk lefelé. Minden élnek legyen 1 kapacitasa. Az
igy kapott uniform halozatban az egyszert folyamok megfelelnek egy M parositéas
elemeinek (k fiiggetlen élnek) st utta vald kiterjesztésével kapott M tdthalmaznak.
Az utak szamanak maximuma

max{é(f): f folyam} = v(G).

A szeparalo élhalmazok esetén G-beli élhalmazt nem érdemes bevalasztani (egyetlen
Sfolytato” éle elvégzi ugyanazt a munkat). Ha pedig csak s-re vagy t-re illeszkedd
élekkel dolgozunk, akkor ez az élhalmaz pontosan akkor valasztja el s-et és t-t, ha

G-beli végpontjai lefogd halmazt alkotnak.
S S

G G '/.

Osszefoglalva
min{|S| : S szeparalé élhalmaz} = 7(G).

Az MFMC tétel adja a bizonyitandot. [ |

A fenti bizonyitas az MFMC alapjan dolgozik. Menger tételei utan joval egyszertbb,
ha a G grafban hivatkozunk Menger tételének iranyitatlan, pontfiiggetlen valtozatara.

5. Grafok magasabb foktu 6sszefiiggése

Definicié. Legyen k egy pozitiv egész. G graf k-szorosan élosszefiiggs (kélof), ha
tetszéleges k-nal kisebb elemmszamu élhalmazat elhagyva a kapott graf dsszefiiggs
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lesz. Formulaval
VF CEG):|F|<k=G—F O0sszefiiggd.

A feltételnek teljesiilni kell F = () esetén is, azaz alapgrafunk oOsszefiiges. Az
Osszefiiggdségnek meg kell maradnia, ha valodi élelhagyas torténik.

Definicié. Egy G graf k-szorosan (pont)osszefiiggd (kof.), ha tetszéleges k-nal kisebb
elemszamu csticshalmazat elhagyva a kapott graf 6sszefiiggs és |V (S)| > k. Formalisan

YU CV(G) |Ul<k=G—-U o0sszefiiggs..

A pontszamra adott technikai feltétel szerepe, hogy a graf elegendGen nagy legyen:
a csucsok elhagyasa utan is legalabb két pont maradjon.

Példa. A fiak nem kétszeresen élosszefiiggek, ha van éliik. A korok kétszeresen
élosszefiiggbek, és igy kétszeresen Osszefiiggdek is, de nem haromszorosan 6sszefiiggéek.
A k4 1 ponttua grafok koziil csak a teljes graf k-osszefiiggs.

Megjegyzés. A kiovetkezd diagram a kiilonbozé OsszefiiggGségi fogalmak viszonyait
foglalja 0ssze. Azon grafosztalyok kozott, amelyek tartalmazasa nem vezethets le a
diagrambol nincs is tartalmazas.

16f <& 20f « 3of « ... & kof <«
Lo |
lelof <« 28l6f <« 3elof <« ... <« kel <«

A vizszintes sorokban levs kapcsolatok a definiciok alapjan nyilvanvaloak. A fiiggéleges
nyilakkal jelolt kapcsolatok egy kicsit nehezebbek, az alabbi lemmabol kdvetkeznek.

20. Lemma. Legyen e eqy G grif tetszdleges éle és v egy tetszdleges pontja. Legyen
k> 2.

(a) Ha G k-szorosan élisszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen élosszefiiggd.
(b) Ha G k-szorosan dsszefiiggd, akkor G — v (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.

(¢) Ha G k-szorosan élosszefiggd, akkor G — v-nek tetszdleges szami komponense
lehet.

(d) Ha G k-szorosan dsszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.
Célunk, hogy belassuk a tobbszorosen Osszefiiggd grafok kovetkezd jellemzését.

21. Tétel. (i) Egy G grdaf akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha tetszdleges
két pontja kozott létezik k darab pdronként éldiszjunkt it.
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(11)) Egy G grif akkor és csak akkor k-szorosan dsszefiggd, ha tetszdleges két pontja
kézott létezik k darab ut, amelyek belsd pontjainak halmaza pdronként diszjunktak
(Utjaink pontfiggetlenek), tovdbbd |V (G)| > k.

A két allitds egy-egy irdnya egyszerii: a megfelel§ utak létezése garantalja a
megfelel Osszefliggdséget. Valoban: Tegyiik fel, hogy a grafunk megfelels ritkitasa
utdn nem Osszefiiged grafot kapunk, azaz két maradék pont kozott — x és y —
nem lesz ut. A feltételt z és y-ra alkalmazva a garantélt Gtrendszer mindegyikét
megsziintette a ritkitds. Az utak fliggetlensége miatt ez nem lehet.

22. Tétel. Legyen G grif, k pozitiv egész.

(i) G akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha barmely x,y € V(G)-re létezik
k darab pdronként éldiszjunkt xy ut G-ben.

(i) G akkor és csak akkor k-szorosan ésszefiggd, ha |V (G)| > k+1, és barmely x,y
csucsra létezik k darab pdaronként pontfiggetlen xy it G-ben, azaz utak, amelyek
belsd pontjainak halmazai pdronként diszjunktak.

Bizonyitas. Legyen G, x, y és k adott.

(i) Ha létezik k darab éldiszjunkt zy at G-ben, akkor k — 1 él elhagyasaval még
el lehet jutni x-bdl y-ba, ezért G k-szorosan élosszefiiggd.

Tegyiik fel, hogy G k-szorosan élosszefiiggs, és alkalmazzuk a Menger-tételt.

kE <min{|L|: L C E(G),G — L-ben nincs zy it} =
=max{l: Py,..., P éldiszjunkt zy utak}

Ezért létezik k darab éldiszjunkt xy ut G-ben.

(ii) Ha létezik k darab pontfiiggetlen zy tut G-ben, akkor k—1 darab V(G)\{z, y}-
beli pont elhagyasaval még el lehet jutni x-bél y-ba, ezért G k-szorosan Osszefiiggs.

Tegyiik fel, hogy G k-szorosan Osszefiiggs. Legyen az xy élek halmaza P, P
elemszama p. A P-beli élek pontfiiggetlen xy utak. Ha p > k, akkor teljesiil az
allitas. Ha p < k — 1, akkor G — P k — p-szeresen Osszefiiggd, azt kell belatni,
hogy létezik k — p pontfiiggetlen xy 4t G — P-ben. Alkalmazzuk a Menger tételének
iranyitatalan, pontfiiggetlen valtozatas (G — P-ben x és y nem 0Osszekotott).

k—p<min{|U|: U CV(G)\{z,y}, G— P — U-ban nincs xy ut} =
=max{l: Py,...P, pontfiiggetlen xy utak G — P-ben}

Ezért létezik k — p darab pontfiiggetlen xy it G — P-ben. k darab pontfiiggetlen st
utat kapunk G-ben, ha ehhez hozzavessziik P elemeit minde 1-hossza st utakat. W
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Definicié. A G graf Gsszefliggéségi paraméterei:

(@) max{k : G k-szorosan élosszefiigg6}, ha G Osszefiiggs
ke(G) =
0, ha G nem 0&sszefiiggd

@) max{k : G k-szorosan Osszefiigg6}, ha G Osszefiiggs
K =
0, ha G nem 0&sszefiiggd

Eszrevétel. Minden G grafra teljesiilnek a kovetkezok:

ke(G) = min max{k: Py,..P; éldiszjunkt zy utak} =

z,yEE(G)
= min min |E(V)| = min |E(V)],
z,yEE(G) V zy vagas V vagés

ahol V= {S,T}, SUT = V(Q), SNT =0, S, T # 0.
23. Lemma. k.(G) és k(G) is hatékonyan kiszdmolhatd folyam-algoritmussal.

Megjegyzés. max |F(V)| kiszamitasa nehéz, N'P-teljes probléma.

V vagas
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