Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgaték szamara
Fokszamsorozatok

2015. Elsadé6: Hajnal Péter

Az el6adéas a BSc Kombinatorika kurzus folytatasa. Sokszor vissza kell utalnunk,
fel kell idézniink ott elhangzott fogalmakat, osszefiiggéseket. Az ilyen ,,emlékeztetsk”
rendszeresen megszakitjak az elGadést.

Emlékeztetd. [dézziink fel néhany fontos grafelmeéleti fogalmat. Grafnak nevezziik
azokat a (V) E/, I) harmasokat, ahol V' és E tetsz6leges diszjunkt halmazok, I C V X E
illeszkedési relacio. A V halmazt a graf csiicshalmazanak, E-t élhalmaznak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy a v csics illeszkedik az e élre, ha (v, e) € I. Az illeszekdési relacio
olyan, hogy minden élre egy vagy két cstcs illeszkedik.

Az egy csucsra illeszedd éleket hurokéleknek nevezziik. Ha e; és ey olyanok, hogy
ugyanazon csiucs(ok)ra illeszkednek, ket parhuzomos éleknek nevezziik. Az olyan
grafokat, amelyek nem tartalmaznak hurokélt és parhuzamos éleket, egyszert grafok-
nak hivjuk.

Egy cstcs fokan a cstcsra illeszkedd élek szamat értjiik, tgy szamolva, hogy min-
den hurokél kétszer illeszkedik egyetlen pontra.

1. Fokszamsorozatok

Definicié. A dy,...,d, szamsorozatot a G graf fokszamsorozatanak nevezzik, ha G
fokainak nemcsokkend sorozata. Specidlisan n = |V|, d; < ... < d, teljesiil.

Megjegyzezzik, hogy a fokszdmsorozatbol a graf élszama is kiolvashato az |E| =
% Osszefiiggés alapjan.

A témakor alapkérdése a kovetkezs: adott {d; }; szamsorozat mikor lesz valamely
G graf fokszamsorozata? (Ekkor azt mondjuk, hogy a sorozatot realizalja a G graf.)
Amennyiben G-re semmilyen kikotést nem tesziink, a vélasz egyszert.

1. Allitas. A {d;}7, szdmsorozat pontosan akkor realizilhatd, ha Y, d; pdros.
Az egyszeri bizonyités (ami egy gyakorlo feladat) a hurokélek lehetGségét erésen

kihasznalja.

*

Természetesen adodik a kérdés, hogy mi a helyzet, ha hurokéleket nem engediink
meg. Vagy altalaban: Mikor realizalhaté természetes szamok egy adott sorozata egy
specidlis feltételekkel rendelkezé graffal? A kovetkezSkben ilyen kérdéseket vizsga-
lunk.
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2. Tétel. A {d;}, szdmsorozat pontosan akkor realizalhato hurokél nélkili griffal,
ha

1. 37" d; paros, és
2. d, <dy+- - +dy_.

Bizonyitas. ElGszor tegyiik fel, hogy {d;}!; realizalhat6 hurokél nélkiil. Ekkor az
1. feltételrdl lattuk, hogy teljesiil. A 2. feltételhez tekintsiik a realizald graf d,,-
hez tartozo csucsat, ez d,, élre illeszkedik. Masrészt az Gsszes tObbi csiics Osszesen
dy + - +d,_; élre illeszkedik. A hurokélek kizardsa miatt az el6bbi cstcson atmend
élek mind illeszkednek egy masik cstcsra is, tehat legfeljebb dy+- - -+d,,_1 van beldliik.
Ebbdl a 2. feltétel adodik.

A masik iranyt ismét > | d; szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. ElGszor te-
kintstik az elfajulo esteket: ha d,, < 1, akkor az allitds konnyen lathato (fokszam-
sorozatunk egy parositassal realizalhato). Ha n = 2, akkor a 2. feltételbdl d; = dy
adodik, igy a két cstucs kozott dy darab parhuzamos élt tartalmazéd graf realizélja a
sorozatot. A tovabbiakban igy feltessziik, hogy n > 3 és d,, > 2.

A" d; = 0 esetet ismét realizalja az n pontu, tres élhalmaza graf. Tegytik fel,
hogy > | d; < m— 1-re teljesiil az allitas, és tekintsiik Y ., d; = m-et. Az indukcios
lépést két esetre bontjuk:

(a) dn_g § dn
(b) dn—2 = dn—l - dn

Mindkét esetben a dy,...d,_s,d,_1 — 1,d,, — 1 szdmsorozatbol képzett nemcsok-
kend sorozatot fogjuk realizalni. Azt allitjuk, hogy ez teljesiti a 2. feltételt, igy
alkalmazhato ra az indukcios feltevés. Valoban, az (a) esetben d,, még mindig ma-
ximalis elem a sorozatban, és d, —1 < d; +---+d,_1 — 1 fennéall. A (b) esetben
a legnagyobb elem d, -, igy d, o < dy +---+d,_3+ d,_1 + d, — 2 a bizonyitando
egyenléség, de mivel d,, > 2, igy méar az erésebb d, s < d,_1 + d,, — 2 egyenlStlenség
is teljestil. A fenti sorozatot realizald grafhoz egy élt illesztve a d,,_1, d,-hez tartozo
csucsokra megkapjuk az eredeti szdmsorozatot realizalo grafot. [

Megjegyezziik, hogy az indukciés bizonyitasbol kénnyen kiolvashaté egy rekurziv
algoritmus, amely az adott feltételeknek elegettevd sorozathoz egy megfelels realizalo
grafot konstruél.

3. Lemma. Ha a {d;}}, szdmsorozat realizdlhato egyszert griffal, akkor van olyan

realizdlo eqyszerd grdf, amely csicsai vy, ..., v,, ahol d; = d(v;), és a v, csics szom-
szédai pontosan a v,_1,Vn_9,...,Un_q, csicsok (specidlisan d, < n).

A lemma el6tt nézziik meg egy kovetkezményét.
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4. Kovetkezmény (V. Havel és S. Hakimi tétele). {d;}!', akkor és csak akkor
realizdlhato egqyszerd grdffal, ha

d17"‘7dn—dn—17dn—dn_17dn—d _17"‘7dn—1_]-

n—+1
18.

A kovetkezmény egyszertien adoédik az el6bbi lemmébol, hiszen ha vessziik azt
a {d;},-t realizalo grafot, amelyben v, a d, tovabbi legnagyobb indexii cstuccsal
szomszédos, akkor a v, cstucsot elhagyva olyan grafot kapunk, amely éppen a fenti
fokszamsorozatot realizélja. Az allitds megforditasa a lemma nélkiil is egyszerti.

Vegyiik észre, hogy igy a kovetkezmény altal rekurziv algoritmust (Havel—Hakimi-
algoritmus) kaptunk a realizélésra.

Lemma bizonyitdsa. Legyen G olyan realizalo graf, amelyre d(v;) = d; és v,
szomszédainak indexoOsszege maximalis. Azt allitjuk, hogy ez a graf olyan, amilyet a
lemma allit.

Indirekt tton tegyiik fel, hogy nem, azaz létezik ¢ < j ugy, hogy v,, szomszédos v;-
vel, de nem szomszédos v;-vel. v;-nek egy szomszédja tisztézott (v,), d; — 1 masikrol
még nem tudunk semmit. v;-nek van d; ,tisztdzatlan” szomszédja. Nyilvan d; — 1 <
d; — 1 < d;. Ez csak gy lehet, ha van egy olyan z cstcs, amely v;-vel szomszédos,
de v;-vel nem. B

Képezzitk G-bél a G grafot ugy, hogy a (v;,v,) és (v;,x) éleket elhagyjuk G-bdl,
majd hozzavesszik a (v, x) és (vj,v,) éleket.

NI

Igy a graf egyszerd maradt és fokszamsorozata sem véltozott, viszont G-ben
megint csak j — i-vel nagyobb v, szomszédainak indexosszege, igy G-ben nem le-
hetett maximalis. |

Emlékeztetd. Fa, aghajtas operacio.

5. Tétel. Tegyiik fel, hogy n > 2. Ekkor a {d;}_, sorozat pontosan akkor realizdlhato
faval, ha 77 d; =2n —2 és dy > 0 teljesiil.

Bizonyitas. A feltételek sziikségessége konnyen adodik, hiszen barmely fa 6sszefiiggd,
igy d; > 0, masrészt egy n-pontu fanak n — 1 éle van, igy # =|FE|=n—-1is
fennéll.
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Az elégségesség bizonyitasa n szerinti teljes indukcidval torténik. Ha n = 2, akkor
a feltételek miatt d; = dy = 1, és ezt realizélja a kétpontu, egy élt tartalmazo graf.
Tegyiik fel, hogy n — 1 cstcsra igaz az allitas, es n > 3. Ekkor egyszeru szamolassal
1 < Z’Tld < 2 adodik, és persze dy < ZZ 14 gg d, > i teljesiil. Ebbdl
di = 1, és d, > 2 addédnak, hiszen a fokszamok egészek. Igy a do,ds,...,d, — 1
sorozat rendezésével kapott szamsorozat is teljesiti a tételbeli feltételeket, tehat az
indukcios feltevés szerint faval realizalhat6. Ebbdl a fabol megkaphato az eredeti

fokszamsorozathoz tartozo fagraf egy, a d,,-hez tartozd csiicsbol torténd aghajtassal.
[
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