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Fak Osszeszamlalasa

2015. Elsadé6: Hajnal Péter

1. Adott fokszamsorozata fak osszeszamlalasa

1. Tétel. Legyen (d;)", € N", n > 2 fokszdmsorozat olyan, melyre teljesiil a

eqyenldség, ekkor ezen fokszdmsorozatot realizdlo fdk szdma:

(n—2)! H% (1)

Bizonyitas. Ha valamely j indexre d; = 0, akkor a fokszdmsorozat nem realizalhato
faval, hiszen legaldbb egy legaldbb két pontbol 4ll6 fa cstucsainak fokszama minimum
1. Ilyen esetben a formula értéke is 0.

Tegyiik fel, hogy 1 < d; < dy < --- < d, és a realizalo fa csacsai {v;};, ahol
d(v;) = d;. Tudjuk, hogy

igy diy = 1, azaz a v; csics minden realizalo faban levél. A realizalo fakat n — 1
diszjunkt csoportba oszthatjuk aszerint, hogy a v; cstcsnak melyik masik cstcs a
szomszédja. Ha realizaljuk a ds,ds, ..., d;_1,d; — 1,d;1q, ..., d, fokszadmsorozatot fa-
val, akkor megkapjuk az eredeti fokszamsorozat egy realizaciojat, amelyben v, szom-
szédja v;.

Ezt felhasznalva teljes indukcioval igazoljuk a formula helyességét. Az allitasn = 2
esetén nilvanvaloan igaz. Tegyiik fel, hogy (1) teljesiil n — 1 csucsu fak esetén. Ekkor
a {d;}, fokszamsorozatot realizalo fak szama

i d\ d—1 tod;
Zm—g)! (Hﬁ> '_<dj_1)!'<H dT!) -

(H >Z (d; 4):@-2)!1‘[%.

&|g‘
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2. Kovetkezmény (Cayley). A {vy,vs,...,v,} halmazon n"~? fa adhatd meg.
Azaz az n csicsi teljes grdaf (K, ) feszitdfdinak szima n™ 2.

Bizonyitas. A fokszamsorozataik szerint csoportositva a megszamolandé fakat a szé-
mukra a kovetkezs Osszefiiggés adodik

> e-2llf- X =k o
di,dsa,...,dn EN i=1 " d7 +d; +-+dy =n—2 i=1""
d1+d2+---+dn:2(n 1)
ahol d; =d; — 1.
Vegyiik észre, hogy a (2) egyenldség jobb oldala a multinomialis tétel specialis
esete, igy

3 M
—1
_ _ _ 2 |
> 1d11d2'"1d1(‘7[1 . =141+ +1)"2=n""
dy +dy +++dy =n—2 i=1 4;

2. Fak és linearis algebra

Irdnyitott graf alatt olyan (V, E, K, B) rendszereket értiink, ahol V' és E diszjunkt
halmazok, K, B C E x V illeszkedési relaciok, ahol minden e élre egyetlen v csiics K-
illeszkedik (az e él kezdSpontja), és egyetlen u csics B-illeszkedik (ez e él végpontja).
A (V,E, K, B) iranyitott grafbol az iranyitas elhagyasdval a (V,E, K U B) grafot
kapjuk. Egy iranyitatlan grafnak irdnyitasa egy iranyitott graf, ha abbol az irdnyitas
elhagyasaval az eredeti grafot kapjuk vissza. (Ez nem egyértelmid. Egy G grafnak
21l darab iranyitasa van, ahol E’ a nem hurokélek halmaza.)

Definicié. Legyen G hurokélmentes, iranyitatlan graf. A G graf pont-él illeszkedési
matrixan a kovetkezd, |V| x |E|-s matrixot értjiik: Ag = (a;5), ahol

~_J1, haw; illeszkedik az e; élre,
47 =00, Kiilonben,

H
Hasonléan, ha G irdnyitott, akkor Az = (as), ahol

1, hae; befut a v; cstcsba,
a;j = § —1, ha e; kifut a v; csticsbdl,
0, kiilonben.
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Vegyiik észre, hogy barmely oszlopban pontosan két darab nemnulla elem van, és
iranyftott graf esetében ezek egyike 1, a mésik —1. Ebbdl adodik, hogy A5 sorainak
ﬁ

Osszege 0 .

Definicié. Adott egy G (iranyitott vagy iranyitatlan) graf, rogzitsiik valamely r €
V(G) csucsat. Ekkor a (G, r) part gyokeres grafnak nevezzik.

Jeldlés. Legyen (G,r) egy gyokeres graf. fel legyen G egy tetszGleges iranyitésa.
Legyen F' egy tetszGleges élhalmaz. Ekkor Ag[F] jeloli azt a métrixot, amit G
pont-él-illeszkedési matrixabol (Ag-bél) kapunk az r csics soranak eltorlésével és
az F-beli éleknek megfelel6 oszlopok kiemelésével kapunk (azaz F(G) — F éleinek
megfelel§ oszlopokat is elhagyjuk r sora mellett).

A fenti definiciok mogott fizikai motivacié is all. Egy armakorhoz tartozik egy graf.
Ha az egyes huzalszakaszokon /éleken foly6 aramerdsséget vizsgaljuk. A folyo aramnak
iranya is van. Ehhez hasznos venniink az alap G graf egy iranyitasat (a lerogzitett
irdnyban aramlé aram eréssége pozitiv, mig az ellenkezé iranyi dram negativ erésségi
lesz). Kirchoff csoméponti térvénye azt mondja, hogy grafunk minden csticsaban a
bevezetd éleken az daramerdsségek Osszege ugyanaz mint a kivezets éleken (a két Osszeg
kiilonbsége 0). Ezeket az egyeneleteket felirva egy linearis egyenletrendszert kapunk,
amely matrixa Ag. A matrix sorainak Ossze 0. Azaz a rendszer egyenletei nem
fliggetlenek. Egy r cstcsra felesleges felirnunk, ha a tébbire méar tudjuk. Az igy
redukalt egyenletrendszer matrixa Ag.

3. Kirchoff tétel

Emlékeztets. Egy G hurokélmentes grafnak vettiik egy G irdnyitasat. Ag az irdnyi-
tott graf pont-él illeszkedési matrixa (specialisan minden oszlopban egy darab 1-es,
egy darab —1-es és tovabbi 0-k szerepelnek). Kijeloltiink egy tetszéleges r cstcsot
gyokérnek. Jelolést vezettiink be Az néhany részmétixara. Ag a gyokér (r) soranak
eltorlésével nyert méatrix. Egy F' élhalmaz esetén AZ'[F] az a maétrix, amit Ag—

bdl kapunk F' éleinek megfeleld oszlopk megtartasaval (E(G) — F ¢éleinek megfelels
oszlopok torlésével) kapunk.

3. Lemma. Legyen G grdf, G eqy tetszdleges irdnyitdsa, €s r eqy tetszdleges gyokér.
Legyen ' C E(G) olyan, hogy |F| = |V| —1 (azaz Ag[F] egy négyzetes mdtriz).
Ekkor

(1) F akkor és csak akkor a G grif egy feszitdfajanak élhalmaza, ha det Ag[F | €

{£1}

(2) F akkor és csak akkor nem egy feszitdfa élhalmaza, ha det Ag [F] = 0.
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Bizonyitas. A két allitas feltételei komplementer lehetéségek. Igy elegends a két
nakkor és csak akkor” allitas ,,akkor” részének iranyat. Valoban ekkor mindkét ,,csak
akkor” rész kovetkezik indirekt moédon a masik allitas ,,akkor” részébdl.

(1): Mivel F' fa élhalmaza, a hozza tartozo graf r-bél felépithets dghajtésokkal.
Jelolje v; és f; az i-edik aghajtas soran keletkezd cstcsot és élt. Vegyiik észre, hogy
ekkor egyrészt f; mindig illeszkedik v;-re, mésrészt f; egyetlen, nala nagyobb indexii
csucsra sem illeszkedik. Ez azt jelenti, hogy abban az illeszkedési matrixban, ahol
a(z r-t6l kiillonboz6) csticsok és az F-beli élek is index szerint vannak felsorolva, a
fsatloban mindig 41, a f6atlo alatt pedig 0 &ll. Igy a matrix fels6 triangularis, és a
determinansa +1. Vegyiik észre, hogy Ag [F'] megkaphato beléle sor-oszlop cserékkel,
igy a determinansuk legfeljebb elGjelben kiilonbozik. Ezzel az els6 allitast belattuk.

(2): F egy n — 1 elemi élhalmaz egy n pontu grafban. Ez pontosan akkor nem
egy feszit6fa élhalmaza, ha van benne kor. Jelolje az F-beli kor élhalmazat C' =
{e1,...,er} (specidlisan C C F). A bizonyitast két esetre bontjuk a C-beli élek
irdnyitasa szerint.

1. eset: C' élei csatlakozdoan vannak irdnyitva.

NSRS
AN

-

o

Vizsgaljuk meg az Az métirx C-nek megfelel oszlopai és koriink csticsainak meg-
felels sorok talalkozasdban &llo elemeket. Nem jelent megszoritast, ha feltessziik,
hogy a csucsok, illetve élek olyan sorrendben vannak, ahogy az abran lathato. (Ha
nem ilyen sorrendben lennének, akkor ez a sor- és oszlopcserékkel elérheté a kivant
sorrend, amely valtoztatas a determinédnsnak csak az elGjelét valtoztatja, és ez a tétel
szempontjabol lényegtelen.)

Konnytd meggondolni, hogy a kék szint blokkban minden sorban pontosan egy
1-es és egy —1-es szerepel, hiszen minden v;-re az e, . . ., e; élek koziil pontosan ketts
illeszkedik, az egyik befut v;-be, a masik pedig kifut v;-bél. A kijelolt blokk feletti és
alatti részeken pedig csupa 0 értékek allnak, hiszen minden korbeli él a két korbeli
cstcstol kiilonbo6zs, harmadik cstcsra nem illeszkedhet.

Innen viszont régtén adodik, hogy az ey, ..., e, éleknek megfelels oszlopvektorok
osszege 0. Ez igaz lesz az Mér matrixban is (ott egyetlen sor lett lehagyva As-bél).
Igy a vizsgalt determinans sziikségképp zér6 (akkor is, ha az dbraval ellentétben a kék
matrix egyik sora, az elhagyott, r-nek megfelels sor).

2. eset: C' élei ,,0ssze-vissza” irdnyitottak.
Egy ¢l iranyitasvaltasanak hatasa az Az matrixra a megfelelS oszlop elGjelvaltésa.
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A 2™ kiilonb6z6 iranyités barmelyikébdl kiindulva iranyitasvaltasokkal eljuthatunk az
1. esethez. Tehat a kiindulasi és az 1. eset-beli métrix mindossze néhény oszlopvektor
elgjelében kiilonbozik. Igy a specidlis (els) esetbdl kovetkezik az altalanos eset is. W

4. Kovetkezmény. + Az Ag matriz rangjdra fenndll, hogy r(Ag) = |V|—c(G), ahol
c(G) a G grdaf komponensemek szamdat jelols.

Bizonyitas. Két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset. Tegyiik fel, hogy G Osszefiiggs, ekkor G-ben létezik feszitéfa, legyen egy ilyen
fa élhalmaza F'. Ekkor az 1. Tétel (i) pontja alapjan det MZ"[F] egy nemelting
(n — 1) x (n — 1)-es determinéns, igy Ag-ben van (n — 1) x (n — 1)-es nemzér6
részdeterminans. Ekkor Az rangjara a kovetkezs also korlat adodik: n — 1 < r(4z).
Masrészt r(Agz) < n, hisz azt tudjuk, hogy Az sorvektorainak dsszege 0, igy barmely
n x n részmatrix determinansa 0. Osszefoglalva: n — 1 < r(Ag) < n — 1, ahonnan
nyerjiik, hogy r(Agz) = n — 1. Mivel &sszefiiggd grafokban a komponensszam 1, ez
éppen a tétel allitasat igazolja.

2. eset. Tegytik fel most, hogy a G graf ¢t darab (¢ > 1) komponensbdl all: G =
Ly U...UL;. A komponensek osztalyozzak a csicsok és élek halmazat is. Ezen
osztalyozésok alapjan természetes médon blokkosithatjuk az A5 matrixot:

A, J OO
0 (A, 0
0| 0 A

Nyilvan a f6atld blokkjain kiviil minden blokk csupa zér6. Mig a diagonalis mentén

sorra az Ly, ..., L; komponensgrafok illeszkedési matrixai talalhatok. Egyszerd line-
t
aris algebrai eredmény szerint Ay rangjara fenndll a kovetkezs: r(Ag) = > r(Af).
i=1
Minden ¢ indexre L; mér osszefiiggs graf, igy az 1. esetbdl kapott Osszefiiggést alkal-
mazva

7“(Aé)ZZ(IV ) =1) = ZIV )=t =V]=t=[V]-cG).

A tovabbiakhoz sziikségiink lesz egy lineéris algebrai tételre:

5. Tétel (Cauchy—Binet-formula). Legyen A, B € R™*™. Ekkor

det(A - BT )pn = > det A[F] - det B[F).

Fc{1,..., m}=oszlopok halmaza
|F|=n
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Megjegyzés. A Cauchy-Bintet-féle tétel n = m esetén (ekkor a szumma egy taghol
all) a determinénsok szorzéastétele.

Ha n > m, akkor a szumma iires, definicié szerint értéke 0. Konnyen lathato,
hogy a bal oldal is 0: A sorvektorai R™-beli vektorok, szamuk t&bb mint m, a teriink
dimenzioja. Igy van koztiik nem-trivialis linearis osszefiiggés. Ez oroklsdik A - BT -re
is, igy determinénsa 0.

A tétel ,ijdonsaga” az n > m eset.

Ezt alkalmazzuk, hogy f6eredménytinket belathassuk.
6. Kovetkezmény (Kirchoff tétele). Tetszdleges G grdf feszit6fdinak szima

det[AZ" - (AZ)"].

Bizonyitas. Irjuk fel a Cauchy—Binet-formulat az A = B = Ag esetben:

det[AZ"- (A= Y AZJ[F]-AZ[F).
FCE(G)
|FI=|V|-1
Az 1. Tétel miatt ezen fenti determinénsok vagy zérok vagy (—1)% vagy (+1)? alaktak
attol fiiggden, hogy F tartalmaz-e kort vagy sem. Ha a nulldkat elhagyjuk a fenti
osszegbdl, akkor Y rcpe) 1-t kapunk. Ez G feszit6fainak szama, ahogy bizonyitani

Ffeszitofa

kellett. u

Erdekesség. + Gustav Robert Kirchhoff (Konigsberg, Poroszorszag, 1824. méarcius
12.—Berlin, 1887. oktéber 17.) német fizikus volt. JelentSs az aramkorok fizika-
javal kapcsolatos munkassaga. FEgy aramkor felfoghatd pontok és élek halmazaként
(egy megfelels illeszkedési relacioval), tehat grafként. Mivel minden élen az ott folyo
aramnak irdnya van, természetes hogy iranyitott grafként tekintsiink egy aramkorre
(az élek iranya egy viszonyitasi alap, az aramerGsseg pozitiv, ha az dramlas irdnya
megegyezik az él irdanyaval, kiilonben negativ).

Kirchoff els§ torvénye szerint egy adramkoérben minden csomoépontban a befolyd
aram erdssége megegyezik a kifolyé aram erésségével. Azaz minden csicsra felirhato
egy egyenlet, amelyben az I, (az e élen folyd dram erdssége) valtozok szerepelnek.
Ennek a linedris egyenletrendszernek métrixa As. Ezek utan érthetéve valik, hogy
miért érdeklédott ezen matrixok irant Kirchoff. O (mint minden fizikus) nyilvan ter-
mészetesnek vette, hogy grafunk osszefiiggs. A rang meghatarozasa szaméra persze
azt a kérdést jelentette, hogy: ,,Az Osszes csomoponti torvény kozott milyen Gssze-
fiiggések vannak, koziilik hany tekinthets fliggetlennek, amelyek meghatarozzak a
tobbit is?” A rangra vonatkoz6 eredménytink azt adta, hogy a csoméponti térvények
koziil barmelyik [V (G)| — 1 darab fiiggetlen és meghatérozza a fel nem irt csoméponti
torvényt (feltessziik, hogy G Osszefiiggd).

Egy konkrét aramkornél persze csak a fiiggetlen torvényeket irjuk fel. Ezek méat-
rixa az Ag" matrix.
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Miel6tt tovabbhaladnank nézziik meg az Ag(Ag)T szorzatmétrixot kozelebbrol.

Ezen matrix dltalanos, (u,v) indext eleme A~" u-adik sordnak és (AZ")T v-edik osz-
lopanak bels6 szorzata, azaz A;" u-adik és v-edik sorainak bels6 szorzata. Ha u # v,
akkor a belsGszorzat (a megfelel koordinatak szorzatainak Gsszege) az u és v kozotti
élek szamanak (—1)-szerese. Ugyanis csak azok az elemek lesznek 0-t6l kiilonbozdék
az Osszegben, ahol mindkét vektor megfelels eleme egyszerre nemzérd, ami pontosan
akkor fordul el6, ha fut egy L; él u-bol v-be vagy v-bél u-ba. Mindkét esetben ez az
él (—1)-gyel jarul hozzéa az Gsszeghez (az elss esetben (—1)(+1)-gyel, a masodikban
(+1)(—1)-gyel). Ha pedig u = v, akkor ez a belss szorzat d(u) lesz: Akar u-bol
indult, akar u-be befutott egy él, ezt az informéciot jelzé (—1)-es vagy (+1)-es a
belsé szorzatban négyzetre emelédik. Igy végiil minden u-ra illeszkedd ¢l 1-et ad az
Osszeghez.
Osszefoglalva:

ha u # v

)T> B —(u és v kozotti élek szama)
o hau=vuv

d(u)
Igy a Kirchoff tétel egy uj alakjahoz jutottunk:

7. Tétel (Kirchoff-tétel, Il. alak). A feszitdfik szama G-ben det(D~"—A;"), ahol D
a fokszamokat tartalmazo diagonlds mdtriz, Ag pedig grafunk szomszédsdgi mdtriza.
(A —r felsé index arra emlékeztet, hogy csak az r-tél kiillonbozd csiucsok szamitanak,
specidlisan mdtrizaink mérete (|V]| —1) x (|V]| —=1).)

Kirchoff tételébdl konnyen adodik a Cayley-formula.

8. Kbévetkezmény (Cayley tétele). K, -nek (az n ponti teljes grifnak) n"~? darab
feszitdfdja van, azaz a {vy,...,v,} csicshalmazon ™2 darab fa van.

Bizonyitas. Kirchoff tételét a G = K, specialis esetre felirva adodik a kivant allitas:

n—1 -1 -1 -1 =1
-1 n-—-1 -1 -1 -1
—1 -1 n-1 —1
K, feszit6tainak szama = det .
-1 -1 -1 n—1 -1
e e S S SRR | PR,

A determinans kiszamitasahoz matrixunkon olyan atalakitasokat végziink, ame-

lyek nem valtoztatjak meg a determinéns értékét. ElGszor a mésodiktol kezdve az

Osszes sort hozzdadjuk az els§ sorhoz. Majd az 1j els6 sort adjuk hozza az Osszes
tobbihez:
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(11 +1 41 +1 41 ]
1 n—-1 -1 -1 -1
-1 -1 n—-1 ... -1 -1
K, feszit6fainak széma =det | . ) ) ) : . =
-1 -1 -1 n—1 -1
-1 -1 -1 -1 n—1]
1 1 1 1 1]
n 0 ... 0
0 0n ... 00 ,
=det L. .. . . :nn77
000 ...7mn0
000 ... 0 n

hiszen felsé triangularis métrix determinansa a f6atlon 1évs elemek szorzata, a fatlon
pedig egy darab 1-es és n — 2-es darab n szerepel. |

4. Cayley tételének kombinatorikus bizonyitasa

A Cayley-tétel allitasaban rejl§ Osszeszamlalasi feladatra nagyon kompakt, szép for-
mula adja meg a valaszt. Sejthets, hogy az egyszert alakt eredményhez szép, kom-
pakt érvelés is elvezethet. Kettst is ismertetiink.

Elsé kombinatorikus bizonyitas Cayley formularara (Joyal)

Megadunk egy bijekciot a {(T,a, z) : T fa az [n] halmazon és a, z € [n|} halmaz és
az {f : [n] — [n]} figgvényhalmaz kozott. Az elsé halmaz elemei fak az [n| halmazon
két kitiintetett csiucesal (cimkézett fak), amelyekben a két cimkézett cstcs akéar egybe
is eshetnek. Ezek szama a Cayley-tételben rejl 6sszeszamlalasi feladatra adott valasz
n?-szerese (ennyi lehetség van minden [n] csicshalmazi fan az a és z cimkéji csics
kijelolésére). A masodik halmaz elemszama n™. A két halmaz kézotti bijekeio igazolja
azonos elemszamusagukat, igy Cayley tételét.

A bijekci6 minden F' cimkézett fahoz hozza fog rendelni egy Jp : [n] — [n] fugg-
vényt, az F fa Joyal-kddjat, amit a kévetkez6 modon kaptunk. A fiiggvény leirasat
egy példaval mutatjuk be.

Példa.
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A faban legyen a = 4 és z = 8.

Erre az esetre le is irjuk a kodolas kimenetelét.
Irjuk le az a-z ut (ez faban egy jol meghatéarozott ut) csicsait 2-féle sorrendben
egymas ala:

e novekvs sorrendben (példankban 2 3 4 8),
e a-t6l z-ig az uton valo haladas sorrendjében (példankban 4 3 2 8).

A két csuicsok /szamok sorrendjét irjuk egymaés ald és olvassuk el mint egy permu-
3 4 8
4 3 2 8)°

Az F fahoz rendelt Jp fiiggvény ennek a kiterjesztése lesz (ez a kiterjesztés mar
nem feltétleniil permutécio). Minden olyan z cstcsra, ami nem eleme az a-z tt-
nak, legyen f(x) := z-nek azon szomszédja, ami az tuthoz kozelebb van, mint x. A
kormentesség és Osszefliggdség miatt ez jo definicio.

Tehat példank cimkézett fajanak Joyal-kodja:

taciot:

9. Allitas. A Joyal-kddolds bijekcid, vagyis az f fiigguény ismeretében felépithetd az
eredeti fa.

Példa. Az aldbbi animéaci6 a Joyal kdodolasara mutat példat:

Fak Osszeszamlalasa-9



K<Ll >[4 [ =[]+

Ismét csak az inverz fiiggvényt irjuk le, mint egy dekoddold eljarast. A részletek
kidolgozasa az érdekl6ds hallgato feladata.

Vegyiik észre, ha x a fa egy olyan csiicsa, ami nem eleme az a-z dtnak, akkor
y = f(x)-re xy a fa éle. Tehat ha ismernénk az a-z Ut cstcsait, akkor mar csak annyit
kellene tenni, hogy egyrészt valamilyen médon kitalaljuk ezek sorrendjét az a-z tton
és ezaltal meghatarozzuk az ut éleit, méasrészt az Gton kiviili x csicsban behtizzuk az
xf(x) éleket, és ezzel vissza is kapjuk a fat.

Az a-z ut cstucsain az f megszoritdsa permutacio, igy idegen ciklusok szorzatara
bomlik. Ugyanakkor vegyiik észre, hogy az a-z tton kiviil az f sehol masutt nem
miikodhet hasonléan, egy tton kiviili  csiicsa semmilyen k-ra nem lesz f*(z) = .
Valoban: Az z, f(x), f(f(z)), ... sorozatban lesz egy els6 elem, ami mar az utra esik,
és uton 1év6 elemhez az f csak tton 1évs elemet rendelhet, tehat x nem térhet vissza
e sorozatban tjra.

Ezzel konstrualhatunk egy algoritmust az a-z ut elemeinek kisziirésére. Minden
egyes csucsra vegyiik sorra az f(z), f(f(z)),... elemeket. Ha x eleme ennek a soro-
zatnak, akkor (és csak akkor) z eleme az a-z utnak. Innen megvan az ut cstcsainak
H halmaza. Ezeket irjuk le névekvs sorrendben egymas mellé. Alajuk irjuk le az f
melletti értékiiket. Az f melletti fiiggvényértékek sorozata (ilyen sorrendben) adja a
a-z at csicsait, és mivel ekkor mar egymést kévetd rendben &allnak, ezeket a sorra
Ossze kell kotni.

Befejezésiil huzzuk be az 6sszes {z f(x)|x nincs az a-z tton} élt.

Példa. Az alabbi példa a Joyal-kodolas dekodolasara mutat példat:
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K<Ll >[4 [l +]

Masodik kombinatorikus bizonyitas Cayley formulajara (Priifer)

Tekintsiink egy tetszéleges T fat V' = {1,...,n} csticshalmazzal, |V| > 2. Be-
vezetjilk T Priifer-kodjanak fogalmat, amelyet a kovetkezs algoritmus hoz létre. Az
algoritmus soran egy valtozo T; fank lesz, ami kezdetben T, igy Ty = T.

Legyen v; a minimalis indexti levél a faban (minden legalabb két pontu fadban van
legalabb két levél, igy vy definicioja jo), ki pedig legyen vy szomszédja. T} jelolje azt
a fat, amelyet Ty-bol a v; cstics (és vik; él) elhagyasaval kapunk. Altaldban vy, k;, T}
rekurziv definicidja: v; a legkisebb indext levél a T;_; faban, k; pedig v; szomszédja.
A T; fa a v; levél elhagyasaval kaphato T;_1-bdl. Ha |V (T;)| = 1, akkor megallunk.

Példa. Az ala’bbi anima’cio’ a Pru;fer-ko’dola’sra mutat pe’lda’t:

A kod:

— e e

K<Ll >[4 [ =[]+
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A T fa Priifer-kédja a ky, ks, . .., k,_o sorozat. Példankban a fa kodja 2326288.

|V|—2-szer ‘

Tehét a kod eleme a V x ... x V = VIVI=2 halmaznak. Mivel ezen halmaz n"2
elemszami, a Cayley-tétel bizonyitasdhoz elegends kimutatni, hogy a Priifer-kodolés
bijekcié (azaz van hozzé inverz, dekodolo fliggvény).

Megjegyezziik, hogy k,_iet azért hagytuk ki a kodbol, mert az sziikségszertien
n, a legnagyobb cstics. Ugyanis amikor 6sszegytijtjiik a leveleket, akkor legalabb két
lehet&séghez jutunk. A minimalis levél tehat biztos nem n lesz. Specialisan T, 1
egyetlen cstcsa n lesz, ami egyben v,,_; szomszédja.

Megadjuk ezek utan a kod visszafejtését, ami igazolja, hogy a Priifer-kddolés
bijekci6. Ehhez vegyiik észre, hogy egyrészt levél nem szerepel a Priifer-kédban,
mésrészt minden olyan cstcs, ami nem levél elg fog fordulni. Igy a levelek hal-
maza pont a kodban nem szereplé cstucsok halmaza. wv; ennek minimalis eleme:

vy = min{ky,..., k, 2}. vs rekurziven meghatarozhat6. Azaz v, a miniméalis elem
{ko, ..., k,_2} komplementerébdl, !! de a V(T) — {v;} halmazban !l. Azaz vy =
min {vg, ko, ..., k,_o}. Altaldban v; = min {vy, ..., v;_1, ki, ..., kyo}.

Az érdeklsds hallgaté belathatja, hogy az igy leirt v; sorozat a kdédban 1évs k;
cstcsokkal (és k, 1 = n cstcesal) mint szomszédokkal egy fat ir le, tovabba a hozzé-
rendelés a Priifer-kddolas inverze.

Példa.
n=9

Akod: 8 2 2 1 7 85

o ® 2
® o

® °.
6
K< <lD > [[H] [=]ste][ +]
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5. + A Cauchy—Binet-féle formula bizonyitasa

A teljesség kedvéért vazoljuk a Cauchy—Binet-formula bizonyitasat.
Tekintsiik az aldbbi determinénst:

S @)
~ |~/

D=det| S{70 |74 |,
O(BT| 1

ahol az A és B (koz0s méretli) matrixok sorait az S, oszlopait a O halmazzal azo-
nositottuk. Feltehets, hogy S = [n] = {1,2,...,n} és O = [m| ={1,2,...,m}. A
D maétrix sorai és oszlopai is SUO-val azonosithatok. Vigyaznunk kell mert az [n] és
[m] halmazok nem diszjunktak igy igazabol 1 indext sorbdl kettd van: 1g és 1p. A
D matrix els6 sordnak indexe az S-beli 1. A O-beli 1-nek megfelel§ sor a D métrix
(n + 1)-edik sora.

D elsé6 kifejtése: Hasznaljuk a Laplace-tételt és fejtsiik ki D-t az els6 n sora szerint:

D =) (—1)==irer®h) det A[F] - det(B”|I)[F).

FCO

|Fl=n
Az n elemi oszlophalmaz nem fut végig SUQO 6sszes n elemd részhalmazan. A ki-
hagyott tagoknak megfelels szorzat elsé tényezéjének métrixdban van 0 oszlop, azaz
determinansa 0, a szorzat szummahoz valé hozzajarulasa 0. A Laplace-formulaban
szerepld elGjelek a kivalasztott részmatrix sorainak, oszlopainak indexeitdl fligg. Mi-
vel F' C O, ezért egy f € I elemének megfelel§ oszlop D matrixdban az n + f-edik
oszlop.

A det(BT|I)[F] determinnst fejtsiik ki az elsd n oszlopa szerint. Egy matrix tobb
oszlopa szerinti kifejtésben ki kell venniink a kifejté oszlopok M métrixabol egy F”
sorhalmaza altal meghatarozott négyzetes részmatrixat. Jeloljik ezt [F'|M-mel. A
formula:

det(BT|I)[F] = ) (—1)==arer S det[F'|B" - det[F']I[F]
FI'CO
|F'|=n
Konnyti latni, hogy a fenti 6sszegnek csupan az az egy tagja lesz nemzéro, ahol F' = F’.
Ugyanis ha F # F', akkor F' # F, és az egységmatrix F - ezek megfelel§ oszlopaibol
és F'-nak megfelels soraibol allo részmatrixban ekkor lesz csupa nulla sor, ami azt

jelenti, hogy det[F'|I[F] = 0. Ha F = F', akkor det[F'][[F|] = 1. Ezért a fenti
egyenl@ség az alabbi formuléra redukalodik.

(—1) ==+ ger f det[F]BY = (—1)%=i= " 2rer f det(B[F])T = (—1)==1 X det B[F].

Innen
D= (—1)2X=#2Eer Fi0% det A[F]-det B[F] == Y _ (—1)"det A[F]-det B[F],
(i (P
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hiszen —1 kitev§jében a péros tagok elhagyhatok és az n? tag a vele azonos paritési
n-re cserélhetd.

D masodik kifejtése.

0 N 0 ay; a1 ... QAim
0 N 0 a1 Qo2 ... QAjm
D=det| 0 ... 0 |ayn anm .
bi1 bot | 1 0
bi2 b2 | 0 1 0
L blm bnm 0 0 1 |

Atalakitjuk a determinanst gy, hogy a j sorhoz (1 < j < m) hozzaadjuk az els6 O-sor
—aji-szeresét, a masodik O-sor —ajo-szeresét, és igy tovabb. Ezen elemi 4talakitédsok
utan a kovetkezs Osszefiiggéshez jutunk

Ci1 ... Cin 00 ... 0
i1 Cin |0 0 0
D=det| ¢,; ... ¢ |0 0 ... 0]
b11 by |1 0 0
| b oo b |00 L0 T

ahol az atalakitott matrix bal fels§ sarkdban szereplé C' matrix u-adik sordnak v-edik
eleme éppen A u-adik sorvektoranak és BT v-edik oszlopvektoranak belsd szorzatédnak
ellentettje, azaz O = —A - BT Igy

D = det {%‘%} =detC =det(—A-BT) = (~1)"det A- BT,

A két kifejtés eredményét 6sszevetve kapjuk a Cauchy-Binet-féle tételt.
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