Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgatok szamara

Ramsey-elmélet

2013. Elsad6: Hajnal Péter

1. Ramsey-paraméter, homogén halmazok
Definicié. Legyen Ramsey(G) = max{«a(G),w(G)}, a G graf Ramsey-paramétere.

A Ramsey-paraméter egy ekvivalens leirdsa: egy ponthalmazt homogénnek neveziink,
ha fiiggetlen vagy klikk. A Ramsey-paraméter értéke a legnagyobb homogén halmaz
mérete.

Egy tovabbi nyelvezet: A graf éleit szinezziik zoldre, a nem szomszédos csicsokat
is kossiik Ossze egy piros éllel. Igy a V csiicshalmazon definialt teljes graf éleinek
egy kétszinezésével azonositottuk G-t. Egy homogén csticshalmaz egy olyan halmaz,
amelyen beliil minden ¢l egyforma szind, idegen széval monokromatikus.

Az alabbi egyszeri algoritmus egy nagy homogén halmazt hataroz meg G-ben.

1. Algoritmus (Ramsey-algoritmus). Input: egy G egyszeri graf, output:

egy H homogén halmaz

KF=0, T=V(G)

// KF kivalasztott pontok egy halmaza

// T a tidléld csicsok halmaza

Amig M # () Kivalasztéasi lépés:
Legyen x € T tetszbdleges eddig t0léld csics.
KF — KFU{z}.
N=Nr(zx)={seT:xs€ E}
N=Ng(x)={se€T:2s¢ E}Y =T —{z} — Nr(z)
// T —{x} = NUN
T « N és N koziil a nagyobb

// |N| =|N| esetén barmelyik betéltheti M szerepét
// T'=N # () esetén azt mondjuk z; egy K-elem
// T =N +#( esetén azt mondjuk z; egy F-elem

// T=N=N=1( esetén x; F-elem és K-elem is egyben
// Azaz egy F'-elem esetén sziikségszeriien minden késdbb
// kivalasztott elem nem-szomszédja.

// Azaz egy K-elem esetén sziikkségszerlien minden kés&bb
// kivalasztott elem szomszédja.

Amig ciklus vége.
F={xe KF :z egy F-elen}
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K={xe€ KF:x egy K-elem}

// FNK ={z}, ahol z az utolsdénak kivalasztott elem.
// F fiiggetlen csicshalmaz, K klikk.

A H output K és F' koziil a nagyobb.

// H homogén csicshalmaz.

Ha az algoritmus az F halmazt szamolja ki, akkor az egy fiiggetlen halmaz:
két kivalasztott F-elem kozott nem mehet él, hiszen a késéb kivalasztott elem az
el6bb kivalasztott elem szomszédaiak eldobasat (F-elem esetén ez tortént) tulélte.
Hasonl6an, ha K az output, akkor az egy klikk. Azaz az algoritmus egy homogén
halmazt szamol ki.

A kovetkezd lemma a kiszamolt halmaz méretét becsiili.

2. Lemma. Legyen G egy tetszdleges n ponti graf. Legyen k a Ramsey-algoritmus
daltal kivdlasztott csicsok szama. Legyen s az output homogén halmaz mérete. Ekkor

1
k > log, n, ‘> 3 log, n.
Bizonyitas. Nyilvan ( > % Igy elég az els6 egyenlbtlenséget igazolni.
Legyen T; az i-edik cstics kivalasztasa el6tt a T halmaz, mig legyen T}, a kivalasztas
utan update-elt T halmaz. Konnyen lathato, ha |T;| > 2%, akkor |T; 4| > 2571, EbbSL
az allitas kiolvashato. |

3. Kovetkezmény. Az el6zd lemma jeloléseit haszndlva, ha n = 4¢, akkor k > 2e és
{>e.

4. Kévetkezmény. Egy 4% ponti grdfban mindig van k elemt homogén halmaz.

Definicié. Legyen R(k) az a minimalis csticsszam, hogy minden ilyen csticsu grafban
legyen k elem® homogén halmaz.

A fenti allitdsok alapjan R(k) jol definidlt és R(k) < 4*. A fels6becslés egy
exponencialis fiiggvény, amely alapja 4, ezt mind a mai napig nem sikeriilt megjavitani.
Megemlitjiik a legjobb also becslést is (ami szintén exponencialis), a valosziniiségszamit’asi
modszer egyik els6 alkalmazasa Erdés Pal altal.

5. Tétel. }
V2 < R(k) < 4%,

Az R(k) szamokat Ramsey-szamoknak nevezziik. Az érdekes értékek k& > 3 esetén
vevédnek fel (k = 1,2 esetén minden egy-, illetve kételemid halmaz homogén, azaz
nyilvan R(1) = 1 és R(2) = 2). Csupan néhany Ramsey-szam ismert: R(3) = 6,
R(4) = 18. R(5)-r6l annyi ismert, hogy 43 < R(5) < 49. A k = 10 esetén ismereteink
hidnya még latvanyosabb. Jelen pillanatban csak azt tudjuk, hogy 798 < R(10) <
23 556.
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Erdds Pal személyes véleménye, hogy R(5) kiszamolasa esetleg mai ismereteink
alapjan talan megoldhato. R(6) meghatarozasiahoz azonban valami 1j otlet, elmélet
sziikséges. Ezt a kdvetkezs ,,mesével” talalja. Ha az tirbdl egy idegen szupercivilizacio
érkezne a Foldre és azt mondané, hogy az emberiséget akkor kiméli meg, ha meghatéarozza
R(5) értékét, akkor a politikusoknak és gazdasagi szakembereknek a matematikusokat
és szamitastudomannyal foglalkozokat kellene tdmogatunk, hogy az Gsszes szuperszamitogép
erejét és tudasukat Osszerakva megoldjak a problémat. Amennyiben a lények R(6)
meghatarozasahoz kotik az erdszak elkeriiléset, akkor ugyanezt a tamogatast a katondknak
és a fegyverkezéssel foglalkozoknak kellene nytjtaniuk.

2. A Ramsey-szamok kiterjesztései

A szinezéses nyelvet hasznélva: Legyen f : E(K,) — {piros, kék} az n pontu teljes
graf éleinek tetszéleges 2-szinezése. Egy S C V(K,,) halmazt monokromatikus piros
halmaznak neveziink, ha tetsz6leges © # y € S esetén f(xy) = piros. Hasonléan
értelmezhetd a monokromatikus kék halmaz fogalma. Fgy halmaz monokromatikus,
ha monokromatikus kék vagy monokromatikus piros halmaz.

6. Tétel (Ramsey-tétel, 1930). Ramsey-tétele azt mondja ki, ha k-hoz képest n elég
nagy, akkor K, éleit barhogyan szinezziik piros-kékkel, lesz monokromatikus k elemi
csucshalmaz.

Az a hatar, ahonnan kezdve ,n elég nagy” az R(k) Ramsey szam.

A fenti allitast 2-szinezésre mondtuk ki, de kimondhato és egyszerien bizonyithato
c-szinezésre is. Ennek megfelelGen @j Ramsey-szamokat vezethetiink be: R.(k), ha ¢
elemi a palettaval dolgozunk.

Az alap Ramsey-tétel egy teljes graf éleit, a csicsok kételemt részhalmazait szinezte.
Ez kitejeszthetd r-elemt részek szinezésere. Persze ekkor egy monokromatikus halmaztol
azt kdveteljiik meg, hogy minden k-elemi része azonos szini legyen. A megfelels tétel
most is igaz (azaz elég nagy halmaz esetén sziikségszeri a k elemt homogén halmaz
jelenléte). Ennek megfeleléen bevezethetsk a R (k) Ramsey-szamok.

A két tovabblépés osszegezhetd. Vizsgalhatjuk az r-elemt részhalmazok c-szinezését.
Elég nagy alaphalmaz esetén ekkor is garantalt a k-elem(i monokromatikus halmaz
megléte. A megfelel§ Ramsey-szamok jel6lése Rg)(k‘).

A részletek kidolgozasat az érdekl6ds hallgato elvégezheti.

3. Erd6s—Szekeres-algoritmus
Erd6s Pal és Szekeres Gyorgy egy kissé modositotta Ramsey algoritmusat. Ezzel

javitottak a Ramsey-szamok fenti becslését. Algoritmusuk képes barmilyen R csticshalmaz
esetén parhuzamosan kiszamolni egy F'(R) fiiggetlen ponthalmazt és egy K (R) klikket.
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G-n futva az algoritmus F(V(G)) fiiggetlen halmazt és K(V(G)) klikket szamol ki.
Szemben a korabbi algoritmusokkal ez nem ,,dobalja el” a csticsokat.

7. Algoritmus (Erd6s—Szekeres-algoritmus). Input: eqy G egyszerd grdf, output:
egy F(V) fiiggetlen halmaz és eqy K(V') klikk.

Ha |V| <2, akkor a két halmazunk legyen V és egy egyelemi része.
Kilonben = egy tetszlleges csucs.

N={yeV(G) —{z} 2y € E}

N={yeV(G)—{a}:2y ¢ E}

// NUN =V (G) —{z}

Hivjuk meg rekurziven az algoritmust G|y és G|y grafokra

// F(N), illetve K(N) a G|y-ben taladlt fiiggetlen halmaz és klikk
// F(N), illetve K(N) a G|y-ben talalt fiiggetlen halmaz &s klikk
F(V(G)) legyen F(N) és {z}UF(N) k6ziil a nagyobb.

K(V(G)) legyen {z} UK (N) és K(N) kéziil a nagyobb.

Példa. Animacio, amely az Frdds—Szekeres-algoritmust mutatja be:
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K<Ll >[4 [ =[]+

Az algoritmus analizisét a kdvetkezs tétel adja.

8. Tétel. Ha |V| > (kﬁf) = (k;ff), akkor az algoritmus egy legaldbb k elemi

fiiggetlen halmazt vagy egy legaldbb { elemi klikket taldl.
Bizonyitas. Ha k vagy [ értéke legfeljebb 2, akkor az allit’as nyilvanvalo. k + (-re
vonatkozé indukciot alkalmaunk. Feltessziik, hogy k,¢ > 3. Tudjuk, hogy |V| >

("+42%) s |N| + [N| = |V| — 1. Ekkor

s ()2 (5 )]

igy k—1 2 k+ (-1 2
Wy>((_)f_)_1 vagy \N|>(+(k:1)_>—1.
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Ha |N| > ((k(;i)l”;ﬁz), akkor a rekurziv hivas utéan (az indukcids feltévés alapjan)

F(N) legalabb k — 1 elemii vagy K(N) legalabb ¢ elemi. Igy F(V(G)) legalabb
k elemt, hiszen F(N) U {2} is szerepel az &sszevetésben, amellyel meghataroztuk.
Hasonloan K(V(G)) legalabb ¢ elemd.

Az |N| > (k+(£j)_2) eset hasonloan targyalhato. Ez befejezi az allitasunk indoklasat.

A fenti bizonyitastechnika utan természetes a kovetkez6 aszimmetrikus Ramsey-
szamok bevezetése.

Definicié. Legyen R(k,/¢) az a minimalis |V| érték, amely esetén biztosak lehetiink
abban, hogy tetsz6leges egyszerd graf V-n tartalmaz k elemii fiiggetlen halmazt vagy
¢ elemt klikket.

A bizonyitas lényegét a kovetkezd lemma foglalja Gssze.

9. Lemma.
R(k,0) < R(k—1,0) + R(k, —1).

Ahogy az ErdGs—Szekeres bizonyitasban tettiik mas Ramsey-szamoknal is megbonthatjuk
a szinek szimmetriajat és ennek megfelelGen altalanositott aszimmetrikus Ramsey-

szamokat vezethetiink be: R.(ky, ko, ..., ko), RO(k, €), R (ky, ko, ... ko).

4. Ramsey-elmélet

A grafelméleti Ramsey-tétel a kdvetkezs filozofiat tamasztja ala: nincs teljes rendezetlenség.
Barhogy hizunk is be éleket n csics kozé mindig lesz O(logn) nagysaga fiiggetlen
halmaz vagy klikk, azaz egy rendkiviil rendezett rész. Ez akkor is igaz, ha célunk a
teljes kdosz kialakitasa. Bizonyos lokalis rend elkeriilhetetlen.

A fenti filozéfia a matematika tobb tételében megjelenik. A megfelels tételek
Ramsey-tipusi tételek. A sok Osszefiiggés miatt egy elmélet alakult ki a filozofia
koré. Ebbe a matematika legkiilonboz6bb agai adnak részeredményeket.

5. Geometriai Ramsey-tételek

Legyen adva egy n elemi P ponthalmaz a sikon ugy, hogy pontjaink koziil semelyik
héarom sem esik egy egyenesre (P pontjai altalanos helyzettiek). P elemei koziil
szeretnénk kivalasztani k-t ugy, hogy ezek egy konvex sokszog cstcsait alkossak. A
kivetkezo tétel azt mondja ki, hogy ha |P| elég nagy, akkor ez garantaltan lehetséges.

10. Tétel (Erd6s Pal és Szekeres Gybrgy tétele). Ha P R™W (5, k) darab dltaldnos
helyzetd pont halmaza, akkor kozilik ki lehet vdlasztani k pontot gy, hogy ezek egy
konvex sokszdg csiucsait alkossdk.
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Bizonyitds. A bizonyitas a kovetkez6 egyszerii geometriai lemman mulik. A lemmaét
nem bizonyitjuk. Az érdekl6dé hallgaté kdzépiskolai ismeretei alapjan konnyen belathatja.

11. Lemma. (i) Ha adott a sikon 6t dltaldnos helyzetd pont, akkor kivdlaszthato
kozilik négy ugy, hogy ezek konver négyszoget hatdrozzanak meg.

(1) Ha adott a sikon k dltaldnos helyzetd pont gy, hogy kozilik tetszéleges négy
konvexr négyszoget hatdroz meg, akkor a k pont konvex helyzetben van.

Ezek utan a P ponthalmaz négyeseit szinezziik ki két szinnel tgy, hogy egy négyes
akkor és csak akkor kapjon piros szint, ha a benne szerepl pontnégyes nem egy konvex
négyszog csticshalmaza.

A lemma éppen azt mondja ki, hogy a ponthalmaznak ekkor nincs piros homogén
otelemi részhalmaza. |P| valasztésa miatt ekkor van P-ben egy k elemi kék rész.

Err6l Lemma (ii) azt allitja, hogy egy konvex k-szog csiucshalmaza.
[

Megjegyzés. A tétel Klein Eszter egy kérdését valaszolta meg. A bizonyitasban
szerepld elemi geometriai megallapitast Klein Eszter vette észre, aki ezek utan feltette
a kérdést: Igaz-e, hogy elég nagy ponthalmaz esetén garantaltan taldlhatunk egy
konvex k-szoget alkotd csicshalmazt a ponthalmazunkban? A problémat ,,Happy
end” problémanak nevezte el Erdds Pal, mert talan a kérdésfelvetés is szerepet jatszott
abban, hogy kés6ébb Szekeres Gyorgy és Klein Eszter hazassdgot kotott.

A tétel utén definidlhato a ESz(n) figgvény: ESz(n) az a minimélis szam,
amilyen szamossagu altalanos helyzetd ponthalmaz esetén garantaljuk egy konvex
n-sz0g csucsainak halmazat a ponthalmazunkban. A kévetkez6 becslés Erdgs Paltol
és Szekeres Gyorgytdl szarmazik:

2%k — 2
282 11 < ESz(k) < (: 1).

Sejtés. (Szekeres Gyorgy) Igaz-e, hogy tetszéleges k esetén ESz(k) = 2872 417

A fenti sejtést/egyenlGséget csak k < 5 esetén igazoltak.

6. Aritmetikai Ramsey tételek

A kévetkezkben olyan problémékkal foglalkozunk, ahol adott egy szamhalmaz, melynek
elemeit kiszineztiik. Majd vesziink egy egyenletet /egyenletrendszert, és azt vizsgaljuk,
hogy megoldhato-e gy, hogy a megoldis monokromatikus halmaz legyen.

Az els6 ilyen tételiink az aldbbiakban egy lemma lesz. Ehhez a Fermat-sejtés
vizsgalata vezetett el. Eszerint az x" + y" = 2" Diophantikus egyenletnek nincs
nem trivialis megoldasa 2-nél nagyobb egész n esetén. (Ezt a sejtést Wiles 1994-ben
bizonyitotta.)
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Megallapodas. KovetkezSkben az alatt, hogy egy allités elég nagy s szamra teljesiil,
azt értjiik, hogy

Van olyan sg kiiszobszam , hogy minden s > sg esetén az allitas igaz.

A nyelvezetet értelemszertien hasznaljuk primekre, illetve hasznélhatnank négyzetszamokra,
vagy N egy tetszéleges végtelen részhalmazabol vett értékekre.

12. Tétel (Schur-tétel). Legyen adott n € NT. Elég nagy p primre az
4yt =, 2"

egyenletnek létezik nem trividlis megolddsa, ahol v =, y jelentése: v = y mod p,
tovdbbd egy x,y, z megoldds akkor nem-trividlis, ha x,y,z #Z, 0.

Természetesen a p-re vonatkozo kiiszobszam fligg n-t6l. Miel6tt még a tételt
bizonyitanank, sziikségiink van a koévetkezd szdmunkra kdzponti lemmara.

13. Lemma (Schur-lemma, 1916). Legyen v elég nagy, és ¢ € NT tetszileges
palettaméret. Vegyiink egy tetszdleges ¢ : {1,2,...,v} =[v] = {1,2,...,c} szinezést.
Ekkor az

r+y=z, ahol z,y,z € [v],

egyenletnek van monokromatikus megolddsa.

Bizonyitas. (Lemma bizonyitasa) Definialjuk az {0, 1,2, ..., v} halmazon értelmezett
teljes graf éleinek egy szinezését. Az ij él szine legyen o(]i — j|). Ekkor Ramsey-
tételebdl adodoan, ha v elég nagy, lesz monokromatikus harmas (azaz egy haromszog,
melynek minden éle ugyanolyan szinii). Igazabol v = R.(3) egy jo hatar. Legyen h, i, j
egy monokromatikus haromszog csticsai. Feltehetd, hogy h < ¢ < j. Tudjuk, hogy

p(i—h)=p(j —i) =@ —h).
Ekkor az x = i1—h, y = j—i, 2 = j—h egy megfelel6 megoldasa az egyenletiinknek. W
A teljesség kedvéért lassuk a tétel bizonyitasat is.

Bizonyitas. (Tétel bizonyitasa) Legyen p elég nagy prim, és tekintsiik a p elemi test
multiplikativ csoportjinak (Fy-nek) a kovetkezd

H={a"lz eF;} ={g".9"",...}

részcsoportjat, azaz az n-edik hatvanyok éaltal alkotott részcsoportjat (g a [, ciklikus
csoport egy generatora). Lathato, hogy ennek a részcsoportnak az elemszama, |H| >
p%l. Ekkor [} felbomlik H szerinti mellékosztalyokra.

Fz*a =miHUmsHU .. .Um,H
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F* _
=t <n

Tekintsiik F; = [p — 1] = {1,2,...,p — 1}-nek, azt az n szinezését, ahol m;H
elemei az i-edik szint kapjak. Fkkor a Schur-lemmat alkalmazva v = p — 1, és
¢ = n paraméterekkel adodik, hogy alkalmas szinre/mellékosztéalya (m;H) és ilyen
szinben/ezen mellékosztalyban alkalmas z, y és z elemre (z,y,z € m;H) teljesiil,

hogy v + vy = z. Azaz x = m;xy", y = myo”™, 2 = m;zo" és

A mellékosztalyok ¢ sziama ¢ =

mif,Uon + miygn Ep miZ()n.
mg-vel leosztva (m; # 0), adodik hogy
"+ Yo" = 2",

ahol x0", yo", 20" € H, specidlisan x¢", yo", 20" #, 0.
Ezzel a keresett nem trividlis megoldasokat megtaléltuk. [

alapul egy fontos definicio.

Definici6. Legyen ¢ € NT tetsz6leges, ekkor az Sch(c) legyen az a minimalis v szam,
amire [v] tetszGleges ¢ szinezésében lesz monokromatikus {z,y, z}, amelyre x +y = z,
azaz a fenti lemmaban az ,elég nagy v” pontos hatara. Sch(c) a ¢ paraméterd Schur-
szam.

A Schur-lemma — ami tovabbiakban szdmunkra az igazi Schur-tétel lesz — tovabbi
kutatasokat inditott el. Az elért eredmények koziil kiemelkedik az alabbi.

14. Tétel (van der Waerden tétele, 1927). Elég nagy n-re, [n|-nek tetszdleges c
szinezésére lesz monokromatikus k hosszi, nem konstans szamtani sorozat.

Ismét fontos megemliteniink a tétellel kapcsolatos szdmsorozatot, ami leirja a
tételben szerepld ,elég nagy” fogalmat.

Definici6. Azt a legkisebb n szamot, amelyre a fenti tétel igaz W.(k)-val jeldljiik.

A tétel bizonyitasat a kdvetkezd részben vazoljuk.

7. Ramsey-féle tételek poziciohalmazokra

A poziciés jatékoknak sokféle valtozata van, dltalaban kétszemélyes jaték, ahol a két
jatékos felvaltva foglal el még szabad pozicidkat egy tablarol, azzal a céllal, hogy
elérjen valamilyen (nyerd) alakzatot.

Az egyik legismertebb valtozat az améba. Itt a tabla (a poziciok halmaza egy
végtelen sik négyzetracs. A nyerdalakzatok sorban, oszlopban vagy valamelyik atlos
irAnyban szomszédos 0t mez6. Egy masik jaték a Tic-Tac-Toe, ahol a tabla egy
3 x 3-as tablazat, a nyerd alakzatok a sorok, oszlopok és a két alté pozicioharmasai.

A tovabbiakban a Tic-Tac-Toe egy altalanositasat vizsgaljuk. Téblank a kdvetkezs
lesz.
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Definicié. Ul = {poziciok halmaza} = {1,2,... k}%.

Azaz két paraméteriink is van: k a tabla ,,szélessége”, d a tabla dimenzidja. Tehat
egy poziciot egy d dimenzios vektorral tudunk leirni, melynek koordinatai 1-t6l, k-ig
terjedd szamok lehetnek.

Ez a megallapodés természetes. Példaul az eredeti Tic-tac-Toe jaték pozicibi
azonosithatok a

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)

elemekkel. A sakktébla pozicioinal a szokas az al, a2, ..., h7, h8 elemekkel vald azonositéas,
habar hasznéalhatnank itt is az 11,12,13,...,86, 87,88 szdmjegyparokat.
Most lassuk az altaldnos jatékunk nyerd pozicidit.

Definicié. Legyene € {x,1,...,k}\{1,2,...,k}¢, melyhez hozzarendeliink egy L, =
{Py, Py, ..., P} egyenest, ahol P, = P;(e) azt a poziciot jeloli, amelyet ugy kapunk,
hogy e-ben a csillagokat i-vel helyettesitjiik.

Azaz egyenesen poziciok olyan halmazat értjiik, melyhez van indexeknek olyan
nemiires S halmaza, hogy az S-en kiviili koordinétai fixek, beliil pedig minden koordinataja
ugyanazt az értéket veszi fel. U? minden egyenese k darab poziciot tartalmaz.

Példa. A kovetkez6 abran k = 3, és d = 2 esetre lathatunk példat. Az (1 *) egyenesen
(z61d szinti), olyan pontok vannak melyek els6 koordinataja 1, és S = {2}, ugyanis a
méasodik koordinata mindig annyi ahanyadik pontot vessziik, vagyis az (1 %) egyenesen
az (1 1), (12) és (1 3) pontok helyezkednek el. A (x %) egyenesen (piros szinti) az
(11), (22) és (3 3) pontok vannak. Nyilvan a masik 4tl6 nem lesz mar egyenes.

Ebben az esetben Gsszesen 7 darab egyenes van.
"

(13) (22 3)

(12 (212) 32)

(1) 214 (31)
(17 (27

Megjegyzés. Az U2 tablan (k + 1)? — k% darab egyenes van.
Miel6tt kimondanank f§ tételiinket altalanositsuk az egyenes fogalmat.

Definici6. Az U tablan egy e-dimenzios alteret egy a € {*y,%z,...,%.,1,2,... k}?
vektorral irhatunk le, amelyben minden indexelt csillag legalabb egyszer szerepel. Az
ezzel leirt A, altér elemeit tgy kapjuk, hogy a *;-ket ugyanazzal az {1,2, ..., k}-beli
elemmel helyettesitjiik (kiilonboz6 i-kre egyméastol fliggetleniil). Azaz egy e-dimenzios
altér k¢ darab poziciot foglal el. Az e = 1 esetén az 1-dimenzios altér egy egyenes.
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Lassuk a fejezet 6 eerdményét.

15. Tétel (Hales—Jewett-tétel, 1963). Minden k-ra (minden tdblaszélességre),
minden c-re (minden paletta méretre) elég nagy d esetén az U tdbla pozicidit Letszdlegesen
c-szinezve lesz monokromatikus egyenes.

Ezt gy is értelmezhetjiik, hogy a fenti tablan elég nagy dimenzi6 esetén, ha c
jatékos osztozik a poziciokon, akkor nem lehet dontetlen, azaz valamelyik jatékos
elér /szinosztaly tartalmaz egyenest/nyeré pozicibhalmazt.

Megjegyzés. Hales—Jewett-tételbdl kovetkezik a van der Waerden-tétel:

k legyen a van der Waerden tételben keresett szdmtani sorozat hossza. A Hales—
Jewett-tételben ehhez (mint tablaszélességhez) tartozik egy d dimenzi6. Legyen n =
k?. Tekintsiik a {0,1,...,n — 1} halmazt és elemeit irjuk k-as szamrendszerbe. Ha
atiraskor a szamjegysorozatokat 0-kal el6lrél kiegyészitjiik d hosszuva, akkor ezzel egy

{0,1,...,n -1} «—{0,1,..., k — 1}*

bijekciot irtunk le. Azaz a van der Waerden tételében szerepld szamainkat azonositjuk

egy tabla pozicidival. A van der Waerden tételének szinezése megfelel tablank egy
Hales—Jewett-féle szinezésének, amiben a Hales—Jewett-tétel garantal egy monokromatikus
egyenest. Ennek poziciéit visszakoédolva szamokkd kapunk egy monokromatikus &
hosszu szdmtani sorozatot, ahogy Van der Waerden tétel allitja.

Definicié. Azt a minimalis dimenziot, amelyre a fenti tétel igaz H J.(k)-val jeloljik.
Ezek a k, ¢ paraméterd Hales—Jewett-szamok.

Bizonyitas. (Bizonyitas vazlat) A bizonyitas k-ra, azaz a tablaszélességre vonatkozo
teljes indukcidval torténik.

k = 2 esetben vegyiik észre, hogy a 00...000, 00...001,00...011, ..., 01...111,
11...111 azaz monoton sorozattal leirt poziciok (d 4 1 elemii) halmaza olyan, hogy
barmely kett6 egy egyenest alkot. Ha d > ¢, akkor a skatulya-elv garantal két egyszinii
elemet, azaz monokromatikus egyenest.

Az indukcios lépés: Tegyiik fel, hogy k-ra teljesiil a tétel (HJ-Allitas(k)) és k-+1-re
kell belatni (HJ-Allitds(k + 1)). Ez a nehéz rész. Két részre bontjuk. Bevezetiink
egy koztes allitast, jelolése: Allitas(k + 1). A bizonyitas menete HJ-Allitas(k) =
Allitas(k + 1) = HI-Allitas(k) lesz.

A kozbiilsé 4llitas megfogalmazasahoz (bizonyitasunk érdemi részéhez) el6késziiletek
kellenek.

Tablank U,‘jﬂ lesz. Azaz megtessziik a ,szélesités” lépését. Egy e paraméteriink
lesz, ami egy altér dimenzidja. Azaz ismét nehezitiink, egyenes helyett egy el6irt
dimenzidju alteret keresiink. A szinezettségnél viszont konnyitiink. Monokromatikussag
helyett beérjiik az alabbi szépen szinezettséggel.
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Alteriinket elemeit azonositjuk U, , pozicidival. Ebbdl kivalasztjiik az alabbi
részhalmazt

el
Uiy 2 {(a1,a9,...,a.) s haa; =k+1, akkor Vj > i-re a]-:kz—i-l}]i Spi1-

Azaz Si -t megkaphatjuk a kovetkez6 modon

Sl?+1 = U SI?H (2)7
i=0
ahol S;,(i)-ben azok a szam e-sek vannak, amelyben az els6 e — i darab legfeljebb
k, majd ¢ darab k + 1-es kovetkezik.
Felhivjuk a figyelmet, hogy a fenti definicié megkoveteli, hogy az e-féle csillagunk
egy sorrendje rogzitett legyen.

Példa. k = 6 és e = 2. Az S2(2)-nek a fekete négyzet felel meg, mivel ekkor méar
a1-t6l 6-os szamjegynek kell allnia mindenhol. A zdld téglalap az SZ(1)-et, a piros
négyzet az Sg(0)-at jeloli. A nem bekeretezett rész nem felel meg a feltételnek, mert
az elsd helyen 6-os all, viszont az utana kdvetkez6 helyen mar 6-nél kisebb szam 4ll.

(16) (66)
° ° o o o L
(105) ° o o o (605)
(104) ° ° e o (604)

Példa. Az aldbbi abran e = 3 eset lathato. A |, piros kocka”= S3(0), ,,z61d téglatest”=
S2(1), ,kék téglatest”= S2(2) és ,vilagoskék kocka’= SZ(3).

L~ 7

Egy altér szépen szinezett, ha mindegyik S; (i) halmaz monokromatikus.
Megjegyezziik, hogy az S}, (i) halmazok (i = 0,1,2,...,¢e) nem fedik le a tablat.
A le nem fedett részre semmilyen szinezési feltételiink nincs. A kiilonb6z6 -k altal
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kijelolt részek fiiggetlenek. Mindegyikiikon monokromatikusnak kell a szinezésnek
lennei, de a kiilonb6z6 részek lehetnek kiilonb6zs szintiek (ahogy azonos szintek is).
Ezekutan kimondhatjuk a kozbiils6 allitasunkat:

16. Allitas (Allitas(k +1)). Tetszdleges e és ¢ esetén, elég nagy d dimenzidhan U, |
pozicioinak tetszdleges c szinezésére garantdltan taldlhato olyan e-dimenzios altér, ams
szépen szinezett.

Allitas(k+3) = HJ-Allitas(k+1): Valasszuk e-t HJ-Allitas(k) allitas palettameéretének
és a kozbiilsé allitas elég nagy dimenziojaban dolgozzunk. A kozbiils6 allitas e 4+ 1
halmaz monokromatikussagat irja el6. A skatulya-elv alapjan lesz ketts, ami azonos
szinG. A Hales—Jewett-allitas igazolasa onnan adédik, hogy az Si,(i) halmazok
koziil barmely kett§ unidja tartalmaz egyenest. (A példék tanulmanyozasa utan
egyszertien ellendrizhetd.)

HJ-Allitas(k) = Allitas(k+1): e-re vonatkozo indukcioval igazoljuk az Allitas(k+
)-t.

e = 1 konnyen adodik: U,fH poziciéi tartalmazzak a keskenyebb UgZ téblat,
amiben feltevésiink garantidl monokromatikus egyenest. FEz a nagyobb tablaban egy
egyenes része lesz (a * most mar a k + 1 értéket is felveheti). Azaz a nagyobb
tablan a megfelel6 egyenes a keskeny, de monokromatikus egyenes egy pozicidval
vald bévitése. A monokromatikussag elveszhet, de mindenképpen szépen szinezett
egyenest /1-dimenzios alteret kapunk.

e-r6l e 4+ 1-re vald ugras: Az elég nagy d dimenziot d’ + d” alakban keressiik,
ahol mindkét tag megfelelGen nagy lesz. Vegyiink egy tetszéleges szinezést. Meg kell
talalnunk a szépen szinezett e + 1-dimenzios alteret. Minden pozicionak lesz egy elsd
d' koordinatéaja, ez a pozicié eleje és lesz utolsé d” koordinataja, a pozicio vége. (A
tablank két kisebb dimenzios tabla szorzata.) A pozicio elejét rogzitsiik. A rogzitésre
a lehetGségeket U,f;l pozicidival azonosithatjuk. Egy rogzitéshez a lehetséges végek
U,fll pozicivival azonosithatok. Ebben mindegyik vég (a rogzitett elejével) leir egy
szinezett poziciot a teljes tdblaban. Azaz a rogzitéshez tartozik egy szinezett U,fll.

Erre D" darab lehetGség van. Mindegyiket felfoghatjuk egy ,szuper-szinnek”.
Azaz U,?;l tablanak van egy szuper-szinezése. Ebben talalhato egy szépen szinezett
egyenes (lasd e = 1 esete). Az egyenes kijelolése: els§ d' koordinatat ,,csillagozzuk
x-gal, illetve rogzitjiik”.

A szépen szinezett egyenes S;, , (0) részhalmaza monokromatikus, azaz mindegyik
eleméhez — pozicié el6h6z — ugyanaz a szuper-szin, azaz ugyanaz a szinezett dell
tabla tartozik. d” legyen olyan nagy, hogy ebben legyen e-dimenzids szépen szinezett
altér. Ezen altér kijelolése: az utols6 d” koordinatat ,csillagozzuk *i, %o, ..., *.-vel,
illetve rogzitjik”.

Az egyenes és az altér kijelolése a teljes tabla egy e + 1-dimenzids alteréhez vezet

N

(a csillagok sorrendje: x,%j,%q,...,%.). Azt alitjuk, hogy ez szépen szinezett. Ez
konnyen ellenérizhetd, ami a bizonyitast befejezi. [
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8. Ramsey-tételek és a stirtiiség

A grafelméleti Ramsey-tétel egy nyelvezete a teljes graf éleinek tetszdleges piros/kék
szinezésérSl beszél. Az (7)) élt két kategoridba osztjuk. A tobbséget legalabb 1 (%) él
alkotja. Felmeriil hogy ez az egyszinii élek sokasdga mar garantalja, hogy ebben a
szinben nagy homogén halmaz alakuljon ki. Az els§ gondolatot Turan-tétele régton
megcafolja. Tébb mint az élek fele lehet piros tigy, hogy harom elemi piros-homogén
csicshalmaz se legyen. Ha nagyobb homogén halmaz a célunk, akkor még tobb él
megadhaté a nagy homogén halmaz elkeriilésével. Ramsey tételének igaz mivolta
struktaralis okd. Ha a piros élek elkeriilik nagy homogén halmaz kialakitasat, akkor
a komplementerélhalmaz (a kék élek) mér nem lehet hasonléd struktiraju.

Mas esetben azonban a stirtség okozhatja a szabalyos rész kialakulasat. Erdds Pal
és Turan Pal ezt sejtésként mondta ki a van der Waerden-tétel esetére.

Az eddig megemlitett Ramsey-tételeket a kovetkezs tablazatban foglaljuk Ossze:

Tétel

Szinezendd
struktira

Keresett mo-
nokromatikus
részstruktara

Lehetséges szinosztaly
maximalis mérete

Ramsey-tétel

n pontu teljes
graf élei

3 ponti teljes
graf élei

K\n/2),[n/21, az n ponta,
kétrészes Turan-graf

Ramsey-tétel

n pontu teljes
graf élei

k  pontu teljes
graf élei

T, k-1 az n pontu, k —1
részes Turan-graf

Schur-tétel [n] {z,y,x +y} I. Példa: a péaratlan
szamok.
II. Példa: [n]\ [[n/2]],

azaz a ,nagy szamok
[n]-ban”.

van der Waerden | [n] 77

tétele

k hosszu (nem-
konstans)
szamtani sorozat

Erdss Pal és Turan Pal sejtette, hogy 777 helyére nem létezik j6 példa, azaz
nem lehet megadni {1,2,...,n} egy ,jelentss” részét ugy, hogy az ne tartalmazzon k
hosszu szamtani sorozatot. Eszerint a van der Warden-tétel egyfajta indoklasa egy
stirtiségi indoklas. Ami joval erésebb mint a Ramsey-tételek szokasos kombinatorikus
bizonyitasa.
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Definicié.
rr(n) = max{|R| : R C [n], R-ben nincs k hosszi szamtani sorozat}.
Sejtés (Erd6s Pal—Turan Pal, 1936). ry(n) = o(n), ha k > 3,

Azaz minden pozitiv € esetén, ha n elég nagy, akkor ri(n) < en. Az els6 lényeges
eredmény a sejtés kimondasa utan 20 évvel sziiletett

17. Tétel (Roth tétele, 1956). r3(n) = o(n).

Majd Szemerédi Endre a négy hosszii szdmtani sorozatok esetét bizonyitotta,
kés6bb pedig kovetkezett az altalanos eset.

18. Tétel (Szemerédi Endre, 1975). Minden k > 3 esetén igaz a sejtés. Azaz
rr(n) = o(n).
A sejtés bizonyitasa utan a kérdéskor vizsgalata szinte még pezsg6bb lett. Csak a

legkiemelked6bb eredményeket vazoljuk.
A tételt Gjra bizonyitottak

e 1977 Fiirstenberg. Bizonyitasa ergodelméletet hasznal.

e 2001 Gowers. Bizonyitasa erés kombinatorikus szdmelméleti eredményeket és
Fourier-technikat hasznal. A Fourier-moédszer hasznélatat Roth vezette be, de
eredményes kihasznalédsa tovabbi zsenialis 6tleteket kivant.

Gowers 1j bizonyitasa azért is kiemelkedd, mert az eredeti kombinatorikus, illetve
késibbi ergodelméleti bizonyitas sziikségszertien nem adott becslést az ri(n) szaimokra.
A Fourier-modszer alkalmazésa viszont effektiv becsléseket is ad. Igy mellékeredményként
adodott a van der Waerden szdmok kovetkezd becslése.

19. Tétel (Gowers-becslés).
Sk+9

Wa(k) < 22

A fenti modszerek Osszes erejére és még tobbre volt sziikség, hogy az alabbi
eredmény adodjon.

20. Tétel (Green—Tao-tétel). Minden k pozitiv egészre a primek kizdtt van k
hosszi szdmtani sorozat.

Terence Tao 2006-ban Fields-érmet kapott. Az odaitélés indoklasaban a fenti
eredmény ki lett emelve.
A tétel oka ismét strtségi.

21. Tétel (Green—Tao-tétel, siiriiségi valtozat). Legyen P, = {2,3,5,7,11,ps, ..., pn}
az elsé n prim halmaza. Legyen € tetszdleges (kicsi) pozitiv konstans. Ha A C N
teljesiti, hogy |AN P,| > en végtelen sok n-re, akkor A-ban van k hosszi szdmtani
sorozat minden k pozitiv egészre.
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