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Kombinatorikus parositasi algoritmusok

2015. Elsadé6: Hajnal Péter

1. Javité utas algoritmusok

Definicié. Legyen G graf M parositas G-ben, P : vy, ey, vy, ..., e, v, egy Gt. P 1t
javitd at M-re nézve, ha vy és v, nem parositottak, k paratlan és a paros sokadik élek
elemei M-nek.

Példa. A sarga péarositasra nézve a zold ut javito ut. A masodik abran a javitott
parositas lathato:
Vo /05

A P javito ut segitségével kapott M’ = (M\E(P)) U (E(P)\M) = MAE(P)
élhalmaz parositas. Azaz M’-be P mentén pontosan azon P-beli éleket rakjuk, melyek
eredetileg nem voltak M-ben, P-n kiviil a parositds nem valtozik. Kénnyen lathato,
hogy igy mindig eggyel nagyobb élszamu parositast kapunk. Ezt nevezziikk M javito
utas javitasanak.

Ezzel sémat kaptunk nagy parositasokat keresé algoritmusokra, amiket javito utas
algoritmusoknak neveziink. Ezek altalanos vazlata:

Javit6é utas algoritmusok sémaja:
Adott egy G graf és benne egy M parositas
AMIG talalunk M-re vonatkozd javitd utat
[(Javitd utas novelés) M-et lecseréljik MAFE(P)-re.]
(Elakadas) Az aktudlis parositas az output
// Ekkor nem létezik M-re vonatkozd javitd at.

Megjegyzés. Itt sincs ciklizalési veszély, mert barmely javitas garantaltan noveli a
pérositas élszamat, ezért az algoritmus sziikségszerten leall.

Megjegyzés. Az 1 hossza javitd at menti javitas a moho javités.

Kombinatorikus pérositasi algoritmusok-1



Azaz a javitoé utas algoritmusok a moho algoritmus kiterjesztései. A moho algo-
ritmus elkadasara korabban lattunk példat. Konnyt ellendrizni, hogy azon futva a
javitd utas algoritmusok megtalaljak a teljes parositast. Ez nem véletlen.

1. Tétel (Berge-tétel). G grif, M parositdis. Ha M nem optimdlis, akkor létezik rd
javito ut. Vagiyis elakadds esetén az aktudlis pdrositds optimadlis.

Megjegyzés. A javito utak hatékony keresése nem egyszerti! Keresésiinknek olyanak
kell lenni, ha sikertelen, akkor ne is legyen javité at. Egy grafban az utak teljes
sokasaga hatalmas lehet. Igy ennek végignézése altalaban tul sokéig tart.

A kovetkezdkben a javito ut keresésre mutatunk egy moho véltozatot.

2. Moho javit6é at keresés

Definicié. P javito at kezdemény, ha P : vy, eq,v1,..., e, v Ut, és vg & V(M),
valamint a péaros indextd élek elemei M-nek.

Példa. Egy 6t hosszi javitod at kezdemény, ami nem javitoé ut, mert vs parositott. A
méasodik abran egy négy hosszu javito it kezdemény, ami nem lehet javité ut, hiszen
hossza paros.

v

Javité ut kezdeményeket keresiink és ezeket parhuzamosan néveljiik annak remé-
nyében, hogy javito atta terjesztjiik ki Gket. Keresésiink megvalositasa egy cimkézés
lesz: A cstcsokra cimkéket helyeziink, aminek jelentése: oda vezets javito ut kezde-
ményt talaltunk.

Ezen cimkék egy kicsit tobb informaciot tartalmaznak mint az odavezetd javito ut
kezdemény megtaladlasanak ténye. Ha a megtalalt javitd t kezdeménye péaros hosszu
akkor a cstucs kiilsd cimkét kap, ha pedig paratlan hosszu, akkor belsé cimkét kap.

Legyen C a cimkézett csicsok halmaza és K a kiils6, B a bels6 cimkézett pontok
halmaza. Nyilvan C = KUB.

A mohosiag abban nyilvanul meg, hogy a cimkehalmaz folyamatosan béviil, és
nincs feliiliras. Azaz, ha azt tapasztaljuk, hogy mar cimkézett pontba egy eddig nem
latott javito at kezdemény halad, akkor ezt elvetjiik (,,késén vettiik észre”). Az eredeti
javito ut kezdemény (amire a cimkézést korabban alapitottuk) lesz az amit folytatni
probalunk.
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Kiindul6 cimkehalmazt valasztunk (ezek pontok lesznek, amikbe egy 0 hosszu
javito ut kezdeményt talaltunk, azaz V(M) egy részhalmaza) és a cimkézést az alabbi
modon bévitjiik:

Moho javito it keress algoritmus:
(Inicializalas) Kiindulunk V(M) egy R részhalmazabdl.
A kezdeti K =R,
A kezdeti B =10,
// 1gy a kezdeti C = K = R.
AMIG taldlunk k € K cslicsot és s cimkézetlen szomszé&djat
[Ha s nem parositott csics, akkor
(Sikeres keresés) a k-ba vezetd javitd Gt kezdemény s-be
meghosszabbitva egy javitd utat kapunk.
Ha s parositott csics, akkor
(Mohé cimkendvelés) legyen s’ az M-beli parja.
K — KU{s},
B «— BU/{s},
C—CU{s,¢}.]
(Elakadas) Ha a fenti ciklusbdél nem ’sikeres kereséssel’
jottink ki, akkor ’sikertelen kereséssel’ &allunk le.
// Sikertelen keresés esetén minden kiils§ pont
// O0sszes szomszédja cimkézett.

Példa. A sikeres keresés esete , tiszta’.
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A sikertelen keresés esetén azonban célszerd vizualizalni mi is tortént.

A cimkenovelések minden cimkekiosztasahoz egy ,felelés” rendelhets: az s cstcs
k miatt kapja cimkéjét, s’ pedig s miatt. A megfelels élek mentén terjed ki a cimke.
Igy a cimketerjedést /keresést gyokeres erdd irja le. A gydkerek az inicializalas soran
kivalasztott R pontjai. A cimkék tovabbi terjedése dupla aghajtasokkal torténik. A
kettd hosszu agak bels6 pontjai kapjak a bels6 cimkét. A végss pontjai a kiils§ cimkét
kapott pontok, ahonnan a keresés/cimkekiosztas tovabbléphet.

Példa. A sarga élek alkotjak parositasunkat. A zold csticsok azok a parositatlan
csucsok, amelyek kiindulaskor kiilsg cimkét kaptak (R elemei). A piros csicsok azok
a parositatlan cstcsok, amelyek kiindulaskor nem lettek megcimkézve (V (M) — R, a
célestcsok, amiket szeretnénk keresésiinkkel elérni). A zold nyilak a dupla dghajtasok
(a kiils6 cimke terjedése). Kozben a kék nyil mutatja a kiosztott belsé cimkét.
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Eszrevétel. Kezdetben a cimkezett pontok nem pérositott csicsok és mind kiilss
cimkét kap, majd egyszerre két parositott cstucs kap cimkét, egyik kiils6t, masik belsét.
Ennek két kovetkezményét emeljiik ki.

(1) s-et ugy valasztottuk, hogy ne legyen cimkezett. Igy automatikusan teljesiil,
hogy s’ se cimkézett. Azaz korabbi igéretiink (nincs tjracimkézés) teljesiil.

(2) A cimkézés minden cimkekiterjesztése utan |K|—|B| = |R|. Valoban: A kezdet-
ben ez teljesiilt, majd mindig eggyel néveltiik |K |-t és | B|-t is, azaz kiilonbségiik
azonos marad.

Példa. Elsfordulhat, hogy a keresés belsé pontként ér el egy = pontot és ekkor a
keresés x-nek az x’ parja felé megy, és x méas szomszédja felé nem. Egy masik javito
ut kezdemény viszont kiils§ pontként érné el z-et. Az dbran egy ilyen rossz fazisban
elért javito Ut kezdeményt emel ki a piros 1t. Ezt be is fejezhetnénk javito utté, ha
megtalaltuk volna. Azaz a moho javito ut keresés nem teljes.
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2. Tétel (Konig Dénes - Egervary Jené / Magyar médszer). Ha G pdros grif
(A alsé és F felsd szinosztdlyokkal), M pdrositds. Legyen R = ANV (M). Ekkor ha
a moho javito it keresd algoritmus sikertelen kereséssel ér véget, akkor M optimdlis,
azaz nincs rd vonatkozo javito it.

Bizonyitas. Kezdetben K C A, B C F. Cimkekiosztasnal kiils6 cimkét egy belsd
cimkéji pont szomszédja kap és bels6 cimkét egy kiils6 cimkéjid pont szomszédja
kap. Igy a fenti tulajdonsag 6roklédik. Mindig (igy az algoritmus végén is) K C A,
B C F. Azaz a kiils6 és als6 kategoridk ugyanazok. Hasonldéan a belsd és felss
kategoriak ugyanazok.

Feltevésiink szerint sikertelen kereséssel allunk le. Igy a kiilsé pontok szomszédai
mind cimkézettek.

Jeldlés. X szomszédsaga: N(X) = {s € V, s szomszédos valamely X-belivel}.

Tehét az algoritmus végén N(K) C C.
A tétel nagyon fontos, két bizonyitast is kozliink ra.

I. Bizonyitas: Néhany altaldnos megjegyzéssel kezdiink.

Definicié. Legyen S C A. Legyen €(S) = |S| — |[N(S)|. Azaz S elemszamanak
tobblete szomszédainak szamahoz képest (ami persze lehet negativ is).

Definicié. 04(P) = |A| — | P| (nem parositott pontok szdma A-ban).

Eszrevétel. Legyen S egy tetszdleges also pontokat tartalmazo halmaz, P egy paro-
sitas. Ekkor

da(P) > €(S).
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Tetszbleges P parositas esetén S-beli csticsok parjai N (.S)-bol keriilnek ki. Igy leg-
alabb |S| —|N(S)| = €(S) cstics parositatlan marad A-ban (mar csak S-et figyelembe
véve is). Ezek utén az észrevételbeli egyeblStlenség nyilvanvalo.

Persze az észrevétel csak akkor nem semmitmondo, ha €(S) > 0.

3. Kovetkezmény. Legyen S alsé pontok egy halmaza, amelyre €(S) > 0. FEkkor
G-ben nincs teljes parositds.

A fenti tulajdonsigt S halmazokat hasznos kiilon névvel ellatni.

Definicié. Also pontok egy S halmaza Kdnig-akaddly, ha €(S) > 0, azaz S szomszé-
dainak szama kisebb mint elemeinek szama.

4. Kovetkezmeény. Legyen S alsd pontok eqy halmaza és P eqy parositdas. Ha €(S) =
da(P), akkor P egy optimdlis pdrositds.

A fenti esetben azt mondjuk, hogy S egy bizonyit6 als6-Koénig-halmaz P optima-
litaséra.

Térjiink vissza a G paros grafunkhoz, amelyben az M parositéssal a magyar mod-
szert futtatva sikertelen keresést folytattunk. Tudjuk, hogy ledllaskor N(K) C C.
Péros grafban azt is tudjuk, hogy K C A, igy N(K) C F. Azaz N(K) C CNF = B.
Igazabol belsé cimkét csak tgy kaphat egy cstcs, hogy egy mar kiils6 cimkéji cstics
szomszédja. Azaz N(K) = B.

Tehat

€(K) = |K| = [N(K)| = |[K| = |B] = |[R] = [An V(M| = d4(M).

Azaz K egy bizonyit6 also-Kénig-halmaz M optimalitaséra.

II. Bizonyitas: Ismét néhany altalanos megjegyzéssel kezdiink.

Emlékeztets. Egy L csucshalmaz lefogd ponthalmaz, ha minden él legalabb egy L-
beli pontra illeszkedik.

Egy a fogalmat megvilagito ,,mese”: Legyen a graf egy miizeum tervrajza, amiben
képek vannak a folyosokon (éleken). Ezeket &rokkel ériztetjik, akik csucspontokban
ilhetnek, ahol az ott 6sszefutd sszes folyosot ellendrzik. Minél kevesebb 6rrel akarjuk
az Osszes élt/folyosot ellendrizni.

Eszrevétel. Ha L lefogd ponthalmaz, és P parositas: |L| > |P)|.

A | mese” szerepkiosztasat hasznalé magyaréazat: P Ossze nem futo folyosorendszer,
igy mindegyik eleme kiilon 6rt kovetel. Azaz tetszéleges jo Grelhelyezésben legalabb
| P| darab 6r szerepel.

Kiemeljiik két fontos kovetkezményét az észrevételnek:
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5. Kovetkezmény. Legyen L egy lefogd ponthalmaz és M egy parositds. Ha |L| = |P|,
akkor P a lehetd legnagyobb pdrositis G-ben és L a lehetd legkisebb lefogo ponthalmaz
G-ben.

A kovetkezményben szereplé L, P par esetén azt mondjuk, hogy L egy bizonyito
lefog6 ponthalmaz P optimalitéasara és P egy bizonyité péarositds L optimalitésara.

Most térjiink vissza G paros grafunkhoz benne egy M parositassal, ahol a magyar
modszer sikertelen kereséssel allt le.

Az M-beli élek két csoportra, cimkézett és cimkézetlen élekre oszthatd. (A cim-
kézett élek mindkét végpontja, a cimkézetteknek egyik végpontja sem cimkézett.)
Jeloljiik a cimkézett fels6 végpontok halmazat Lo-vel, a cimkézetlen alsd végpontok
halmazat Ls-vel. Vegyiik észre, hogy Lo = B. Legyen L = LoULg. Ekkor |L| = | M|,
hiszen minden M-beli él egy csticesal jarul hozza L-hez, amit ezek a hozzajarulasok
adnak ki.

Eszrevétel. L lefogo ponthalmaz G-ben.

Valoban: Legyen e = af egy tetsz6leges él (a € A, f € F).

(1) Ha f cimkézett, akkor f € B ésigy f € Lc.

(2) Ha f nem cimkézett, akkor a sem cimkézett (hiszen, ha a cimkézett, azaz kiilss
pont lenne, akkor szomszédja nem lehetne cimkézetlen a cimkekiosztas elakadéasénal).
Specidlisan a ¢ Cy. Azaz a péarositott als6 pont cimkézetlen M-beli élen: a € Lg.

Tehat L = Lo U L valoban lefogd ponthalmaz.

Az észrevétel azt adja, hogy az L, M par olyan, hogy L bizonyitja M optimalitésat
(természetesen M is bizonyitja L optimalitésat). [ |

Megjegyzés. Mindkét bizonyitas tobbet allit mint az M optimalitasa. Az is ado-
dott, hogy M optimalitasara van bizonyité lefogé ponthalmaz és bizonyito6 als6-Kénig-
halmaz. Ezek konstruktiv médon adédnak a magyar modszer melléktermékeként.

Megjegyzés. Az is adodott, hogy a masodik bizonyitasban kiolvasott L lefogd halmaz
optimalis. Azaz a magyar modszer alkalmazhaté a legkisebb méreti lefogé ponthal-
maz meghatarozasara paros grafokban.

Példa.
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ISR MIREENES

Az el6z6 tétel paros grafokra miikodik csak. Mire az altalanosabb, nem péros
grafokra is hasonl6 tételek kialakultak, majdnem 10 év telt el. A koévetkezd részben
az altalanos esetben vizsgaljuk a problémat, azaz nem sziikségszertien paros grafokban
keresiink javitd utat egy adott parositasra nézve.

3. Edmonds-algoritmus

A magyar modszerben az alsé parositatlan pontokbol inditottuk a keresésiinket. Al-
taldban nincs ilyen fogalmunk, mint ,,als6 pontok”. Most kiindulasnak K = V (M),
B = () cimkézést valasztjuk. Azaz az Osszes parositatlan pontot 0 hosszu javito tut
kezdeményeknek tekintjiik és alkalmazzuk a moh6 cimkendévels eljarast elakadésig.
Ez biztosan elakad, hiszen a ndvelés mohon torténik és kezdetben minden lehetséges
javito ut végpont ,lehetséges javito at kezdSpont” cimkét kap.

Edmonds-algoritmus:
(Inicializalas) Legyen R =V (M).
A kezdeti K =R,
A kezdeti B =10,
//1gy a kezdeti C'= K = R.
(Cimkenovelés) Mohd cimkendvelés elakadasig
// Ekkor a kiils§ cslicsok mindegyik szomszédja cimkézett. Kialakul egy
// F keres8 erdd. A keresd erdd mindegyik komponense egy-egy R-beli
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// pontban gydkerezett.
AMIG taldlunk k,k’ € K csiicsot, amelyek egy e &l mentén szomszédosak
// Legyen r és 1’ azon R-beli elemek, amelyekbdl induld/amelyekben
// gydkerezd keresések megcimkézik k-t és k'-t.
[Ha r # r', akkor
(Sikeres keresés) a k-ba vezetd javitd Gt kezdemény utan e-n
keresztiil k-ba lépve, majd bejarva az ehhez vezetd javitd
it kezdeményt forditva r és r’ kozdtti javitd utat taladltunk.
Ha r =1', akkor
(Edmonds-eset) % // Késdbb targyaljuk.]
(Elakadas) Ha a fenti ciklusbdél nem ’Sikeres kereséssel’
jottink ki, akkor ’Sikertelen kereséssel’ allunk le.

Miel6tt az ,,Edmonds-esetet” részletesen targyaljuk néhany fogalmat kialakitunk.
Legyen P az r-bél k-ba vezetd javitd Ut kezdemény, ami a cimkézéséért felel. Hason-
l6an legyen P’ az r(= r')-bdl k'-be vezetd javito ut kezdemény, ami a cimkézéséért
felel. Legyen a. az elagazas pontja, azaz az utolso csiics, amig a két ut kdzosen halad.

Eszrevétel. a.-ben a keress erds szétagazik vagy P és P’ koziil valamelyik ut leall
(azaz a. € {k,k'}). Mindkét esetben a,. egy kiilsé pont a felépitett keres§ erdGben.

P-n a,-t6l k-ig, illetve P'-n a.-t6l k'-ig dupla aghajtasokkal ért el a keresés. Azaz
az odavezets két tt mindegyike paros hosszi, amit e egy paratlan korré, C, fliz Ossze.

r komponense az F keresG erdében egy r gyokerd F, keres6 fa. Ebben e nem egy
¢l. Igy F,-hez hozzéadva az e élt egyetlen kor keletkezik. Ezt irtuk le el6bb.

Eszrevétel. C, 6sszes pontjaba vezet paros hossza javito ut kezdemény is.

Persze C, 6sszes pontjaba a.-t6l kiillonb6z6 pontjaba vezet paratlan hossza javito
ut kezdemény is. Szamunkra azonban a paros hossztak értékesebbek. Ezek azok,
amelyek olyan fazisban érik el a cstcsot, hogy a keresés nem determinélt/szétédgaz-
hat.

Definicié. G-ben a C, kor zsugoritasa (a kor ponthalmazat egy pontba huzzuk Gssze)
a G grafhoz vezet. Formalisan: V(G) = V(G)\V(C.)U{c} (¢ egy 4 pont, ami a kor
Bsszes cstcsat reprezentdlia). E(G) = E(G)\{C.-n beliili élek}. I(G) természetes
modon definialt.

M =MnNE(@G).

F: a Ce-n kiviili dupla adghajtasokkal felépiils keress erdd.

Példa. Az els6 abra a keresést és az e élt mutatja. A masodik dbra a C' kort és annak
a pontjat mutatja. A harmadik abrén a zsugoritas utani helyzet lathato. Végiil azt
mutatjuk meg, hogy a cimkézés, hogyan terjed a zsugoritas utan.
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6. Lemma. (i) M pirositds G-ben
(ii) F keresderds M-ra
(iii) ¢ kiilsé pont F-ben.

A lemma egyszerd, nem bizonyitjuk, csak egy megjegyzést tesziink. Legyen C' egy
kor G-ben és M egy parositas. M egy e = xy élét C' tiiskéjének nevezziik, ha x és y
kozil az egyik C-re, a masik C-n kiviilre esik. Zsugoritasnél a C, koriink olyan, hogy
1 vagy 0 tiiskéje van. Konnyen lathato, hogy két vagy tobb tiiskés korok zsugoritasa
utan a megmaradt M-beli élek nam alkotnak parositast. A C, kor tiiskéinek szdma
attol fiigg, hogy a. gyokér-e vagy nem. Ha a. gyokér, akkor C.-nek nincs tiiskéje.
Ha a. nem gyokér, akkor a keresés egy parositott élen keresztiil érte el, amelt koriink
egyetlen tiiskéjét alkotja. A C, kor a.-t6l kiilonb6z6 cstcsait M parositja.

Ezek utdn mar targyalhatjuk az Edmonds-algoritmus kihagyott esetét.

(Edmonds-eset) A megfeleld e &l megtaldlasa utdn hatarozzuk meg
a C. kort. Zsugoritsuk ezt. A zsugoritas egy G grafhoz,
M parositashoz és az erre vonatkozd F keresd erddhéz vezet.
Ezzel térjink vissza a (Cimkenodvelés) lépéshez

A zsugoritott kort reprezentald csics kiils§ pont. A korre estek eredetileg belsé
cimkét kapott cstucsok is. Tehat a zsugoritas egy cimke feliiliras. Itt lépiink ki a
koréabbi moho keresés kereteib6l.

Hol is tartunk? Hogyan néz ki az eddig leirt 1épések végrehajtasa? Az algoritmu-
sunk ,generikus futasa” soran egy

(G, M) = (Go,Mo) — (leMl) — ... (Ge,Mg)
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zsugoritas sorozatot hajt végre, majd sikeres vagy sikertelen kereséssel leall. A sikeres
keresés esete sem vilagos. A lathato javito ut egy Mj-re vonatkozo javité ut Gy-ben.
Nekiink egy M-re vonatkozo javito ut kell G-ben.

A teljességhez sziikségesek a kovetkezdk.

7. Tétel-hiany. Legyen P javito it My-re Gy-ben. Ekkor létezik javito ut M-re G-ben.

Ez persze adodik abbdl, ha egy zsugoritas esetén a javitd utat vissza tudjuk veti-
teni. (A tételt a lemma (-szeres iteralt alkalmazasa adja.)

8. Lemma-hiany. Legyen P javito it M-ra G-ben. Ekkor létezik javito ut M-re
G-ben.

9. Tétel-hiany. Ha az Edmonds-algoritmus ,Sikertelen kereséssel” dll le, akkor M
optimdlis, azaz nem létezik rda vonatkozo javito 1it.

Igazabol a hianyz6 lemma konstruktiv bizonyitasa sziikséges. Azaz a lemma altal
garantalt javito utat meg is kell konstrualnunk (és a programozonak ezt implementalni
is kell az Edmonds-algoritmus megvalositasakor).

10. Lemma. Adott G grif eqy M pdrositdssal. Legyen C' eqy pdratlan kor a grafban,
amelynek csicsait eqy a csicsot eltekintve M N E(C) élei teljesen pdrositanak. Le-
gyen G és M aC kor zsugoritdsdaval kapott grdaf és benne a zsugoritott pdrositds. A
zsugoritds sordn az a csics maradjon meg és reprezentdlja a C' kort.

Tegyiik fel, hogy P javito ut M-ra G-ben. Ekkor létezik javito it M-re G-ben.

Bizonyitas. Harom esetet vizsgalunk.
1. eset: Az a cstics nincs rajta P-n. Ekkor konnyt latni, hogy P egy javito ut G-ben
(M-re).
2. eset: Az a csiics a P 1it egy belsé pontja. Ekkor a két részre vagja a P utat: Py
és P, (G-ben). a-ban egy M-beli és egy nem parositott ¢l talalkozik. Feltehets, hogy
P, a-ra illeszkedd éle M-beli. a-ra mint Py utolso, Ps els6 cstucsa /I\livatlggzunk.
E(Py) és E(P,) a G grafban is egy-egy ut élhalmaza lesznek: P; és P,. A kiilonb-
ség, hogy az a cstucs nem sziikségszertien végpontjuk. Az eredeti a végpont az egész
kort reprezental6 csics volt. G-ben ez a csics C' valamelyik csucsa. Illetve tudjuk,
hogy P, utolso éle M-beli, utolso cstucsa C-re esik. Ez csak ugy lehet, ha utols6 csi-
csa a (az egyetlen csucs, amely C-n kiviili csticesal lehet (és ebben az esetben van is)
parositva). Legyen o’ a P, 1t els6 (C-re es6) csiicsa. Feltessziik, hogy a # a/ (a = a/
esetében lényegében az el6z6 eset érvényes). C-n két a-t és a’-t 6sszekotd iv van. Ezek
egyike gy fiizi 6ssze ﬁl és ﬁg utakat egy P utté, hogy az javito ut legyen M-re.
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3. eset: Aza csiics a P 1t egyik végpontja. F(P) a G grafban is egy-egy 1t élhalmaza
lesznek: ﬁo. A kiilonbség, hogy az a csiics nem sziikségszertien végpontja. Az eredeti
a végpont az egész kort reprezentald cstcs volt. G-ben ez a cstics C valamelyik csticsa,
legyen ez a'. Illetve tudjuk, hogy P a végpontja nem parositott. Ez csak ugy lehet,
ha a parositatlan cstics G-ben (a csak C-n kiviili csiicesal lehet parositva (és ebben az
esetben ez a lehetGség nem valosulhat meg). Feltessziik, hogy a # a’' (a = o’ esetében

lényegében az elsd eset érvényes). C-n két a-t és a’-t Gsszekots iv van. Ezek egyike
ugy terjeszti ki Py-t egy P utta, hogy az javitd ut legyen M-re. [

Ezek utan befejezhetjiik az Edmonds algoritmus leirasat a kévetkezé rovid kiegé-
szités hozzdadésaval:

(Sikeres keresés lezarasa) Ha sikeres kereséssel léptiink ki az algo-
ritmus f& vazabol, akkor taldltunk egy P javitd utat egy (-szeresen
zsugoritott grafban. A fenti lemma /-szeres alkalmazisaval vetitsiik
ezt vissza az eredeti gréafba.

Az igy kapott javitd Gt lesz algoritmusunk outputja.

A fenti lemma bizonyitésa az algoritmust programozé szamara is fontos (szemben
a helyesség bizonyitasaval).
Példa.
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A helyességet bizonyité hianyzo részhez néhany elézetes definiciot vezetiink be és
megjegyzést tesziink.

Definicié. Legyen R C V(G). Ekkor
B(R) = c1(G — R) — ||,

ahol ¢; a paratlan pontszami komponensek szamét adja meg egy grafra. Ez az R
ponthalmaz Berge—Tutte-paramétere.

Azaz a ponthalmaz (-értéke megadja milyen tobblettel rendelkeznek a ponthal-
maz elhagyaséval keletkez§ paratlan pontszamu komponensek az elhagyott pontokkal
szemben.

A paraméter azért fontos, mert tetszéleges P pérositasra teljesiil a kovetkezs:
G — R minden pératlan pontszami komponensében lesz legalabb egy cstcs, amit P a
komponensen beliil nem parosithat. Ezek lehetnek még P altal parositva, de parjuk
csak R-bdl keriilhet ki. Ha a fenti tobblet pozitiv, akkor legalabb annyi péarositalan
csticsunk lesz. Altalaban tetszéleges R C V(G) és P parosités esetén

B(R) < 4(P),

ahol 0 a pérositashoz a parositatlan csicsok szamat rendeli.
Ez az Osszefliggés két nagyon fontos észrevételhez vezet.

Definicié. T' C V(G) csucshalmazt Tutte-akadéalynak nevezziik, ha 3(T") > 0.
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Eszrevétel. Ha G-ben van Tutte-akadaly, akkor nem lehet teljes parositésa.

Eszrevétel. Ha R C V(G) és P pérositas olyan, hogy
B(R) = 4(P),

akkor P optimalis parositas. Az ilyen parokat Berge-paroknak nevezziik. A benne
szerepl§ csticshalmaz Berge-bizonyiték P optimalitasara.

Miel6tt az Edmonds-algoritmus korrektségét garantéld tételt kimondjuk jelolése-
ket vezetiink be. Az algoritmus futésa soran egy

(G, M) == (Go,Mo) — (Gl,Ml) — ... (G@,Mg)

zsugoritas-soroazat torténjen. G;-ben egy M;-re vonatkozo keress erdd épiil fel, amely-
ben B; a bels§ és K; a kiils§ csucsok halmaza.

Megjegyezziik, hogy K, csticshalmaz van egy csics, ami nem szerepel G;-ben:
az éppen zsugoritott kort reprezentdld cstcs egy 1j cstics. B;y; azonban G;-ben is
,ott van”. Példaul B, mindegyik G; grafnak egy csticshalmaza.

11. Tétel. Sikertelen keresés esetén mindegyik G;-ben By, M; eqy Berge-pdr.

A tétel nyilvanvaldéan adja, hogy M; optimélis G;-ben, azaz ¢ = 0 esetén kapjuk
az Edmonds-algoritmus korrektségéhez sziikséges allitast.

Bizonyitas. A bizonyitand6 egy allitas-sorozat. Ezt i = ¢,4 — 1,/ —2,...,2,1,0
sorrendben igazoljuk teljes indukcioval.

1 = £ esetén azt kell észrevenniink, hogy G, — By-ben K, elemei izolalt csticsok.
Valoban: Koztiik nem mehet él mert vagy sikeres lenne a keresés vagy tovabbi zsugori-
tés torténne. K, cstucsaibol csak By-hez vezet él, hiszen a cimkekiterjesztés elakadasig
tortént. Igy specidlisan ¢, (Gy — By) > | K|, tovabba

B(Br) = c1(Ge — By) — |Be| 2 |Ky| — [Be| = 6(Mp).

Az indukcios 1épéshez azt kell észrevenni, hogy a G;,1 — G; ugrasban az Osszezsu-
gorodott kor, ¢; 1 a K; ;1 kiils6 ponthalmaz egy eleme, azaz egy G;11 — By-beli cstics
egy paratlan korré ,fajodik fel”. Ez csak egyetlen komponensre hat. Azaz G; — By
komponensei egy kivételével megegyeznek G;.1 — By komponenseivel egy kivételével.
G; — By kivételes koponense G, — By kivételes (a ¢;, csicsot tartalmazd) komponen-
sébdl keletkezik. Az 0j komponens pontszaméanak paritasa megegyezik a felfijodott
komponens pontszamanak paritésaval (egy csticsot helyettesitettiink paratlan sokkal).
Specidlisan ¢;(G; — By) = ¢1(Giy1 — By). Azaz By a G; grafban felvett § paramétere
(az indukcits feltevést hasznalva)

a(Gi = Be) = |Be| = c1(Giv1 — Be) — [Be| = 6(Miga).

A bizonyitas befejezéschez azt kell észrevenni, hogy 6(M;) = |V(G;)| — 2|M;| az
algoritmus futésa sordan nem valtozik. Valoban, egy 2k 4+ 1 hosszi kor zsugoritésa
a csucsok szaméat 2k-val, a parositott élek szamat k-val csokkenti. Azaz §(M;yq) =

6(M;). |
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Példa.
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A fenti analizis kozvetleniil adja a kovetkezs két tételt.

12. Tétel (Tutte-tétel, 1947). Eqgy grdifban akkor és csak akkor van teljes parositds,
ha nem tartalmaz Tutte-akaddalyt.
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13. Tétel (Berge-formula, 1958). Legyen G egqy tetszdleges graf. Ekkor
max{f(T): T C V(G)} =min{d(P) : P pdrositds}.

A Tutte-tétel ekvivalencidjanak egyik irdnya, illetve a Berge-fomulaban az egyik
oldal nem-kisebb volta nyilvanval6o, nem kivan a fogalmak ismereténél és ,jozan pa-
raszti észnél” tobbet. Ezen ,fél allitasok” felismerése és indoklasa teszteli a hallgato
megértésének mélységét.

A Tutte-tétel szokésos alkalmazasa a kovetkezs tétel. Petersen tételét tobb mint
egy félévszazaddal a parositasok elméletének kialalkulasa el6tt kozolte. Bizonyitasa
nem alapult korabbi grafelméleti vizsgélatokon.

14. Tétel (Petersen-tétel, 1891). Egy kétszeresen éldsszefiiggd, 3-requldris grafban
van teljes pdrositds.

4. Parositasi struktara-tételek +

Az alabbiakban egy tetszéleges G graf V(G) ponthalmazanak csak G-t6l fiiggé harom
diszjunkt halmazra valo felosztaséat irjuk le. A hérom osztaly jelentGsége a késébbi-
ekbdl lesz vilagos.

Definicié. Legyen
Dg = {x € V(G) : G-ben van z-et elkeriil§ optimalis péarositas},
Ag = N(Dg) = Dg szomszédainak halmaza,
Co =V(G)— (Dg U Ag).

Legyen G egy graf egy M optimalis/maximélis elemszamu parositassal. Futassuk
az Edmonds-algoritmust, amely sikertelen kereséssel all le: Egy — esetleg G-bdl t6bb-
szOros zsugoritassal kapott — grafban az aktualis kiilsé pontok K halmazaban nincs
él, tovabba K-bol nem vezet él cimkézetlen csticsokhoz (azaz Vipuans — (K U B)-hez,
ahol B az aktualis bels6 pontok halmaza).

15. Tétel. A fenti definidlt K és B halmazokra teljesiilnek a kovetkezdk.

a) Azon pontok halmaza G-ben, amelyek a zsugoritasok sordn K eqy elemére kép-
zddnek éppen Dg.

b) Azon pontok halmaza G-ben, amelyek az egész algoritmus sordn belsé pontok
maradnak (azaz B elemei) éppen Ag.

c) Azon pontok halmaza G-ben, amelyek az egész algoritmus sordn cimkézetlenek
maradnak éppen Cg.
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Azaz specidlisan az a)-c) pontokban leirt, latszolag az Edmonds-algoritmus fu-
tasatol (amelyben sok nem-determinisztikus elem van) fiiggd harom halmaza igazan
nem fiigg az algoritmus soran tett déntéseinktdl.

A tétel bizonyitasa az Edmonds-algoritmus ismeretén és a helyességének bizonyi-
tasan alapul. Nem végezziik el, az érdekl6dé hallgaté megprobalhatja az igazolast.

A fenti tétel konnytd kovetkezménye az alabbi.

16. Tétel (Gallai—Edmonds-struktaratétel). a) G|p. komponensei faktor-kri-
tikusak, azaz nincs benniik teljes parositas, de barmelyik pontjuk elhagydsa utdn
mar lesz benniik.

b) Legyen S az a pdros segédgrdf, amely eqyik szinosztdlydanak elemei Ag pontjai,
masik szinosztdlyanak elemei G|p, komponensei; élei a Dg és Ag kozti élek
(természetes illezkedéssel: xy él (x € Dg, y € Ag) esetén a két végpont y,
illetve x komponense G|p,-ben. Ekkor az S pdros grdfra minden ) C X C Ag
esetén ennek szomszédsdga tobb elemd mint | X|.

c) Gle egy teljes parositdssal rendelkezd grdf.

Végiil a struktiratétel egy egyszeri kovetkezményét adjuk.

17. Tétel. Legyen G egy pont-tranzitiv dsszefiiggd grif (azaz Aut(G), G automor-
fizmus csoportja tranzitiven hat V(G)-n, azaz minden u,v € V(G) esetén taldlhato
olyan automorfizmusa G-nek, amely u-t v-be viszi). Ekkor G-ben van teljes pdrosi-
tas vagy majdnem teljes pdrositds (azaz olyan pdrositas, amely egyetlen csicsot hagy
pdrositatlan).

Bizonyitas. Pont-tranzitivitas esetén két lehetGség van. Vagy Do = V(G) (ekkor
Ag = Cg = 0) vagy Dg = 0 (ekkor Ag = 0,Cq = V(G)). A Gallai—Edmonds-
struktiratétel mindkét esetben adja az allitast. |

A Gallai—Edmonds-strukturatétel egy grafot haromféle dsszetevére bont: faktor-
kritikus grafok, elemi paros graf, teljes parositassal rendelkezé graf. Az allitas bizo-
nyos értelemben megfordithatd: Ha faktor-kritikus grafok egy csalddjat elemi paros
graf szerint Gsszekotiink egy A csicshalmazzal, amely cstcsait egymas kozt és egy P
teljes pérositassal rendelkezd graf pontjaival kotiink Gssze, akkor egy olyan G graf-
hoz jutunk, amely Gallai—Edmonds-felbontésa visszaadja a kiindulo (tetszélegesen
valasztott) Osszeteviket.

Fontos az Osszetevék mély megértése. Az aldbbi (bizonyitas nélkil kozolt) tétel
ezen iranyba tett elsé 1épés.

Definicid. Legyen H egy graf. H egy fiilragasztassal torténd bévitése alatt azt értjiik,
hogy fi,..., fr—1 4j pontot adunk grafunkhoz. Tovabba V(H)-bol kijlololiink fy, f;
csucsokat (amik egybe is eshetnek) és grafunkhoz hozzaadjuk az aj fof1, fifes - fe-1fe
éleket. Azaz egy utat vagy egy kort ragasztunk H-hoz. ¢ a fiil hossza.
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18. Tétel. G akkor és csak akkor faktor-kritikus, ha megkaphatd az eqy ponti grafbol
pdrtalan hosszi filek ragasztdsdval.
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