Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgatok szamara

k-szorosan élosszefiiggs grafok strukturaja

»14. hét”= nem wolt rd 1dd El6ado: Hajnal Péter

1. Minimalisan k-szorosan élosszefiiggé grafok
Definicié. Legyen G graf, k pozitiv egész. G-t minimalisan k-szorosan élosszefliggs-
nek nevezziik, ha

(i) k-szorosan élosszefiiggs, tovabba

(ii) barmely e élre G — e mar nem k-szorosan élosszefiiggs.

Megjegyzés. k = 1-re a miniméalisan k-szorosan élosszefiiggd grafok a fak.

Ha G minimélisan k-szorosan élossszefliggs, akkor nincs benne hurokél.

Ha G k-szorosan élosszefliggd és legaldbb két csticsa van, akkor minden cstics foka
legalabb k.

Jeldlés. U C V(G) hatéra:
U ={zye EG): xe€U¢y¢U vagyx ¢ Ué¢syecU}
Példa. Az abran a zold élek AU elemei.

VG)

oU

1. &bra.

Megjegyzés. OU = U, ahol U = V(G) \ U.

Ha G-ben nincs hurokél, akkor barmely = € V(G)-re d(z) = |0{z}]|.

G akkor és csak akkor k-szorosan élosszefliggd, ha V(G) barmely valodi, nem-iires
részhalmazanak hatara legalabb k darab élt tartalmaz.
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1. Tétel. Legyen k pozitiv egész, G minimdlisan k-szorosan €ldsszefiggd grdf, |V (G)| >
2. Ekkor a kévetkezdk teljesiilnek:

(i) Van G-ben k-foki csics.
(i)t G-ben legaldbb két darab k-foki csics van.

Definicid. k pozitiv egész, G minimalisan k-szorosan élosszefiiggs graf. A P C V(G)
halmazt pontos halmaznak nevezziik, ha a hatéra k elem.

Eszrevétel. A tétel i) allitasa ekvivalens azzal, hogy G-ben van egyelemt pontos
halmaz.

Ha tetsz6leges e = xy € E(G)-re G — e nem k-szorosan élosszefiiggs, akkor létezik
olyan C' C V(G) cafolé halmaz, amelyre |0g_.C| < k. Ekkor C pontos G-ben és
elvilasztja x-t és y-t:

V(G)

o/ XX

7\

\/

2. 4abra.

Bizonyitas. i) Legyen M minimélis pontos halmaz G-ben, azaz olyan pontos halmaz,
amelynek semelyik valodi részhalmaza sem pontos. Azt allitjuk, hogy M egyelemd.
Két eset van:

1. eset: M-en beliil nem halad él. Ekkor a kovetkez6 egyenlség teljestil:

k= loM|= 3" o(m} = 3 d(m)

meM meM

Tudjuk, hogy G-ben minden csics foka legalabb k, ezért M csak egyelemt lehet.
2. eset: M-en beliil halad legalabb egy él. Legyen ez az él xy. Tudjuk, hogy G-ben
nem lehet hurokél, igy x és y két kiillénb6z6 cstcs.

M pontos, tehat M # V(G). Legyen z € V(G) \ M. Az észrevételek miatt van
olyan C' C V(@) pontos halmaz, ami elvalasztja z-t és y-t. Feltehets, hogy z ¢ C'; ha
eleme lenne akkor C' helyett vehetnénk C-t.
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VG)

1.eset

2.eset

3. 4bra.

2. Lemma (Szubmodularis egyenl6tlenség). Ha H grif és A, B C V(H), akkor
teljesiil a kovetkezd egyenldtlenség:

|0(AN B)| + |0(AU B)| < |0A| + |0B]|

A lemma bizonyitésa egyszerti: minden élre megnézziik, hogy hényszor szamolja a
bal, illetve jobb oldal. Azt tapasztaljuk, hogy a jobb oldal mindig legalabb annyiszor
megszamolja, mint a bal oldal. A részleteket az érdekl6dd hallgatora bizzuk.

Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re. Valasztasaink alapjan M NC # (), MUC #
V(G):

k+k<|[0MNC)|+[0(MUC)| <|OM|+ |0C| = 2k

Az egyenl6tlenség elss és utolso tagja egyenld, ezért Osszes becslésiink éles, specialisan
|0(M N C)| =k. Az x és y csucsok koziil valamelyik nem eleme C-nek, ezért M N C
valodi pontos részhalmaza M-nek. Ez ellentmond M minimalitdsdnak, a méasodik
eset nem lehetséges.

ii) Legyen P pontos halmaz G-ben. Ekkor P is pontos. P-nek és P-nek van egy-
egy tartalmazésra nézve minimalis pontos részhalmza, legyenek ezek M; és M,. Ez
két kiilonbo6z6 egyelemt pontos halmaz G-ben. |

Példa. Legyen m > 2 egész. Ha egy T faban minden él helyére m darab parhuzamos
élt tesziink, akkor egy miniméalisan m-szeresen élosszefiiggd grafot kapunk.
Specialisan, ha T egy legalabb egy hosszu 1t, akkor pontosan két olyan csticsunk
lesz, amelynek foka m.
Az aldbbi dbra az m = 3 esetet szemlélteti.

2. Lovasz leemelési lemmaja és kovetkezményei

2.1. A lemma

3. Tétel (Lovasz Laszl6 leemelési lemmaja). Legyen G grdf, u € V(G), Gy =
G —u, k > 2 egész. Tegyiik fel az u és Gy kozitti élek szama pdros és pozitiv,
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4. 4bra.

valamint u-ra teljesiil a kovetkezd feltétel:

(L) Ha U nemtrividlis részhalmaza V (Gg)-nek, akkor |0gU| > k.
_ Ekkor az u-ra illeszkedd €lek kozott taldlhato olyan e = ux és f = uy €l, hogy a
G =G — e — f+ay grdf is rendelkezzen az (L) tulajdonsdggal.

Az allitas altal garantalt modositast egy abréaval szemléltetjiik.

5. abra.

Az abran a piros éleket cseréljiik. Ha x és y kozott méar halad él, akkor egy 1j, a
mar meglévs xy élekkel parhuzamos élt vesziink fel.

2.2. Alkalmazas: 2(-szeresen élosszefiiggs grafok novekedése

Legyen G graf, k paros pozitiv egész szam. Definialjuk a kovetkez6 két operaciot:
Elhozzaadas: A G két tetszéleges pontja kozé egy 1j élt tesziink, ezzel a Gt grafot
kapjuk.
Példa az élhozzaadas és Osszecsipés (k = 8) operaciokra

k/2 darab él Gsszecsipése: A G grafban torlink k/2 darab élt és felvesziink egy
Gj pontot. A torélt éleket olyan 2 hossziségi utakkal helyettesitjiik, amelyek két
végpontja a torolt él két végpontja és kozépss pontja az 0 cstcs. Igy egy 4j, G grafot
kapunk.
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6. abra.

Eszrevétel. Ha G k-szorosan élosszefiiggs, akkor G és G is az. G esetén ez nyil-
vanvalo. G esetén azt kell ellendrizni, hogy V (G) tetszoleges valodi, nem-iires részhal-
mazanak hatara legalabb k elemi. Ezt elég az 0j pontot nem tartalmazo halmazokra
megnézni. Ez egyszeri feladat.

Ez el6z8 észrevétel iteralhato: Legyen Gy, az a graf, aminek egy pontja van és
nincs éle. Tegyiik fel, hogy G felépithets az alabbi moédon:

Go— Gy — ... — G =G,

ahol minden ¢ = 0,...,l — 1-re a G; — G,y mivelet vagy élhozzaadas, vagy k/2
darab él Osszecsipése. Ekkor G k-szorosan élosszefiiggd.

Célunk a fenti észrevétel megforditasanak igazolasa.

4. Tétel. Ha k pozitiv pdros szam, és G k-szorosan élosszefiiggd grdf, akkor G fel-

épithetd Go-bol (lasd fent) az eldzd két operdacid segitségével.
Bizonyitas. Legyen G és k adott. Az élszam szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk az
allitast. G és az Osszes egyponti graf trividlisan felépithets. Legyen G egy legalabb
két csucsot tartalmazd k-szorosan Osszefiiggs graf. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb
|E(G)| — 1 élszamu grafok felépithetek.

Két eset lehetséges:

1. eset: G nem minimalisan k-szorosan élosszefiigg6. Ekkor G-nek van olyan e
éle, hogy G — e k-szorosan élosszefiiggs. |E(G —e)| = |E(G)| — 1 és az indukcios
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feltevés miatt G — e felépithets. Igy az e ¢l hozza /vissza-adasaval kapott G gréafot is
felépithetjiik Go-bol.

2. eset: (G minimalisan k-szorosan élosszefliggs, |V (G)| > 2.

Ebben az esetben a G-nek van egy u csicsa, aminek a fokszama k. Errél a cstcs-
rol a Lovasz-lemma k/2-sz6r6s alkalmazasaval emeljiik le az éleket, majd toroljik u-t.
Igy a lemma miatt egy H k-szorosan élosszefiiggs grafot kapunk, aminek kevesebb éle
van, mint G-nek. Ha a H graf E(H)\ E(G) halmazbeli éleit egy u pontba &sszecsipjik,
akkor a G grafot kapjuk. Az 1. esethez hasonl6an adodik, hogy G felépithets Go-bol
a két operacio alkalmazasaval. |

2.3. A lemma bizonyitasa

A Lovéasz-lemma kovetkezs, az eredetinél kissé erésebb valtozatat bizonyitjuk:

5. Lemma . Legyen G grif, u € V(G), Go = G —u, k > 2 egész. Tegyiik fel az
u €s Gy kozotti élek szama pdros és pozitiv, valamint Go-ra teljesil az (L) feltétel.
Ekkor barmely e = ux élhez van olyan f = uy é€l, hogy a G=G—c— fHay grdf is
rendelkezzen az (L) tulajdonsdggal.

Bizonyitas. Legyen G, u, k és e = ux adott. Probaljuk az f = uy élt. Legyen
G = G — e — ftrxy. Tegyiik fel, hogy G nem (L) tulajdonsigi. Ekkor létezik
Cy C V(Gy) cafolé halmaz, amelyre |05C| < k.

Ha C elvagja -t és y-t, akkor [05Cf| = [0gCy| > k, ami ellentmondas.

Cy nem vagja el z-t és y-t. Feltehetd, hogy z,y € C; ellenkez6 esetben C helyett
vehetnénk V(Gy) \ C-t.

Ekkor k > ‘a@CH = \8GCf\ —2, ezért \8GCf| < k+1. Jeloljiik V(Go)\Cf—t ?f—rel.
Legyen az u — Gy élek szama d, az u — C; élek szdma dy, az u — C; élek széma dy
és a C; — C; élek szama dz. A G graf (L) tulajdonsdgu, ezért dy + ds = |0oCy| > k,
valamint d; + ds = |0cCf| < k+ 1. di + dy = d péros, azaz dy = dy mod 2, ezért

d < do. (1)

Azaz az u-bol induld éleknek maximum fele haladhat a C, cafol6 halmazhoz.

Mas élekre is ismételjiik meg az eljarast.

Vagy talalunk megfelel§ uy élt, vagy kapunk céfold6 halmazok egy C halmazat,
amelyre (J oo C tartalmazza v szomszédsagat. Ritkitsuk ki a C halmazrendszert gy,
hogy ezen tulajdonsag teljesiiljon, de benne minimélis szama cafolé halmaz legyen.
Legyen Cy az igy kapott rendszer. (1) alapjan nem lehet, hogy Cy csak két cafolo
halmazbol alljon: Ekkor u-bol induld éleknek maximalisan a fele haladhatna a két
halmaz mindegyikéhez tugy, hogy az ux él mindkettében szerepel és a két halmaz
mégis lefedé u szomszédsagat. Ez pedig nyilvan nem lehet.

A tovabbiakhoz sziikséglink van egy lemméra.
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7. 4bra.

6. Lemma. Ha H grif, és A, B,C C V(H), akkor teljesiil a kévetkezd eqyenldtlenséy:
0(ANBNCO)|+[0(ANBNC)|+|0(ANBNC)|+ |0(ANBNC)| < |0A|+|0B|+0C|

A lemma bizonyitésa (mint a szubmoduléris egyenl6tlenség bizonyitasa) egyszeri
szamolas. Minden élre ellendrizni kell, hogy a bal, illetve jobb oldal hanyszor szdmolja
meg. A jobb oldalhoz minden él legalabb annyi hozzajarulast ad mint bal oldalhoz.

Legyen C, (5, C5 € Cy. Alkalmazzuk a lemmat ezekre, azzal a plusz észrevétellel,
hogy az ux él a bal oldalon egyszer, mig a jobb oldalon haromszor van szamolva:

|0(CL N CyNC3)| 4+ |0(CL N CyN C3)| + |0(CL N CyN Cs)| + [0(CL N Cy N Cl)| <
< |0C| +10Cs| +10Cs) < (k+ 1)+ (k+ 1)+ (k+1) —2

A kiindul6 négy tagu Osszegben szereplé haromtagi metszethalmazok mindegyike
nem tires (az elsének eleme z, a tobbi tiressége abbdl ered, hogy Cy egyik elemét sem
lehet elhagyni gy, hogy lefedjék u szomszédsagat, példaul Cj sziikségszeriien metszi
C1NCy-t). Igy az (L) tulajdonsag miatt a négy tagh dsszeg mindegyik tagja legalabb
k. Osszefoglalva 4k < 3k + 1, azaz rendezés utan k < 1.

Ez ellentmondés, mert feltettiik, hogy & > 2. Azaz valamelyik uy él kielégiti a
lemma allitasat. |
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