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1. Alapfogalmak

Definicié. Egy G egyszerti graf sajatértékei az Ag szomszédsagi matrixanak sajatér-
tékei.

A szomszédsagi matrix egy V(G) x V(G) tipust matrix, azaz sorai és oszlopai
is a csuicsokkal vannak azonositva. A felmeriil§ vektorokra is a komponensek és csi-
csok azonositottak, azaz felfoghatok mint a csticshalmazon értelmezett fiiggvények. G
lerajzolasa segitségével abréazolhatunk is egy vektort: a v cstcsnak megfelel6 kompo-
nens helyén 4ll6 szamot a v csiicsot reprezentalé ,karika” mellé irjuk. Egy v € RV(®)
esetén az Ag - v vektort tgy kapjuk, hogy minden cstcshoz a szomszédaihoz v altal
hozzarendelt értékeket Osszegezziik. A v nem-nullvektor akkor lesz sajatvektor, ha
ezen operacié soran minden komponens ugyanazzal a A szammal szorzodik. A a v
sajatvektorhoz tartozo sajatérték.

A fenti leirds ugy irja le egy graf egy sajatértékét, hogy kikeriili a linearis algeb-
rai tanulméanyainkra valoé hivatkozast. Persze az algebrai eredmények szamunkra is
nagyon hasznosak lesznek. A kovetkezd tételben Osszefoglaljuk a szamunkra legfon-
tosabb eredményeket.

1. Tétel. Legyen G eqy egyszeri graf (|V(G)| =n). Ekkor
(i) G n darab (multiplicitassal szamolt) sajdtértéke valds.
(i) G sajatértékei a [—D(G), D(G)] intervallumba esnek.

(ii) Ha G dsszefiiggd, akkor a maximdlis sajatérték egyszeres €s hozzd vdlaszthato
pozitiv komponenst sajdtvektor.

(iv) D(G) akkor és csak akkor sajdatérték, ha G reguldris (azaz D(G)-requldris).
d-reqularis grdaf esetén a d sajdatérték multiplicitdsa a komponensek szamdval
azonos.

(v) —D(G) akkor és csak akkor sajdtérték, ha G reguldris (azaz D(G)-reguldris)
pdaros grdf. d-requldris pdros grdf esetén a —d sajatérték multiplicitdisa a kom-
ponensek szamdval azonos.
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Bizonyitas. (i) Ag szimmetrikus matrix, igy jol ismert, hogy sajatértékei valosak.

(ii) Legyen v egy sajatvektor. Legyen v(z) a legnagyobb abszolutértékd kompo-
nense, amirdl feltehetd, hogy |v(z)| > 0. Nézziik meg az (A, - v)(z) komponenst. Ez
legfeljebb D(G) darab legfeljebb v(x) abszolutértékid szamosszege, azaz az eredmény
legfeljebb D(G)-szerese és legalabb —D(G)-szerese v(z)-nek.

(iii) Ez a nehéz része a tételnek. Az allitas a Frobenius—Perron-elmélet alaptéte-
1ébsl adodik. Itt nem bizonyitjuk.

(iv) A fenti gondolatmenet azt is adja, hogy ha D(G) sajatérték, akkor a fent
valasztott x csiucsnak D(G) szomszédja van és v mindegyiken v(z)-et vesz fel érté-
kiil. Ha G 0Osszefiiggs, akkor ebbdl adodik, hogy mindegyik csucsnak D(G) a foka és
a sajatvektor mindegyik komponense ugyanaz (az (1,1,...,1) vektor tobbszorose).
Tovabbgondolva azt kapjuk, hogy a D(G) sajatértékhez altalaban G-nek D(G) re-
gularisnak kell lenni, a megfelel6 sajatvektoroknak komponensenként konstanst kell
felvenni. Igy a D(G) sajatértékhez tartozo sajatvektorok alterének dimenzioja a kom-
ponensek szama (a D(G) sajatértékhez tartozd sajatvektorok alterének egy bazisét
kapjuk, ha minden komponensre vessziik azt a vektort, ami a komponens csticsaihoz
1-et, az Osszes tObbi cstcshoz 0-t rendel).

(v) hasonléan elemi modon belathato, ezt az olvasora bizzuk. |

Jeldlés. Legyen G egy graf. G sajatértékeinek rendezett sorozata
AZA2>X > 2> .

Ha G 0Osszefiiggs, akkor
)\0>>\1 Z}\QZZ)\n_l

Ha G 0sszefiiggs és d-regularis, akkor
d>MN > > 0. > M.

Példa. Legyen G = K, az n pontu teljes graf. Ekkor a sajatértékek n — 1, —1,
—1, —=1,...,—1. n — 1-hez tartoz6 egyik sajatvektor a (1,1,1,...,1) vektor. —1-hez
tartozo sajatvektorok altere azon vektorokat tartalmazza, amelyek komponenseinek
osszege 0.

Példa. Legyen G = C,, az n pontu korgraf. A legegyszertibb megadni a sajat-
vektorokat. Ennek legegyszertibb megadasa komplex szamokon kereztiil torténik.
Legyen €, az ™ — 1 = 0 egyenlet s-edik megoldésa (az s-edik egységgyok, €5 =
coS (s . 27”) + sin (s . 27”) -1). A v sajatvektor legyen az a vektor, ami az x; cstcshoz
et-t rendel. Azaz a cstcsokhoz egy zar6do geometriai sorozatot rendeliink (itt hasznos
a komplex szamok hasznélata). Nyilvan a v, sajatvektorhoz tartozo sajatérték e, + é

Példa. Legyen S, az n pontu (és igy n — 1 éld) csillag. Legyen ¢ a kdzéppontja
(amely az Osszes tObbi cstccesal Osszeskotott). Ekkor azon vektorok, amelyek c-hez
0-t, a tobbi (n — 1 darab) csticshoz pedig 0 Gsszegl szamokat rendelnek sajatvektorok
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egy n — 2 dimenzios alterét alkotjat R"-nek. Ezen sajatvektorok mindegyikéhez a 0
sajatérték tartozik. Egy tovabbi sajatvektor az, ami c-hez v/n — 1-et rendel, minden
mas csiicshoz n — 1-et. A megfelels sajatérték «/n — 1. Ha az utébbi vektorban az 1-
eseket —1-re cseréljiik szintén sajatvektort kapunk, a —v/n — 1 sajatértékhez tartozot.
tehat a sajatértekek: v/n —1,0,0,...,0, —y/n — 1 (a 0 multiplicitasa n — 2).

Megjegyzés. Ez utobbi példa volt az els6 nem regularis példa. Itt D(G) és A
kiilonbozik. Lathato, hogy a kiilonbség lényeges, a nagysidgrendekben is jelentkezik.

Lassuk az els6 eredményt, ami grafok sajatértékevel kapcsolatos.

2. Lemma. Legyen G eqy 0sszefiiggd graf. Legyen Ao a maximdlis sajdtérték. Legyen
vy a maximdlis sajatértékhez tartozo pozitiv komponensid sajdatvektor. Legyen my a
csucsok azon sorrendje, ahol a vy vektor komponensei csokkendek. Ekkor minden x
esticsra d297(z) < Ao.

Bizonyitas. Ao - vo(z) a vy vektor = szomszédaihoz tartozé komponenseinek Gsszege.
Ebben az 6sszegben d¥°™¢(x) darab tag értéke legalabb wvy(z), a tébbi tag pozitiv.
Ebbdl az allitas adodik. [ |

3. Kovetkezmény (Hoffman-tétel). Egy G egyszeri grifra x(G) < Ao+ 1.
A becslés a szinte trivialis x(G) < D(G) + 1 becslés egy fontos élesitése.
*
A sajatértékek egy masik alkalmazasa a Moore-grafokkal kapcsolatos.
4. Lemma. Az aldbbiakban egyszerd grafok hdrom tulajdonsdgdt soroljuk fel.
(i) G minden foka legalabb d, girth-e legaldabb 2y + 1,
(i) G minden foka legfeljebb d, dtmérdje legfeljebb -y,
(iii) G pontjainak szdima 1+d+d(d—1)+d(d—1)*+d(d—1)3+...+d(d—1)""" .

Ekkor a fenti hdarom tulajdonsdg kézil barmelyik kettd magdval hozza a harmadik
tulajdonsdgot.

Bizonyitas. Ha egy egyszerd grafban minden fok legalabb d, akkor egy x cstics szom-
szédai legalabb d-en vannak. Masodszomszédai (ketts tavolsagra 1évé pontok) szama
méar valtozatos lehet. Ha azonban a girth legaldbb 5, akkor a szomszédok 1j szom-
szédai legalabb d darab diszjunkt, legalabb d — 1 elemt cstcshalmazt adnak. Igy a
méasodszomszédok szama legalabb d(d —1). Ha a girth legalabb 2+ 1, akkor a legfel-
jebb v tavolsagra 1évé csticsok szama, igy az Osszes cstics szama hasonléan becsiilhetd.
Kapjuk, hogy |[V| >1+d+d(d—1)+d(d—1)*+d(d—1)3+...+d(d—1)""1.
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Ha egy egyszeri grafban minden fok legfeljebb d, akkor egy x cstics szomszé-
dai legfeljebb d-en vannak. Masodszomszédai (kettd tavolsagra 1évé pontok) szé-
ma legfeljebb d(d — 1). Hasonloan becsiilhets a legfeljebb ~ tavolsagra 1évs csi-
csok szama, igy ha az atmeérd v, akkor az Osszes csucs szama. Kapjuk, hogy [V] <
l+d+d(d—1)+dd—1)2?+d(d—1)>*+...+d(d—1)""

Ha (i) és (ii) is tudott, akkor mindkét becslés ismert és egyiitt (iii)-t kapjuk.

Ha (iii) mellett (i) vagy (ii) ismert, akkor tudjuk, hogy a fenti becslések élesek.
Ennek részletes analizise adja a harom tulajdonsag koziil a hianyzot. |

Definicid. A G egyszeri (d,~y)-Moore-graf, ha a fenti harom tulajdonsaga (azaz a
fenti kett6bol barmelyik kett$) megvan, tovabba d, vy > 2.

Nyilvanvalo, hogy a d = 1 eset érdektelen, a v = 1 eset trivialis. Az érdekes
példak sora rovid. Erre kés6bb magyarazatot kapunk.

Példa. A 2v + 1 hosszu korok d = 2 paraméterrel (d, v)-Moore-grafok.
Példa. A Petersen-graf (3,2)-Moore-graf.
5. Tétel. A (d,2)-Moore-grifok csak d = 2,3,7,57 esetén létezhetnek.

Bizonyitas. Legyen G egy d-regularis Moore-graf, szomszédsagi matrixat jeldlje A.
(A egy n x n méretd matrix, aholn =1+d+d(d—1) =d* +1.)

Két 6sszekotott csiucsnak nines kozos szomszédja (a girth 5, azaz nincs haromszog
grafunkban). Két nem 6sszekotott csticsnak van kozos szomszédja (az atmérs 2), de
csak egyetlen egy (a girth 5, azaz nincs négy hosszu koriink). Ezek a feltételek a
szomszédsagi matrix segitségével az

A+ A=J+(d-1DI

feltétellel irhato le, ahol J a csupa 1l-et tartalmaz6é matrix, mig [ az egységméatrix
(minden méatrixunk mérete n x n).

Legyen v egy sajatvektor, a A sajatértékkel. A = d (1 multiplicitasa sajatvektor)
esetén v lehet a csupa 1-et tartalmazo vektor. Tegyiik fel, hogy A < d. Ekkor v
merdleges a csupa 1-est tartalmazo vektorra. A felirt matrix egyenlGséget szorozzuk
meg v-vel: (A% + A)v = (J + (d — 1))v, A(Av) + Av = Jv + (d — 1)]v, azaz
AM) + v = (d—1)v, N2v + lv = (d — 1)v. A v egy nem-nullvektor, igy

M4 A=d-1

Ebbél A kifejezhetd, kétféle értéket vehet fel: —1£v1d=3,

A harom lehetséges sajatérték multiplicitdassal: d, multiplicitasa 1; Ay =
multiplicitasa p1; Ao = ’l%m, multiplicitdsa po. Tudjuk, hogy az n darab (mul-
tiplicitasokkal szamolva) sajatértékek osszege az A méatrix nyoma, azaz 0. Sziikséges
megallapitdsainak a tovabbaikban szétagaznak.

—1—+/4d—3
D) )
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1. eset: \; (és igy Aq is) irracionalis. Ekkor a sajatértékek Osszege csak ugy lehet
0/racionélis, ha y; = pp = 251, Ekkor d — 25+ = 0. Tudva, hogy n =d* + 1 a d/n
paraméterek egy masodfoku egyenletnek tesznek eleget. Ebbdl d = 2 (n = 5).

2. eset: \; (és igy Ay is) racionalis. Ekkor 4d — 3 (paratlan) négyzetszam, 4d —
3 = (20 + 1) Ekkor \; = —1 —§, Ay = 4. A multiplicitasok kiszdmolhatok a
1-d4pg - A+ po- Ao =0 ¢és 1+ pup + pe = n Osszefiiggésbsl. Egy kis technikai
szamolas utén a

15

2 = 166* + 2462 2 —
3241 = 160* + 246° + 360 +305+7+25+1

Osszefliggéshez jutunk. Azaz % egész. Mivel 20 4+ 1 egynél nagyobb, igy értéke 3,5
vagy 15. A harom lehet6ség d = 3,7, 5,7 lehetségeknek felel meg. Igy kapjuk a tétel

bizonyitasat. [ |

A d = 2 paraméter érték realizédlhato az 5-hosszu korrel, a d = 3 érték a Petersen-
graffal. Kénnyen belathato, hogy mas ilyen paramétertd graf nincs is. A d = 7 értékhez
is tartozik graf (egyetlen) az ugy nevezett Hoffman—Singleton-graf (1. abra).

S A
[ W, ‘ Ry
/7 -

7 -' Ry - -

L "( \¥ -.'} -4_". 12X
R

XA

1. abra. A Hoffman—Singleton-graf/az egyetlen (7,2)-Moore graf és néhéany ,szelete”
(Forras: Wikipedia)

Ennek targyalasa til megy eladasunk keretein. A d = 57 eset realizdlhatosaga
mind mai napig megoldatlan probléma.

*

Egy utolsé alkalmazas az gy nevezett , baratsig tétel”.
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6. Tétel (Baratssag tétel). Legyen G egy grdf, amelyben bdarmely két pontnak pon-
tosan eqy kozos szomszédja van. Ekkor G filiggetlen hdromszogekbdl nyerhetd egy pont
menti 6sszeragasztdssal.

Megjegyzés. A tételben leirt grafokat szélmalom grafoknak nevezik.

Bizonyitas. ElGszor belatjuk, ha grafunkban x és y két kiilonb6z6 nem Osszekotott
csucs, akkor fokuk azonos. Tudjuk, hogy x és y csticsoknak pont egy kozos szomszé-
duk (legyen ez k) van. x és k egyetlen koz6s szomszédja legyen k,. mig y és k egyetlen
kozos szomszédja legyen k,. Legyen N, az x pont k-tol és k,-t6l kiilonboz6 szom-
szédainak halmaza. Legyen N, az y cstcs k-t6l és k,-tol kiilonbozé szomszédainak
halmaza.

X szomszédai

o X szomszédai
k., k nélkul: N,

k,, k nélkiil: N,

2. 4abra.

N, U N, altal feszitett grafban minden a € N,-nek pontosan egy szomszédja van
N,-ban (a és y egyetlen kozos szomszédja). Illetve forditva b € Ny-nek pontosan egy
szomszédja van N -ben (b és x egyetlen kozos szomszédja). Az N, és N, kozotti élek
egy bijekciot létesitenek N, és N, kozott, azaz |N,| = |N,|. Ebb6l d(x) = |N,| +2 =
|N,| + 2 = d(y) adodik.

Ezek utan két esetiink van:

1. eset: A nem 0Osszekotottség nem Osszefiiggs grafot definidl. Ekkor a csiicsok
halmazanak alkalmas JUB kett6 nem-iires halmazba valo osztalyozasara az Osszes
j € J cstcs szomszédos az Osszes b € B csucesal. Ha |J],|B| > 2, akkor bamely
két j,5' € J cstcsnak tébb mint egy kozos szomszédja van (B osszes eleme) Igy
valamelyik osztaly egy elemid. Mondjuk J = {j}. Ekkor j minden mas csticcsal
szomszédos. Konnyt latni, hogy G egy j kdzépponta szélmalom.

2. eset: A nem 0Osszekotottség Osszefiiggd grafot definidl. Ekkor G regularis. Legyen
d a kozos fokszam. Ekkor

A*=J+(d- 1)L
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Ahogy az el6z6 tételnél itt is legyen v egy sajatvektor A sajatértékkel. Ha A =
d, akkor v-t véalasszuk a csupa 1 komponensi j vektornak. Az 1 multiplicitasu d
sajatértéktdl kiilonbozs A esetén v merdleges j-re. Igy egyenlGségiinket v-vel szorozva
a kovetkez§ A-ra vonatkozo6 egyenl@séghez jutunk:

N =d-—1.

A d-n tali két sajatérték multiplicitasa legyen py (vd — 1-€) és po (—vd — 1-
é). A korabbi tétel bizonyitasanak mintajara adodik, hogy kevés alkalmas d létezik.
Esetiinkben csak d = 2 az egyetlen lehet&ség. Ekkor grafunk egyetlen haromszog. A
részletek kidolgozasa az olvaséra marad. |

*

A baratsag tétel szoros kapcsolatban van erdsen reguléris grafokkal.

Definicio. Egy graf erésen regularis, ha regularis (d a kozos fok), tovabba barmely
Osszekotott csicsparnak ugyanannyi kozos szomszédja van (dg) és barmely két nem
Osszeskotott csticsparnak ugyanannyi kozos szomsédja van (d,,).

Megjegyezziik, hogy egy graf akkor és csak akkor erdsen regularis, ha komplemen-
tere is az.

A baratsag tétel lényeges része azt mondja ki dy, = d,, = 1 paraméterekkel egyetlen
erGsen regularis graf van (az egy pontu trivialis példan tal) a harom pontu teljes graf.
Egy masik példa erésen regularis grafokra a (d, 2)-Moore-grafok. Lattuk, hogy ezek
is igen sporadikus példédkat adnak. Erésen reguléaris grafokra példak konstruélasa,
karakterizaciok bizonyitasa ma is komoly kihivést jelentenek a kutatoknak.

Végiil néhany klasszikus erésen regularis grafot irunk le. A d, dy, d,, paraméterek
kiszamolasa (az erosen regularitas definici6janak ellendrzése) az olvaséra marad.

Példa. L(K,) az n pontu teljes graf élgrafja. (Az élgraf csucsait az élek adjak,
koztik a szomszédsag a ‘kozos végponttal redelkezik’ relacio.) Természetesen L(K,)
komplementere is erésen regularis. Specialisan L(K’5) komplementere, a Petersen-graf
is.

Példa. Legyen PG(3,q) a g elemi F, test feletti projektiv tér. PG(3,¢q) egyeneseit
egy graf cstucsainak véve, a szomszédsagot a ‘metszé’relacionak definidlva egy erésen
regularis grafot kapunk.

Példa. Legyen p egy 4k +1 alakt prim. P, Paley-graf csticshalmaza F,. Két ¢,j € F,
cstics akkor és csak akkor szomszédos, ha 7 — 7 kvadratikus maradék.
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