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1. Alapfogalmak

Emlékeztetd. Legyen G egy graf, E(G) a G élhalmaza, V(G) grafunk csucshalmaza.
Legyen F' C E(G). Ekkor V(F) = {z € V : x illeszkedik egy F-beli élre}.

V(F) egy v elemérdl azt mondjuk, hogy F' lefedi a v cstcsot.

Definicié. M parositas, ha |V(M)| = 2|M| vagyis M nem-hurok élek végpont-
diszjunkt halmaza.

_ Egy M pérositas éltal lefedett v cstcsrol azt mondjuk, hogy pdrositott. Legyen
(M) =V(G) -V (M) az M altal nem parositott/M-parositatlan csicsok halmaza.

V(M)| = V(G)| = [V(M)] = [V(G)] = 2|M]|
Definicié. Ha az M parositas és V(M) = V(G), akkor teljes pdrositdsrol beszéliink.

Természetesen csak paros pontszamu grafoknal lehetséges, hogy létezzen teljes
parositas.

Példa. Egy graf egy élhalmazzal (sargaval kiemelt élek), ami nem pérositéas (pirossal
jelzett a csucs, ahol két eleme Gsszefut). Majd egy parositas, ami nem teljes péarositas
(sargaval jeleztiik a péarositott csticsokat). Végiil egy teljes parosités.

1. 4bra.

Definicié. v(G) a G-beli parositasok kozott a legnagyobb méret.

Ekkor 2v(G) a legtobb cstics, amit parositani tudunk. |V(G)| — 2v(G) a legkeve-
sebb cstics, ami kimarad egy parositasbol.

A fenti fogalmak természetes modon vezetnek a kovetkezd algoritmikus problé-
makhoz:
Parositasi problémak: Adott egy G graf.
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1) Keresstink egy M maximalis elemszami/optimélis parositast.

(1)

(2) Hatérozzuk meg v(G) értékét.

(3) Déntsiik el, van-e G-ben teljes parositas.
(

4) Keressiink minél nagyobb elemszamu parositést.

A kovetkezSkben ezeket az algoritmikus problémakra ajanlunk megoldasi modsze-
reket kiillonb6z6 megkozelitések segitségével.

2. Moho algoritmus

A (4) problémét vizsgaljuk. Egy M parositas kiszamitasat elemi dontésekre bontjuk:
minden élre el kell donteniink, hogy bevalasztjuk-e a parositasba vagy nem. Az algo-
ritmus moho jelzGje onnan ered, hogy nem vonjuk vissza soha a korabbi dontésiinket,
vagyis ha egy élt egyszer bevélasztottunk a parositdsba, mar nem vessziik ki késébb.
Azzal, hogy korabbi déntésiinket nem biraljuk feliil egy nagyon hatékony, egyszert
eljarast kapunk. Sajnos nincs garancia, hogy az output optimalis.

Moho parositasi algoritmus:

(Inicializalas) Kiindul egy M parositasbol

AMIG létezik e € E(G)— M &1 dgy, hogy M U{e} is parositéas
[(Mohé novelés/bdvités) M-et lecseréljik M U{e}-re.]

(Elakadas) Az aktudlis parositds az output

//Ekkor minden M-en kiviili él osszefut valamelyik M-beli éllel

Megjegyezziik, hogy nincs ciklizalasi veszély: barmely javitds garantaltan noveli a
pérositas élszamat, ezért az algoritmus sziikségszertien leall.

Elakadas esetén tudjuk, hogy parositasunk egy specialis médon, a moh6é moédon
nem javithatd. Ez nem jelenti azt, hogy ettdl eltéré moédon nem tudunk nagyobb
pérositashoz jutni.

Példa. Grafunknak négy ugyanannyi cstucsot (legyen ez n, az dbran n = 4) tartalmazo
ysemelete” van. Két szomszédos emelet kézott minden élt behtztunk, tovabbi élek
nincsenek. A sarga élek egy teljes parositast alkotnak a két kozépsS szint kozott. Ha
a moho algoritmus ezeket valasztja ki elGszor, akkor elakad: n élt tartalmaz outputja.
A z6ld élek egy teljes parositast alkotnak (2n darab él).

Megemlitiink egy, a fenti algoritmussal kapcsolatos alaptételt. Ez azt garantalja,
hogy a nagyon egyszert algoritmus outputja nem olyan rossz.

1. Tétel. Legyen vpons(G) a mohd algoritmus egy tetszdleges futdsanak mérete. Le-
gyen v(QG) a legnagyobb pdrositds mérete. Ekkor

v(G)

< Vnons(G) < v(G).
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Bizonyitas. (BSc anyag) A masodik egyenl6tlenség nyilvanvalé abbdl, hogy a mohd
algoritmus egy pérositast szamol ki.

Az els6 egyenlGtlenség igazolasa: Legyen M6 a moho algoritmus outputja, L =
V(Mmons) @ moho algoritmus otputja altal parositott pontok halmaza. Nyilvanvalo,
hogy L lefogé ponthalmaz és |L| = 2u4mene (G). Igy L mérete minden parositas méretét
feliilrsl becsli, specidlisan v(G) < |L| = 2Umons(G). [

3. Véletlen moédszer

A (3) problémat vizsgaljuk, azaz csak tesztelni szeretnénk hogy grafunkban van-e
teljes parositas. Modszeriink altaldnos grafok vizsgalatat is megengedi, mégis csak
egy egyszeri(b esetet vizsgalunk: Adott G egyszert, paros graf, |A| = |F| = n. Van-e
G-ben teljes parositas?

Az egyszertiség és a két szinosztaly azonos mérete természetes modon, az altala-
nossag megszoritasa nélkiil feltehetd.

Definicié. Legyen G egy AUF szinosztalyokkal rendelkezd egyszerd péaros graf. G
paros szomszédsagi matrixa Bg, az a matrix, amely sorai A-val, oszlopai F-fel vannak
azonositva, tovabbé egy a € A-nak megfelels sor és egy f € F-nek megfelels oszlop
talalkozasaban 1 szerepl, ha szomszédosak, 0 kiillonben.

Megjegyzés. GG (teljes) Ag szomszédsagi matrixdban a sorok és oszlopok is a V(G)
cstucshalmazzal azonositott. Ha a sorok/oszlopok felsorolasdban A elemei megel6zik
I elemeit, akkor az A-A, illetve F-F élek hidnya miatt a métrix bal felsé és jobb also
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sarkaban 0-k egy nagy blokkja talalhato, mig a jobb fels§ sarokban B¢ szerepel, a bal
als6 sarokban pedig BZ, a paros szomszédsagi métrix transzponaltja.

( 0 BG)

T

B:L 0

Azaz a paros szomszédsagi matrix csak a szokasos szomszédsigi matrix tomoritése.

A matrix leirja a G péaros grafot. A G paros grafra vonatkozo fogalmak atfogal-
mazhatdak a matrixok nyelvére. Az alabbiakban egy ,szotarat” ismertetiink.

B¢ pozicidi = A X F
Bg l-esei = E(G)
|A| = |F| = Bg négyzetes matrix
M péarositas =V sorban és oszlopban max egy db 1-es van
M teljes parositas =V sorban és oszlopban pontosan eqy db 1-es van
= a megfeleld 1-esek eqy kifejtési tag tényezdi

A fentiek alapjan, ha G-ben van teljes parositéas, akkor det B kifejtésében 1étezik
egy nem 0 tag. Ezt az egyszerd észrevételt a kovetkezs allitas foglalja Gssze.

2. Kovetkezmény. det B # 0 esetén det Bg kifejtésében létezik nem 0 tag, ami
ekvivalens azzal, hogy létezik teljes pdrositdis G-ben.

A forditott irdny nem igaz. Ehhez vegyiink egyolyan paros grafot, amelyben két
alsdé pontnak ugyanaz a szomsédsiga és ezzel egyiitt van teljes parositas a grafban
(példaul egy teljes paros graf, K, ,, megfelel). Ekkor Bg-ben lesz két azonos sor, azaz
a determinans értéke 0.

Definicié. Az M permanense
per Myn = Z HMMT(Z)
Eszrevétel. (i) perBg # 0 esetén G-ben létezik teljes parosités.
(ii) perBg a teljes parositasok szama G-ben.

Sajnos ez az észrevétel nem segit algoritmikus probléméank megoldasaban: perBg
kiszamitésa # P-nehéz.

Definici6. X¢ € Rz, : e € E(G)|"™" : Ve € E(G) esetén B e-nek megfelels 1-esét
x.-vel helyettesitjiik.
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3. Tétel. det(Xg) nem az azonosan 0 polinom akkor és csak akkor, ha létezik G-ben
teljes pdrositds.

Eszrevétel. (i) G-beli teljes parositasok szama megegyezik a det(X¢)-ben szerepls
kiilénb6z6 monomok szdmaval.

(ii) det(X¢)-nek tul hosszu lehet a standard leirasa, de hatékonyan kiértékelhetd,
ha x. = a., ahol a, € R, (lasd numerikus analizis vagy algebra elGadéas).

Az el6z6 észrevételen alapul az aldbbi algoritmus.

Véletlen algoritmus.

Véletlen helyettesités: Minden e élre vegyiink egy 7. € {1,...,N}-t,

ahol 7. uniform eloszlédstu valdszinliségi valtozo.

DET szamolas: Széamitsuk ki det(X¢)|z —r. -t-

Kiértékelés:
Ha ez nem 0, akkor az output legyen ,Létezik teljes parosités’.
Ha ez 0, akkor az output legyen ,Valdészinlileg nem létezik teljes
parositas’’.

3.1. Az algoritmus analizise

Az algoritmusunk tévedhet. De hogyan?
o  Létezik teljes parositas” biztosan jo a valasz.
o  Valoszintileg nem létezik teljes parositas™

o ha det(X¢) az azonosan 0 polinom, akkor j6 a vilasz;

o ha det(X¢) nem az azonosan 0 polinom, akkor szerencsétlen r.-ket valasz-
tottunk, épp det(X¢) gyokeit: az algoritmus téved.

Célunk, hogy a hibazas lehetGségét minél kisebbé tegyiik. Erezhetd, hogy mi-
nél nagyobb az N, annal kisebb a hibézas valoszintisége. Az alabbi lemméra van
sziikséglink, hogy ezt az érzésiinket matematikailag is pontossé tegyiik.

4. Tétel (Schwartz-lemma). Legyen p(xy,...,x) € Rlzy,..., x| egy nem azonos
0 polinom, és legyenek r; € {1,..., N}-k uniform eloszldsi figgetlen valdsziniségi

vdltozok, (1 <i < k). Ekkor

P(p(ry,...,me) =0) <
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Bizonyitas. k-ra vonatkozo teljes inducioval bizonyitunk.

k = 1 esetén p € R[z]. Ekkor [{r € R : p(r) = 0}| < deg p, igy annak a
valoszintisége, hogy egy adott r € {1,..., N} épp gyoke a p-nek feliilr6l becsiilhets
42 nel (r uniform eloszlasi).

Tegyiik fel, hogy k — 1 hatéarozatlan esetén teljesiil az allitas. Irjuk fel a k-valtozos

p polinomot a kiévetkezd alakban:

p(z1, .. xk) = pal®1,. . Tk1) Th +Pa_1(1, - - .,xk,l)-x2*1+~ et po(T1, .y TE),

ahol p,(x1,...,25_1) egy nem azonosan 0 polinom. A felirasbol kovetkezik, hogy
deg p > deg p, + a.

Legyen Ry, = {(r1,...,7%) : p(r1,...,76) =0}, Re—y = {(r1, ..., 7%) : Palr1, ..o, Th1) =
0} es Q@ =A{(r1,...,76) : (r1,...,7%k-1) & Rg_1,de (r1,...,7%) € R}. Kénnyen latha-
t0, hogy Ry C Ry_1UQ. Az indukcids feltevésbdl Ry, valoszintisége becsiilhets. Az
egy hatarozatlant polinomok esete alapjan @ valoszintsége becsiilhets. Osszegezve
kapjuk, hogy

Ezzel belattuk a tétel allitasat. [ |

A lemmat alkalmazva a véletlen algoritmusra (p = det(Xg), deg p = n(= |A| =
|F'|)) kapjuk, hogy az N = 2n valasztassal élve a hibazas valoszintisége legfeljebb %
A hibazas valoszintisége tovabb csokkentheté N értékének novelésével, vagy a fenti
paramétervalasztason alapul6 véaltozat tobbszori, fliggetlen ismétlésével.

4. Poliéderes/linearis programozasi modszer +

A kovetkezs parositasi probléméat vizsgaljuk: Legyen G péaros graf, ¢ : E(G) — R*
Keressiik a ¢(M) = ) ., c(e) maximumat, ahol M C E(G) a G parositasain fut
keresztiil.

Az M C E(G) = {e,...,en} parositashoz tartozo karakterisztikus fiiggvény
Xy = (v;) € R™ ahol v; = 1, ha e; € M, kiilénben 0. A karakterisztikus vektor

komponensei a graf éleivel vannak azonositva. m = |E(G)| miatt R¥(@) &5 R™ azono-
sithatd. Ezt hasznaljuk: v; a karakterisztikus vektor i-edik komponense, de egyben
az e; € E(G) élnek megfelels komponens is.

Eszrevétel. ¢(M) = (¢, x,,), ahol ¢ € R¥(). Igy a feladat:

maz{(c, x,,) : Mparositas} = maz{(c,z) : € {x,, : Mparositas}}

= maz{(c,z) : & € conv{y,, : Mpérositas}}

Az utolso kifejezésben szereplé geometriai fogalmakat itt is ismertetjiik.
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Definicié. Legyen P C R™ ponthalmaz. Ekkor P konvex burka,

k
convP = {Z)\igi CA > O’Z)‘i =1p € P}

i=1
a legsziikebb konvex halmaz, amely P-t tartalmazza.

A konvex burokban 6sszegytjtott vektorokat a P ponthalmaz elemei konvex kom-
binaci6éinak nevezziik.

Jelblés. A conv{x, : Mparositas} halmazt jeldljiik M P(G)-vel.

MP(G) tehat a {x : M parositas} halmazt boviti ki a konvex kombinéciokkal.
Altalaban a lehetséges megoldasok halmazénak bévitése kihat a maximalizalasi fel-
adatra is. Ebben az esetben ez nem igy van. M P(G) konvex, korlatos, zart halmaz.
Egy lineéris fiiggvény M P(G)-beli optimumét egy x ,, pontban veszi fel, hiszen

(3 ) = 3 Mlep) < max(e p).

Ezzel az észrevételiinket igazoltuk.

A maz{(c,z) : x € MP(G)} optimalizalasi feladat megoldasa egy linearis progra-
mozasi feladat. Ennek szimplex modszerrel torténs megoldasahoz sziikséges M P(G)
linearis egyenlGtlenségekkel valo leirasa. Az aldbbiakban néhany olyan egyenlGtlensé-
get gytjtiink ssze, amelyek {xs : Mpérositas} elemeire (igy M P(G) pontjaira is)
teljesiilnek.

Definicié. Tekintsiik x = (z, : e € E(G)) € R¥(©) vektort.

Legyen ]\//ITD(G) ={z cRF®) .5, >0Vec E(G), ¢s ..., x.<1VveV(G)}

ewle
Megjegyzés. A definialt két politop kozott egy iranyu kapcsolat van:
- MP(G) C MP(G).

- Altalaban a tartalmazas valoédi. Erre példa a G = Cyypq graf, ugyanis pél-
daul z minden koordinéatajat %-nek véve, a kapott vektor eleme MP (G)-nek,
viszont nem eleme M P(G)-nek (3. p(q) Te = 2,2 hipersik elvagja ezt a vektort
M P(G)-tdl).

Célunk belatni, hogy ha G paros, akkor M P(G) = MP (G) Ehhez elég megmu-
tatni, hogy Z\7[73(G) csucsai egészek. Ugyanis Z\7[73(G) egész koordinataju pontjai
pontosan {y,s : Mpéarositas} elemei. ]\ﬁ(G) viszont csicsai konvex burka, igy a
mésik iranyu tartalmazas is adodik. MP (G) minden cstcsat megkapjuk ugy, hogy a
politopot leir6 egyenlétlenségek koziil kivalasztunk néhényat, amelyek egyenléségjellel
egy egyértelmiien megoldhato rendszert alkotnak. Az egyértelmd megoldés a tetszo-
legesen kivalasztott cstcs. Az egyértelmi megoldas Cramer-szabéllyal is felirhato.
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Ekkor a koordinatak két determinans hanyadosaként adédnak. A deteminansokban
egészek vannak, a nevez6 értéke pedig nem-nulla. A hényados biztos egész lesz, ha
a nevezében szerepld matrix determinansa +1. Konnytd latni, hogy barhogy is don-
tiink az egyértelmiien megoldhatd egyenletrendszer méatrixa a graf pont-él-illeszkdési
matrixdnak részmatrixa lesz. Igy célunkat elérjiik, ha belatjuk a kovetkezd lemmat.

5. Lemma. Legyen Bg eqy G pdros grdf pont-él illeszkedési mdtriza. FEkkor Bg
minden négyzetes R részmdtrizdnak determindnsa a {—1,0,1} egy eleme.

Bizonyitas. Legyen R egy k X k méretd részmatrix. k-ra vonatkozo teljes indukcioval
bizonyitunk. k = 1 esetén nyilvanvalo az allitas.
Bg sorai (és igy R sorai is) az A és F kategoriak kozt oszlanak meg.

1. eset: R valamelyik oszlopaban nulla avgy egy 1-es szerepel. Ekkor ezen oszlop
szerint fejtsiik ki a determinanst. Vagy biztos 0-t kapunk (R-ben csupa 0 oszlop
szerepel), vagy az indukcios lépes alapjan lesziink készen.

2. eset: R minden oszlopaban két 1-es van, ekkor sziikségszertien egy A-beli és egy F-
beli. Ekkor az A-beli sorok 0sszege egyenls az F-beli sorok sszegével. A determinéns
értéke emiatt 0. [

A lemmaban szerepld tulajdonsaggal mar korabban is talalkoztunk méas matrixok
esetén.

Definicié. Egy M matrix totdalisan unimoduldris, ha minden négyzetes aldeterminéan-
sa 0 vagy £1.

Végiil osszefoglaljuk az eredményiinket.
6. Kovetkezmény. Ha G pdros, akkor

a) Bg totdlisan unimoduldris,

b) MP(G) = MP(G).

Ez a kovetkezmény vezet el a kovetkezd algoritmushoz:

Linearis programozason alapul6 algoritmus:

1) Irjuk fel az MP(G)-t leird LP feladatot.

2) 01djuk meg szimplex mddszerrel.

// A megoldas garantaltan egész koordinataju lesz, igy egy parositast
// ir le.

3) A megoldasbdl kiolvasunk egy parositast. Ez az algoritmus outputja.
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