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Grafok élszinezéseil

2012. oktober 8. El6ado: Hajnal Péter

1. Elszinezések alapfogalmai

Definicié. G graf élszinezése ¢ : E(G) — N* fliggvény. ¢ egy k-élszinezése G-nek, ha
(B(G) C {1,2,..., K},

Definicid. ¢ jo élszinezése G-nek, ha minden x csicsra az ott osszefutod éleknek d(x)
darab kiilonb6z6 szine van.

A kovetkezs optimalizalési feladat adodik: keressiik azt a minimalis k£ természetes
szamot, amellyel egy G graf jol k-él-szinezhets. E grafparaméter neve: G élkromatikus
szama, jelolése x.. Azaz

Xe(G) := min{k € NT : G-nek van jo k-élszinezése}.

A hurokél akadalya a jo szinezésnek: Ha van hurokél, akkor nem létezik jo élszine-
zés (az Osszefuto d(x) él kozott ismétlddés van), ha nincs hurokél, akkor pedig létezik
jo szinezés (példaul ha minden él kiilonb6z6 szint kap, akkor jo szinezésiink van).

Szoros kapcsolat van a parositasok és az élszinezések kozott: Egy graf jo élszi-
nezésében az azonos szind élek egy parositast alkotnak a grafban. Tehat jo szinezés
keresése ekvivalens az élhalmaz parositasokra torténd osztélyozasaval.

Emlékeztets. A(G) = maté) d(x), a G graf maximalis fokszama.
zeV

Nyilvanvaloan A(G) < x.(G). Az alabbi példak mutatjak, hogy az egyenlStlenség
két oldala kozott lehet kiilonbség.

Példa. Cyyy péaratlan kor (k € Z*1). Konnyen lathato, hogy A(Coryi1) = 2 és
Xe(Caory1) = 3. Az alabbi abra a k = 4 esetet mutatja.

1. &bra.
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Példa. Ky paratlan pontu teljes graf. Ekkor A(Koyq1) = 2k és xe(Kops1) = 2k+1.
Az alabbi abra kilenc pont esetén mutat egy optimalis élszinezést.

Példa. Legyen T}, az a graf, amelynek harom csiicsa és barmely kettét k& parhuzamos
&l koti ossze. Ekkor barmély két él szomszédos. Igy A(Ty) = 2k és xo(Tx) = 3k. Az
alabbi dbra a k = 3 esetet mutatja.

3. abra.

Egy graf élkromatikus szdmat a maximalis fokszammal mar korlatoztuk alulrél
(A(G) < xe(@)). A kovetkezs két tétel felss korlatot is ad.

1. Tétel (Shannon tétele). Legyen G hurokél-mentes grdaf. Ekkor

Xe(G) < SA(G).

2
2. Tétel (Vizing tétele). Legyen G egyszerd grdf. Ekkor
Xe(G) < A(G) + 1.

Bizonyitas. Adott egy G egyszert graf. Be kell latnunk, hogy élei jol szinezhetdk a
P={1,2,...,A(G) + 1} palettaval.

Legyen V(G) = {v1,...,v,} ¢és legyen G := G|, v} i-Te vonatkozo teljes in-
dukcioval belatjuk az allitast G;-re. Bizonyitasunk konstruktiv lesz, azaz G; egy jo-él-
szinezésébdl megkonstrualunk G, jo-él-szinezését. Azaz G; élszinezését kiterjesztjiik
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a v;41-re illeszkedd Gj-hez halado élekre (amik kezdetben szinezetlenek). Legyen F a
G és v kozotti élek halmaza, igy |F| = d|q,,, (viq1) =: d.

G élszinezésének kiterjesztése fazisokban torténik. Legyen H := {szinezetlen élek}.
Kezdetben H = F. A kiterjesztés soran a H halmaz élei egyenként szint kapnak. Igy
|H| csokken, amig H = () lesz. Ekkor tériink at a kovetkezs, v, csucsra.

Legyen O := {F-beli élek, amiknek mar osztottunk szint}. Azaz OUH = F és
IOUH|=|0|+|H| =d.

Minden H-beli e élhez tartozik egy lehetséges szinek halmaza. Azaz az aktuélis
szinezésben megnézziik a két végpontjara illeszkedd szinezett élek szineit (ezek T'(e)
halmaza tiltott szin szamara). L(e) = P—T(e), azaz a palettank nem tiltott szineinek
halmaza.

Kezdetben minden e € H = F élre |L(e)| > 2. Valoban egy zv;4y € H = F él
esetén csak az x-re G;-ben illeszkedd elek szinei tiltottak. Ezen élek szama d|g,(x) <
d(r)—1 < A(G)—1. Igy |L(e)| = | P|—|{ z-re vagy v;i-re illeszkedd szinezett éle szinei}| >
AG)+1—-(A(G)—1)=2.

Az L(e) halmazokbol kivalasztunk egy preferalt részt, amit P(e)-vel jelolink. Az-
az P(e) C L(e), azaz P(e) mindegyik eleme alkalmas szin e szinezésére. Definialjuk
az alabbi (x) tulajdonségot, amit a kiterjesztés soran végig megdrziink:

(x) Mindegyik P(e) egy- vagy kételemt, tovabba maximum egy H-beli élre lesz
preferalt szinhalmaza egyelemi.

Ha e egy olyan ¢él, amely preferalt szinhalmaza egyelemt, akkor kivételes élnek nevez-
ziik e-t. Kivételes élekbdl vagy egy van vagy egy sincs.

Most lassuk a kiterjesztés legegyszeriibb esetét:
Moho eset: Van olyan s szin, ami egyetlen preferalt halmazban szerepel. Ha s €
P(e) (e € H), akkor a korabbi szinezés megtartasa mellett e-nek az s szint adjuk.
H — e lesz a szinezetlen élek 0j halmaza. Egy szinezetlen f élre L(f) = L(e) — {s}.
s egyedisége miatt megtarthatjuk a régi P(e) halmazokat.

Sajnos ezt a moho esetet nem hasznalhatjuk mindig.
Nem moho eset: A preferalt szinek halmazaiban eléfordulé szinek mindegyike tobb

preferélt halmazban is szerepel. Azaz s € UHP(e) esetén s legalabb ketté P(e)-ben
ec

szerepel.
El6szor igazolunk egy lemmat a nem moho esetrdl.

3. Lemma. A nem mohd esetben van olyan o szin, amit nem osztottunk ki O elemein,
de a preferdlt szinek kozott sincs ott. Azazo ¢ ¢(O) ={c(e) e € O} éso ¢ UHP(e).
ec

Lemma bizonyitasa: Legyen ¢(O) az F elemein eddig kiosztott szinek halmaza,
azaz az O-beli élek szineinek halmaza. O elemei Osszefutnak v;,-ben, azaz a szineik
kiillonbozsek, |¢(O)| = |O|. A nem moho esetben

2. [P(e)]

. H
| U P(e)|§EH7§2| |

g,
e€eH 2 2
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Azaz c(O) és UHP(e) egylitt is egy legfeljebb
ec

Ol +|H| = |F| = d = d

Git1 (Ui+1> < A(G)

elemi szinhalmazt adnak. Azaz palettanknak garantaltan lesz szabad szine. Q.e.d.

Legyen ¢; egy a lemma &ltal garantalt szin. Legyen ¢y az a szin, amelyre {cs}
a kivételes él preferalt szinhalmaza, illetve tetszGles szin egy preferalt halmazbol,
amennyiben nincs kivételes él. Legyen f = zv;,, az az él, amely a kivételes él, vagy
amennyiben ilyen nincs, egy olyan él amely preferalt szinhalmazaban szerepel cs.
Mindenképpen ¢y € P(f).

Gi41-b6l emeljiik ki a ¢; és ¢, szint éleket: Osszes V(Gyyy) cstics és a ¢y, ¢y szini
élek grafjaban minden fok legfeljebb 2, azaz a komponensek szinalternalé utak vagy
korok.

Az z cstics komponense szitkségszertien ut: ¢y € P(f) és P(f) definicioja miatt
z-re nem illeszkedhet ¢y szind él. Legyen ez egy U xy-ut, amiben z-re maximum egy
1 szind él illeszkedik (elképzelhets, hogy z-re nem illeszkedik sem ¢, sem ¢y szintd él
sem).

U mentén cseréljiik fel a szineket! Ekkor megmarad a szinezés j6 mivolta. Vala-
mint f-re mar nem illeszkedik ¢, szind él, azaz kaphatja a ¢y szint.

Vit Vit
P={® seee)} o=@ P=—{® seee} o=@
by \f\%:. kY \*f.

4. abra.
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Az L(e) halmazokat is Gjra kell értékelni: Azon éleknek, amelyek nem az U 1t
valamelyik csicsidba vezetnek a lehetséges szinhalmaza nem valtozik. Azon éleknek,
amelyek az U ut koztes csticsaba vezetnek szintén nem valtozik a lehetséges szinhal-
mazuk!

Baj akkor van, ha v;1-b6l vezet egy g él y-ba (y # x). g nem volt kivételes
él, tehat ha P(g) < P(g) — {co} valtoztatast hajtjuk végre, akkor P(g) egyelemiivé
valtozik vagy kételemti marad. A (%) tulajdonsidg mindenképpen megmarad! [ |

Megjegyzés. A bizonyitasbol egy algoritmus is kiolvashato, ami egyszerii grafokat a
Vizing-korlat méretd palettaval jol-élszinez.

2. Sikgrafok, négy-szin-tétel és élszinezések

Az élszinezési probléma fontos alkalmazasokkal rendelkezik. A grafelméleti vizsgélata
azonban mar a XIX. szazadban megkezd6dott. Az Osztonzé a négy-szin-sejtés volt.
Manapsag mér tételként ismerjiik ezt (angolul 4-color-theorem, réviditve 4CT).

A tovabbiakhoz fel kell idézniink a sikrarajzolt grafokrol és dualisukrol a BSc-s
Kombinatorika kurzusban tanultakat. A kévetkezs abran egy sikrarajzolt grafot (kék)
és duélisat (piros) lathatjuk.

Az abran lathato lila csillagok parbaallitjak az eredeti és dualis graf éleit.
A kovetkezs tablazatban Osszefoglaljuk sikrarajzolt graf és duélisa kozotti sokrétd
kapcsolatot.
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EREDETI

DUALIS

G sikra rajzolt graf

G* sikra rajzolt graf

tartomanyok /orszagok

csucesok /févarosok

élek

élek

kozos hataréllel rendelkezs (szomszé-
dos) tartomanyok

szomszédos cstcsok

tartomanyszinezés

csucsszinezés

jo tartomanyszinezés (szomszédos tar-
toményok kiilonb6zd szintek)

jO cstcsszinezés

jo szinezhetGség feltétele: nincs olyan
¢l, amely mindkét oldalan ugyanaz a
tartomany fekszik

jo szinezhetGség feltétele: nincs huro-
keél

csucsok

tartomanyok

egy csucsban Gsszefutd élek

egy tartoméanyt hatéarolo élek

fokszam

hatar bejarasanak hossza

Négy-szin-tétel (4CT):  kétszeresen
¢élosszefiiggs sikra rajzolt graf tartoma-

nyai négy szinnel jol szinezhetdk

Négy-szin-tétel (4CT): hurokélmentes
sikra rajzolt graf cstcsai négy szinnel
jol szinezhetdk

Szinezés esetén felteheté: G harom-

regularis

Szinezés esetén felteheté: minden tar-
toméany haromszog (grafunk triangu-

lalt)

Megjegyezziik, hogy 3-regularitas esetén a moho algoritmus minden gréafot jol
cstucsszinez. Illetve dudlisan triangulalt sikrarajzolt graf tartomanyai nyilvanvaléan
jol 4-szinezhetdsk.

A fentiek alapjan a négy-szin-tétel megfogalmazhato tartomény, illetve csticsszi-
nezési véaltozatban is. A kovetkezd tétel egy harmadik ekvivalens alakot ad, amely
élszinezési problémaként fogalmazza meg a kozponti kérdést /tételt.

4. Tétel. A kévetkezdk ekvivalensek:
(i) Ha G 3-reguldris, 2-szeresen élosszefiiggd sikgrdf, akkor x.(G) = 3.
(ii) JCT.

Bizonyitas. (i)= a 4CT tartomanyszinezési verzioja 3-regularis grafokra. Legyen G
egy a sikra szépen lerajzolt 3-regularis kétszeresen élosszefliged graf.

Tudjuk, hogy G élhalmaza M, My, M; teljes parositasok unidja. Legyen M + M,
az M U M, élek altal meghatarozott feszits részgraf G-ben. M + M, egy 2-regularis
részgraf, azaz komponensei korok. Nyilvan a részgrafunknak is szépen lerajzolt ésK
kénnyen lathato, hogy az M; + M, tartomanyai jol szinezhetSk két szinnel (példaul
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a komponensek sz’améra vonatkozo teljes indukcioval). Legyen ez a két szin ,,piros”
és ,,kék”. Hasonloan M; + M; tartoményai is jol szinezhet6k két szinnel. Legyen ez
,Vilagos” és ,,s0tét”.

6. abra.

Igy a sikot kétszer is kiszineztilk, specialisan a G graf lerajzolasanak minden
tartoméanya kétszer is szint kapott. Egy tartoméany kapott szinparja négyféle le-
het: ,vildgoskék”, | vilagospiros”, ,sotétkék”, | sotétpiros”. Ez egy jo 4-szinezése G-
tartomanyainak, mivel barmelyik két szomszédos tartomany M; + My-ben vagy M; +
Ms-ben is kiiléboz6 tartoményba esik, igy szineiknek mér ezen komponense is meg-
kiilénbozteti Gket.

A 4CT tartomanyszinezési valtozata 3-regularis grafokra = (i): Tehat tudjuk,
hogy a G kétszeresen élsszefiigged, 3-regularis sikgraf tartoméanyait jol 4-szinezhetjiik.
Legyen 1,2, 3,4 a felhasznalt szinek.

Legyen

M, :={e € E(G)| e két oldalan 1,2 vagy 3,4 szint latjuk},

M, := {e € E(G)| e két oldalan az 1,3 vagy 2,4 szint latjuk},
M; := {e € E(G)| e két oldalan az 1,4 vagy 2,3 szint latjuk}.
Belatjuk, hogy ekkor My, My, M3 teljes parositasok G-ben és diszjunktak.
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7. abra.

A diszjunktsag trividlis a definiciokbol.

El6szor azt igazoljuk, hogy M, My, M3 parositasok: Tegyiik fel, hogy e, f € M;
valamely ¢ = 1,2, 3 esetén és az x cstcs illeszkedik e-re és f-re is. z-ben harom tarto-
many fut Gssze: 11, 7o, 3. Bzek killonbozé szintek. Igy e és f nem lehet ugyanabban
az M, élhalmazban.

Veégil My U My U My = E(G). Valoban, ugy definidltuk az M;-ket, hogy barmely
két szin talalkozik egy e él két oldalan az valamelyik M; halmaz definici6janak eleget
tesz. (A (;1) = 6 lehet6ség mindegyike szerepel a harom definici6ban.)

Ebbésl adodik az allités. [ ]
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A fenti harom formaja a négy-szin-sejtésnek a XIX. szdzadi matematika eredmé-
nye. A XX. szézad, benne a szamitogépek elterjedésével elvezetett a négy-szin-sejtés
igazolasahoz. A négy-szin-sejtés bizonyitdsa utan a kovetkezs tételt mondhatjuk ki.

5. Tétel. Ha G 3 requldris 2-szeresen €losszefiiggd, tovdabbad sikgrdf is, akkor élhalmaza
hdrom teljes pdrositdas unidja, azaz taldalhatok olyan My, My, M3 teljes parositisok G-
ben, hogy My U My U M3 = E(G) teljesiiljon.

Megjegyzés. A sikgraf feltétel sziikséges. Az ellenpéldat Petersen adta. Petersen-
graf: 3-regularis, kétszeresen élosszefliiged, nem sikgraf, és élhalmaza nem all eld

M, U Ms U Mj alakban, ahol az M;-k parositasok.

8. abra.

Egyszert sikgrafok esetén a Vizing-tétel garantalja, hogy az élkromatikus szam
3 vagy 4. A fenti mély tétel (a négy-szin-tétel egy ekvivalense) egy grafosztalyt ad,
amelyre tudjuk, hogy az élszinezéshez sziikséges minimalis szinszam A(G).

Megemlitjiik, hogy a BSc-ben tanult Kénig-tétel egy egyszert kévetkezménye a
kovetkezd tétel.

6. Tétel. Ha G egy pdros grdf, akkor

A fentiek alapjan ugy tinhet, hogy egyszeri grafok élszinezése egy egyszeriibb
feladat mint a cstcsszinezési probléma. A latszat csal. A kovetkezd tétel erre vilagit
ra azon hallgatok szaméra, akik bonyolultsagelmélet kurzust is teljesitettek.

7. Tétel. Vizsgaljuk az aldbbi dontési problémdt: Adott G grdfrol dontsik el, hogy
Xe(G) értéke A(G) vagy A(G) + 1. Ez a probléma N'P-nehéz.
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