Grafelmélet /Diszkrét Matematika MSc hallgatok szamara

Folyamok (folytatéas), magasabb foku OsszefiiggGség

2012. szeptember 27. El6ad6: Hajnal Péter

1. 0-1 folyamok uniform hal6zatokban

Definicié. Egy halozatot uniformnak nevezziik, ha minden él kapacitasa egyenld.
Feltessziik (feltehetjiik), hogy a kozos kapacitas 1.

Uniform hélézatokban vizsgéaljuk az optimalis folyamokat. Ha azzal a feltétellel
éliink, hogy folyamunk minden élen egész értéket vegyen fel, akkor is elérhetjiik a ma-
ximélis folyamértéket. Feltételiink uniform halézatban azt jelenti, hogy folyamunk
f : E(G) — {0,1} figgvény. Az ilyen folyamokat 0-1 folyamnak nevezziik. Egy
f: E(G) — {0,1} 0-1 folyam azonosithat6 az f~!(1) = {e € E(E')) s fle)=1}:=F
élhalmazzal. Azaz az f altal leirt ' élhalmazbol visszafejthets a folyam. Ez az azono-
sitas ugyanaz mint az F ((_}’>) részhalmazai ¢és az E ((_j)—n ¢értelmezett karakterisztikus
fiiggvények azonositasa.

Eszrevétel. Legyen f egy k értéki 0-1 folyam.

A megmaradasi torvény teljesiilése azt jelenti, hogy minden v csicsra — ami
nem-forras és nem-nyel6 — ugyanannyi F él fut be, mint ki (v F-befoka egyenls F-
kifokaval). Tovabba a nyel6be k-val tobb ¢l fut be mint ahany ¢l kifut, a forrasbol
pedig k-val tobb él fut ki, mint ahany befut.

Az észrevételt egy formulaban Gsszefoglalhatjuk:

k, v=t
df (v) —df(v) =4 =k, v=s
0, kiilonben.

1. Kovetkezmény. Legyen f egy k értékd 0-1 folyam. Legyen F a megfeleld élhalmaz,
tegyiik fel, hogy F'-ben ott van eqy iranyitott kor C' élhalmaza. Ekkor az F—C' élhalmaz
is megfelel eqy k értékd folyamnak.

Bizonyitas. Valoban, az ellenérizenddk az élhalmaz be- és kifokaira vonatkozo felté-
telek. Az iranyitott kor éleinek elhagyésa a kifok és befok kiilonbségét nem valtoztat-
ja. |

2. Lemma. Legyen f egy k(> 0) értékd 0-1 folyam. Legyen F a megfeleld élhalmaz.
Ekkor F tartalmazza k éldiszjunkt st ut élhalmazdt.
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Bizonyitas. k = 0 eset nyilvanvalo.

Feltehets, hogy k > 1, igy F' # (. F egy folyamot kodol, igy észrevételiink alapjan
a csucsok F-befokanak és F-kifokanak kiilonbségeit ismerjiik.

Legyen e egy forrasbol kiindulo él F-ben (ilyennek lennie kell). Ekkor a fokszam
feltételek miatt e-t elére kiterjeszthetjiik egy P maximaélis utta (kor nem alakulhat ki
a bovités soran). Az elakadas csticsa csak a nyel§ lehet. Ezzel talaltunk egy P, = P
st utat.

Ekkor F' — P-re is teljesiilnek a megmaradasi torvényhez sziikséges fokszam fel-
tételek, azaz F — P is egy folyamot kodol. Ertéke k — 1. Indukciéval befejezhetjiik
a bizonyitéast vagy leirhatunk egy rekurziv (moho) eljarast ami megtalalja az allitast
bizonyité k darab utat. |

Ha a lemmabeli F' irdnyitott kormentes, akkor erésebbet is allithatunk.

3. Lemma. Legyen f egy k(> 0) értékd 0-1 folyam. Legyen F a megfeleld élhalmaz.
Tegyiik fel, hogy F' kérmentes. Ekkor F k éldiszjunkt st 1t élhalmazdnak unidja.

Bizonyitas. Ha a nyeldre illeszkedik befuté és kifuto él is, akkor ezen csatlakozo élpar
elére/hatra folytathato. A folytatéas sziikségszertien kort alakitani ki, ami ellentmond
feltételiinknek. Tehat a k > 0 értéki folyamot kodolé élhalmazban pontosan k él
illeszkedik a forréasra és ezek kifuté élek. Hasonl6an pontosan k €l illeszkedik a nyel6re
és ezek befuto élek.

Az el6z6 lemma alapjan talalhatunk k éldiszjunkt st at éthalmazt F-ben. Ha
ezek kiadjak a teljes F-et készen vagyunk. Ha nem, akkor lennie kell tovabbi éleknek.
Ezek egyike sem illeszkedik a forrasra vagy nyeldre. Igy egy tovabbi él elére/hatra
folytatasa sziikségszertien irdnyitott korhoz vezetne, ami ellentmondés. |

A teljesség kedvéert megemlitjiik a kovetkezs tételt, ami az 6sszes 0-1-folyam-
élhalmaz esetén garantal egy felbontast/dekompoziciot éldiszjunkt kérokre és utakra.

4. Tétel. Legyen F eqy élhalmaz G-ben. A kévetkezdk ekvivalensek:
(i) F egy f folyamot ir le.

(i) Minden nem nyeld és nem forrds csucsra ugyanannyi F-él fut be, mint ahdny
kifut.

(iii) F felirhato UiPiUUiQiUUiCi alakban, ahol a P; halmazok egy-eqy forrds-nyeld
wrdnyitott ut élhalmazai, a Q; halmazok eqy-eqy nyeld-forrds iranyitott it élhal-
mazai, a C; halmazok egy-eqy irdnyitott kor élhalmazai. (A jelolésben ott van az
a feltétel, hogy az unid tagjai DISZJUNKT élhalmazok.) Tovdbbd {P;} és {Q;}
utrendszerek kozil csak eqy lehet nem tires.

A tétel a korabbi tletek segitségével egyszertien bizonyithato. S6t egy algoritmus
is adhato a felbontas megtalalasara.

Folyamok (folytatas), magasabb foku OsszefiiggGség-2



5. Algoritmus. Mohd algoritmus eqy F' 0-1-folyam-élhalmaz dekompozicidjdra.
// F-befokok és F-kifokok kiilonbségeit ismerjiik.
Kor keresés: Amig F # ()
Ha talalunk, vegyiik ki egy C irdnyitott kor élhalmazat F'-bdl.
// A megtaldlt C' egy lehetdség egy Osszetevdre.
// Mohdé médon az output részévé tesszik.
F-et helyettesitsikk F'— (-vel és térjink vissza kor keresésre.
// A kiorkeresésbdl kilépve az aktudlis F
//iranyitott kdrmente,
Ut keresés: Vegyiik ki egy P iranyitott forras-nyeld
vagy nyeld-forras ut élhalmazat.
// A megtaldlt P egy lehetdség egy Osszetevdre.
// Mohdé médon az output részévé tesszik.
// Ha st utat taldlunk a koérmentesség miatt nem
// lehet ts ut és forditva is.
F-et helyettesitsiik ['— P-vel és térjiink vissza az Gt keresésre..

Az észrevételt egy kissé finomitjuk: Ha a fenti dekompozicioban k£ > 0 darab st-ut
szerepel, akkor a folyam értéke k. Ha ¢ > 0 darab ts-ut szerepel, akkor a megfelel§
f folyam értéke —¢. Specidlisan, ha f folyam értéke 0 (az ilyeneket cirkulacionak
nevezik), akkor élhalmaza diszjunkt irdnyitott kérok unioja.

Kiilon megfogalmazzuk a szamunkra fontos kovetkezményt.

Definicié. Egy F' 0-1-folyam-élhalmaz egyszerti, ha kormentes és éldiszjunkt st utak
vagy ts utak unidja.

6. Tétel. Legyen (5;3,75; c) egy hdlozat, amely kapacitisfiggvénye az azonosan 1
fiigguény. Ekkor van olyan f optimdlis folyam (értéke k sziikségszerien nem nega-
tiv), amely élhalmaza eqyszerd. f értéke (a hdlozatbeli mazimdlis folyamérték) k, a
dekompozicioban szerepld st-utak szdma.

2. Kovetkezmények

7. Tétel (Menger-tétele). G egy iranyitott grdf s,t € V két (s # t) kitintetett
csucesal. Ekkor

max{k :Py,..., Py éldiszjunkt st utak} =
=min{|L|: L C E(a), G — L-ben nincs st ut}.

Megjegyzés. A tételt a kivetkezs ,,mesével” vilagithatjuk meg: Tegyiik fel, s lakote-
lep, t belvaros, a rendérok tudjak, hogy biinézdk a lakoételeprdl a belvarosba tartanak.
Utak lezéarasaval szeretnék ellendrizni a belvarosba bemend forgalmat (amely a kresz
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betartasaval torténik, azaz az utszakaszok iranyitasa szerint halad mindenki). A bi-
zonyitando allitas bal oldala a biinozdk fiiggetlen terveinek maximalis szama, mig a
jobb oldal a rend6rok szamara lezarando ttszakaszok minimalis szama.

Bizonyitas. <: Egyszert. A fenti mesén alapul6 konkrét példa jol megvilagitja az
allitast. Tegytik fel, hogy a bal oldal értéke 10. Azaz a biin6z6k 10 éldiszjunkt tervvel
allhatnak elg. Minden utlezéras legfeljebb egy tervet akadalyozhat meg (itt hasznaljuk
a tervek fiiggetlenségét /éldiszjunktsagat). Azaz a rendérok szaméara legalabb 10 tt
lezarasa sziikséges.

>: A feladat grafjaban minden él kapacitésa legyen 1. Az igy kapott H halozatban
az optimélis folyamok kozt lesz egy, amely egy egyszert élhalmazzal azonosithatoé.
Ha értéke k, akkor k éldiszjunkt st utra szétszedhets. Ez megforditva is igaz. k
éldiszjunkt st utbol osszerakhatd egy k értékd folyam. Azaz

max{k : P, ..., P éldiszjunkt st utak} = max{é(f) : F' folyam H-ban}

A Menger-tételben szerepls élhalmazokat nevezziik szeparald élhalmazoknak (el-
hagyasuk utdn nem lesz st ut G-ben). Minden st-vagas S — T élei egy szeparélo
halmazt adnak. Forditva is igaz: Béarmely L szeparald élhalmaznak van olyan rész-
halmaza ami egy vagas élhalmaza: Példaul a

V = (s-b6l G — L-ben elérhetd cstcsok, s-bdl G — L-ben nem elérhetd csticsok)

vagas S — T élei L egy részhalmazat adjék. Azaz a minimalis szeparalé halmazt
megkapjuk, ha vessziikk azt az st-vagast, amely S-T élei a legkevesebben vannak.
Mésrészt

min ¢(V) = min [{zg:z € S,y e T}

V vagas V vagas

Osszegezve
min{c(V) : V egy st-vagas} = min{|L|: L C E(a), G — L-ben nincs st ut}.
Az MFMC-tétel kovetkezménye a Menger-tétel. |
A tételben az alapgréf iranyitottsaga nem lényeges.

8. Kovetkezmény (Menger tétele (iranyitatlan grafban élfiiggetlen utakra vo-
natkozé valtozat)). Legyen G eqy irdnyitatlan grdf, és s,t két pont a grafban. Ekkor

max{k :P,..., P, éldiszjunkts st utak} =
=min{|L|: L C E(G),G — L-ben nincs st t}.

Csak vazoljuk ennek egy lehetséges igazolasat: Legyen 6 az a graf, amelyet G-bdl
tgy kapunk, hogy minden e = zy élét helyettesitjitk két éllel: egy 7y és egy yz éllel
(azaz az e ¢l oda-vissza iranyitott két példanyaval). Irjuk fel az MFMC-tételt.
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A maximaélis folyamérték kombinatorikus leirdséanal kell egy kissé 6vatosnak len-
niink. Vegyiink egy f : F (5')) — {0, 1} optimaélis folyamot és az ezt leird F' élhalmazt.
Ez egyszertivé tehet6 egy moho algoritmussal. Ezt tgy alkalmazzuk, hogy az oda-
vissza mend élparokat (ketté hosszu iranyitott koroket) dobjuk el F-bél. Ha ezek
elfogytak, akkor fejezziik be az egyszertivé tételt. Legyen Fy a kapott élhalmaz. (eb-
ben minden eredeti élnak maximum egy példanya szerepel). Fj éldiszjunkt st-utak
élhalmazainak uni6ja. Ezek G-ben megfelelnek st-utak élhalmazainak. Ezek elézetes
el6késziileteink miatt éldiszjunkt utak lesznek G-ben. (Az elSkésziiletek neélkiil ezt
nem tudnank.) Azaz a maximalis folyamérték éppen a bizonyitandé egyenlGség bal
oldala.

A tovabbi része a bizonyitasnak teljesen analog az iranyitott esettel.

Tovabbé utrendszeriink éldiszjunktsiga helyettesithetd az ttrendszer belsé pont-
halmazainak paronkénti diszjunktsiagara vonatkozo feltétellel.

9. Kovetkezmény (Menger tétele (pontfiiggetlen utakra vonatkozé valtoza-

tok)).

(i) Legyen le] eqy irdnyitott grdaf, és legyen s,t két pont a grdfban. Tegyiik fel, hogy
H
nincs st iranyitott €l, a grdafban. Ekkor

max{k : Py, ..., Py pontfiggetlen st ut} =
=min{|U| : U C V(a)\{s,t} és G — U-ban nincs st ut}.

(i) Legyen G egy iranyitatlan grdf, és legyen s,t két pont a grafban. Tegyiik fel,
hogy nincs st él a grdfban. Ekkor

max{k :Py, ..., Py pontfiggetlen st it} =
=min{|U|: U C v((_}’>)\{s,t} elvdlasztja s-et és t-t}.

Ismét csak vazoljuk mi a teendd, ha ezen valtozatot szeretnénk a fentiek utén
igazolni.

(i)-hez legyen G az a graf amely G-bol nyeriink a kovetkez6 modon: Legyen
V(Zj') = {s,t}U{Zpe, 115 : T € V(E')) —{s,t}}. Minden e = 27 € E(Ej) élnek feleljen
meg egy ¢ = Ti, Ube ¢l (legyen sy = Spe = § 65 by = the = 1). E(E')') élhalmazt
alkossak ezek az élek és az {Tpery; : @ € V(Zj) — {s,t}} élek.

Irjuk fel az MFMC-tételt el grafbol uniform kapacitasok definidlaséaval kapott
halozatra. A kapott két egyenlGség két oldalarol lassuk be, hogy a bizonyitando
egyenlGség egy-egy oldalaval egyenldk.

(ii)-hez korabbi Gtleteinket kell Osszegezni. A részletek kidolgozasat az érdeklsds
hallgatokra bizzuk.

*
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A Bsc-ben latott Kénig-tétel is belathato a folyamok elméletének segitségével,
illetve Menger tételenek alkalmazasaval.

Emlékeztets. Ha egy graf csicshalmaz AUF (also és felsé pontok) és minden él egyik
vége A-beli, masik F-beli, akkor grafunk paros graf.
Egy graf esetén

v(G) = max{|M|: M parositas G-ben},
7(G) = max{|L| : L lefogd G-ben},
ahol M C E(G) parositas, ha az M-beli élek végpontjai egy 2|M| elemd halmazt
alkotnak (és igy allitanak parba), tovabba L C V(G) lefog6 ponthalmaz, ha minden

élnek legalabb az egyik végpontja L-beli. Altalaban v(G) < u(G), vannak példak,
ahol szigoru egyenlGtlenség teljestl.

10. Tétel (Kdnig-tétel). Legyen G egy pdros grdf. Ekkor
v(G) =T7(QG).

Bizonyitas. F ,f6l¢” helyezziink egy s cstucsot és pontosan F elemeivel kossiik Gssze.
A ,,ald” helyezziink egy ¢ csticsot és pontosan A elemeivel kossiik dssze. G cstcsai és
élei a fenti leirt kiterjesztéssel alkossak a G grafot.

Ezen graf minden élét iranyitsuk lefelé. Minden élnek legyen 1 kapacitasa. Az
fgy kapott uniform hal6zatban az egyszerd folyamok megfelelnek egy M pérositds
elemeinek (k fiiggetlen élnek) st utta valo kiterjesztésével kapott M uthalmaznak.
Az utak szamanak maximuma

max{¢(f): f folyam} = v(G).

A szeparélo élhalmazok esetén G-beli élhalmazt nem érdemes bevélasztani (egyetlen
Hfolytatd” éle elvégzi ugyanazt a munkat). Ha pedig csak s-re vagy t-re illeszkedd
¢lekkel dolgozunk, akkor ez az élhalmaz pontosan akkor valasztja el s-et és t-t, ha
G-beli végpontjai lefoga6 halmazt alkotnak.

S S

1. 4bra.

Osszefoglalva
min{|S| : S szeparal6 élhalmaz} = 7(G).

Az MFMC tétel adja a bizonyitandot. [ |
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A fenti bizonyitds az MFMC alapjan dolgozik. Menger tételei utan joval egy-
szertibb, ha a G grafban hivatkozunk Menger tételének iranyitatlan, pontfiiggetlen
valtozatara.

3. Grafok magasabb foku Osszefiiggése

Definicié. Legyen k egy pozitiv egész. G graf k-szorosan éldsszefiiggd (kélof), ha
tetszGleges k-nél kisebb elemmszamu élhalmazat elhagyva a kapott graf Gsszefiiggs
lesz. Formuléval

VEC E(G): |F|<k=G—F O0sszefiiggs.

A feltételnek teljesiilni kell ' = () esetén is, azaz alapgrafunk oOsszefiiggs. Az
Osszefiiggdségnek meg kell maradnia, ha valodi élelhagyas torténik.

Definicié. Egy G graf k-szorosan (pont)dsszefiiggd (ko6f.), ha tetsz6leges k-nal kisebb
elemszamu csiucshalmazat elhagyva a kapott graf osszefiiggs és |V (S)| > k. Formali-
san

VU CV(G) |Ul<k=G—-U osszefliggs..

A pontszamra adott technikai feltétel szerepe, hogy a graf elegendéen nagy legyen:
a csucsok elhagyéasa utan is legalabb két pont maradjon.

Példa. A fak nem kétszeresen élosszefiiggéek, ha van élik. A korok kétszeresen
¢élosszefiiggbek, és igy kétszeresen Osszefiiggbek is, de nem haromszorosan 6sszefiiggs-
ek. A k+ 1 ponttu grafok kozil csak a teljes graf k-osszefiiggd.

Megjegyzés. A kivetkezs diagram a kiillonboz6 Osszefiiggdségi fogalmak viszonyait
foglalja Ossze. Azon grafosztalyok kozott, amelyek tartalmazasa nem vezethets le a
diagrambol nincs is tartalmazas.

16f = 20f « 30f « ... &« kiof <«
%

o] ] |
lelof <« 2¢lof <« 3¢elof « ... <« kélof <

A vizszintes sorokban levé kapcsolatok a definiciok alapjan nyilvanvaléak. A fliggéle-
ges nyilakkal jelolt kapcsolatok egy kicsit nehezebbek, az alabbi lemmabol kévetkez-
nek.

11. Lemma. Legyen e eqy G grdf tetszileges éle és v eqy tetszdleges pontja. Legyen
k> 2.

(a) Ha G k-szorosan éldsszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen élosszefiiggd.

(b) Ha G k-szorosan dsszefiiggd, akkor G — v (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.
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(¢) Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G — v-nek tetszdleges szami komponense
lehet.

(d) Ha G k-szorosan dsszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen dsszefiiggd.
Célunk, hogy belassuk a tobbszordsen Osszefliggd grafok kovetkezd jellemzését.

12. Tétel. (i) Egy G grdf akkor és csak akkor k-szorosan éldsszefiiggd, ha tetszd-
leges két pontja kozott létezik k darab paronként éldiszjunkt it.

(ii) Eqy G grdf akkor és csak akkor k-szorosan dsszefiiggd, ha tetszdleges két pontja
kozott létezik k darab ut, amelyek belsd pontjainak halmaza pdaronként diszjunk-
tak (Utjaink pontfiggetlenek), tovabbd |V (G)| > k.

A két allitas egy-egy iranya egyszert: a megfelels utak létezése garantilja a meg-
felels OsszefiiggGséget. Valoban: Tegyiik fel, hogy a grafunk megfelels ritkitasa utan
nem Osszefliggs grafot kapunk, azaz két maradék pont kozétt — x és y — nem lesz
ut. A feltételt = és y-ra alkalmazva a garantalt utrendszer mindegyikét megsziintette
a ritkitds. Az utak fliggetlensége miatt ez nem lehet.

13. Tétel. Legyen G grdf, k pozitiv egész.

(i) G akkor és csak akkor k-szorosan €losszefiiggd, ha barmely x,y € V(G)-re létezik
k darab paronként éldiszjunkt xy it G-ben.

(ii) G akkor és csak akkor k-szorosan dsszefiiggd, ha |V (G)| > k+1, és barmely x,y
csucsra létezik k darab pdronként pontfiiggetlen xy it G-ben, azaz utak, amelyek
belsd pontjainak halmazar pdronként diszjunktak.

Bizonyitas. Legyen G, x, y és k adott.

(i) Ha létezik k darab éldiszjunkt zy at G-ben, akkor k — 1 él elhagyasaval még
el lehet jutni x-bél y-ba, ezért G k-szorosan élosszefiiggs.

Tegytik fel, hogy G k-szorosan élosszefiiggs, és alkalmazzuk a Menger-tételt.

E <min{|L|: L C E(G),G — L-ben nincs zy ut} =
=max{l: Py,..., P éldiszjunkt zy utak}

Ezért 1étezik k darab éldiszjunkt xy ut G-ben.
(ii) Ha létezik k darab pontfiiggetlen zy ut G-ben, akkor k—1 darab V(G)\{z, y}-
beli pont elhagyasaval még el lehet jutni z-bél y-ba, ezért G k-szorosan Osszefiiggs.
Tegyiik fel, hogy G k-szorosan 0Osszefiiggs. Legyen az xy élek halmaza P, P
elemszama p. A P-beli élek pontfiiggetlen xy utak. Ha p > k, akkor teljesiil az
allitas. Ha p < k — 1, akkor G — P k — p-szeresen Osszefliged, azt kell belatni,
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hogy létezik k — p pontfiiggetlen xy Gt G — P-ben. Alkalmazzuk a Menger tételének
iranyitatalan, pontfiiggetlen valtozatas (G — P-ben x és y nem 6sszekotott).

kE—p<min{|U|: U CV(G)\{z,y}, G— P — U-ban nincs xy ut} =
=max{l: Py,...P, pontfiiggetlen xy utak G — P-ben}
Ezért létezik k — p darab pontfiiggetlen xy ut G — P-ben. k darab pontfiiggetlen st

utat kapunk G-ben, ha ehhez hozzévessziik P elemeit minde 1-hosszi st utakat. W

*

Definicié. A G graf 6sszefiiggsségi paraméterei:

@) {max{k: . G k-szorosan élosszefiiggé}, ha G Osszefiiggs
Re(G) =

0, ha G nem 0Osszefiiggd

@) {max{k . G k-szorosan osszefliggd}, ha G Osszefiiggd
K =

0, ha G nem 0Osszefiiggd
Eszrevétel. Minden G grafra teljesiilnek a kovetkezok:

ke(G) = min max{k: Pi,...P éldiszjunkt zy utak} =

z,yeEE(G)
= min min |E(V)| = min |E(V)],
z,yeEE(G) V xy vagas V vagas

ahol V = {S,T}, SUT =V(GQ), SNT =0, S,T # 0.
14. Lemma. k.(G) és k(G) is hatékonyan kiszamolhatd folyam-algoritmussal.

Megjegyzés. nax |E(V)]| kiszamitésa nehéz, N'P-teljes probléma.

VAgas

Folyamok (folytatas), magasabb foku Osszefiigg6ség-9



