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Fokszamsorozatok

2012. szeptember 3. El6ad6: Hajnal Péter

Az el6adas a BSc Kombinatorika kurzus folytatésa. Sokszor vissza kell utalnunk,
fel kell idézniink ott elhangzott fogalmakat, Osszefiiggéseket. Az ilyen ,,emlékeztetSk”
rendszeresen megszakitjak az elGadast.

Emlékeztetd. 1dézziink fel néhany fontos grafelméleti fogalmat. Grafnak nevezziik
azokat a (V, E,I) harmasokat, ahol V' és E tetsz6leges diszjunkt halmazok, I C
V x E illeszkedési relacio. A V halmazt a graf csicshalmazanak, E-t élhalmaznak
nevezzilk. Azt mondjuk, hogy a v csics illeszkedik az e élre, ha (v,e) € I. Az
illeszekdési relacié olyan, hogy minden élre egy vagy két cstcs illeszkedik.

Az egy csicsra illeszedd éleket hurokéleknek nevezziik. Ha ey és e; olyanok,
hogy ugyanazon csucs(ok)ra illeszkednek, Sket parhuzomos éleknek nevezziik. Az
olyan grafokat, amelyek nem tartalmaznak hurokélt és parhuzamos éleket, egyszeri
grafoknak hivjuk.

Egy cstucs fokan a csicsra illeszked§ élek szamét értjiik, tgy szamolva, hogy
minden hurokél kétszer illeszkedik egyetlen pontra.

1. Fokszamsorozatok

Definicié. A dy,...,d, szamsorozatot a G graf fokszamsorozatanak nevezziik, ha G
fokainak nemcsokkend sorozata. Specidlisan n = |V|, d; < ... < d, teljesiil.

Megjegyzezziik, hogy a fokszamsorozatbol a graf élszama is kiolvashato az |E| =
% Osszefiiggés alapjan.

A témakor alapkérdése a kovetkezd: adott {d;}F, szamsorozat mikor lesz vala-
mely G graf fokszamsorozata? (Ekkor azt mondjuk, hogy a sorozatot realizalja a G
graf.) Amennyiben G-re semmilyen kikotést nem tesziink, a valasz egyszert.

1. Allitas. A {d;}?_, szdmsorozat pontosan akkor realizdlhatd, ha >, d; pdros.

Az egyszert bizonyitas (ami egy gyakorlo feladat) a hurokélek lehetGségét erésen
kihasznalja.
star

Természetesen adodik a kérdés, hogy mi a helyzet, ha hurokéleket nem engediink
meg. Vagy altalaban: Mikor realizdlhato természetes szamok egy adott sorozata egy
specialis feltételekkel rendelkezs graffal? A kovetkezSkben ilyen kérdeseket vizsga-
lunk.

2. Tetel. A {d;}, szamsorozat pontosan akkor realizdlhato hurokél nélkili grdffal,
ha

n < -
1. Y77, d; pdros, és
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2.dy <dy+ -+ dpy.

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy {d;}", realizalhato hurokél nélkiil. Ekkor az
1. feltételrsl lattuk, hogy teljesiil. A 2. feltételhez tekintsiik a realizalo graf d,-
hez tartozo cstcséat, ez d,, élre illeszkedik. Masrészt az Osszes tobbi csiics Gsszesen
dy+---+d,_; élre illeszkedik. A hurokélek kizarasa miatt az el6bbi csticson atmend
élek mind illeszkednek egy masik cstcsra is, tehat legfeljebb dy + -+ + d,,_1 van
belsliik. Ebbdl a 2. feltétel adodik.

A masik iranyt ismét y . | d; szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. ElGszor
tekintsiik az elfajulo esteket: ha d, < 1, akkor az allitas konnyen lathato (fokszam-
sorozatunk egy parositassal realizalhato). Ha n = 2, akkor a 2. feltételbsl dy = do
adodik, igy a két cstcs kozott dy darab parhuzamos élt tartalmazé graf realizélja a
sorozatot. A tovabbiakban igy feltessziik, hogy n > 3 és d,, > 2.

A"  d; = 0 esetet ismét realizalja az n pontu, tires élhalmaza graf. Tegyiik
fel, hogy >, d; < m — l-re teljesiil az allitas, és tekintsiik > "  d; = m-et. Az
indukcios 1épést két esetre bontjuk:

(a) dn_g S dn
(b> dn—2 - dn—l - dn

Mindkét esetben a d;,...d,_o,d,_1 —1,d, — 1 szamsorozatbol képzett nemcsok-
kené sorozatot fogjuk realizélni. Azt allitjuk, hogy ez teljesiti a 2. feltételt, igy
alkalmazhato ra az indukcios feltevés. Valoban, az (a) esetben d,, még mindig ma-
ximalis elem a sorozatban, és d,, — 1 < d; + -+ + d,_1 — 1 fennall. A (b) esetben
a legnagyobb elem d,,_», igy d,_» < dy +--- 4+ dy_3+ d,—1 + d, — 2 a bizonyitando
egyenlGség, de mivel d,, > 2, igy mar az erGsebb d,,_o < d,,_1 +d,, — 2 egyenlGtlenség
is teljesiil. A fenti sorozatot realizald grathoz egy élt illesztve a d,,_1, d,,-hez tartozo
cstucsokra megkapjuk az eredeti szdmsorozatot realizalo grafot. [

Megjegyezziik, hogy az indukciés bizonyitasbol konnyen kiolvashaté egy rekurziv
algoritmus, amely az adott feltételeknek elegettevs sorozathoz egy megfelel realizalo
grafot konstrual.

3. Lemma. Ha a {d;}}_ | szdmsorozat realizdlhato egyszert grdaffal, akkor van olyan

realizdlo eqyszerd grdf, amely csucsai vq,...,v,, ahol d; = d(v;), €és a v, csics
szomszédai pontosan a V,_1,Vp_2, ..., Uy g, cSUcsok (specidlisan d, < n).

A lemma el6tt nézziik meg egy kovetkezményét.

4. Kovetkezmény (V. Havel és S. Hakimi tétele). {d;}, akkor és csak akkor
realizdlhato eqyszerd grdffal, ha

dla cee 7dnfdnfla dnfdn - 17 dnfdn_u - 17 s 7dn71 —1
i8.

A kovetkezmény egyszertien adodik az el6bbi lemmébol, hiszen ha vessziik azt
a {d;}?_,-t realizalo grafot, amelyben v, a d,, tovabbi legnagyobb indext csticcsal
szomszédos, akkor a v, csicsot elhagyva olyan grafot kapunk, amely éppen a fenti
fokszamsorozatot realizélja. Az allitas megforditdsa a lemma nélkiil is egyszerti.
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Vegyiik észre, hogy igy a kovetkezmény altal rekurziv algoritmust (Havel—Hakimi-
algoritmus) kaptunk a realizalésra.

Lemma bizonyitdsa. Legyen G olyan realizalo graf, amelyre d(v;) = d; és v,
szomszédainak indexosszege maximalis. Azt allitjuk, hogy ez a graf olyan, amilyet
a lemma allit.

Indirekt tton tegyiik fel, hogy nem, azaz létezik i < j gy, hogy v, szomszédos
v;-vel, de nem szomszédos v;-vel. v;-nek egy szomszédja tisztazott (v,), d; — 1
méasikrol még nem tudunk semmit. v;-nek van d; , tisztazatlan” szomszédja. Nyilvan
d; —1 < d; —1 < d;. Ez csak gy lehet, ha van egy olyan x cstics, amely v;-vel
szomszédos, de v;-vel nem.

Képezzitk G-bdl a G grafot ugy, hogy a (v;,v,,) és (vj, x) éleket elhagyjuk G-bdl,
majd hozzavessziik a (v, z) és (v;,v,) éleket.

Igy a graf egyszerti maradt és fokszamsorozata sem valtozott, viszont G-ben
megint csak j—i-vel nagyobb v,, szomszédainak indexosszege, igy G-ben nem lehetett
maximalis. |

Emlékeztetd. Fa, aghajtas operacio.

5. Tétel. Tegyiik fel, hogy n > 2. Ekkor a {d;}!, sorozat pontosan akkor realizdl-
hato faval, ha > d; =2n —2 és dy > 0 teljesiil.

Bizonyitas. A feltételek sziikségessége konnyen adodik, hiszen barmely fa 6sszefiig-
g6, igy di > 0, méasrészt egy n-pontu fanak n — 1 éle van, igy L =|El=n-1
is fennall.

Az elégségesség bizonyitasa n szerinti teljes indukcioval torténik. Ha n = 2,
akkor a feltételek miatt d; = dy = 1, és ezt realizélja a kétpont, egy élt tartalmazo
graf. Tegyiik fel, hogy n — 1 cstcsra igaz az allitas, es n > 3. Ekkor egyszeri
szamolassal 1 < EZ 149 adodik, és persze d; < EZ 14 gy d, > 2iy i teljestil.
Ebbsldy =1, és d, > 2 ad6dnak, hiszen a fokszamok egeszek Igy a ds, d3, vy dp—1
sorozat rendezesevel kapott szamsorozat is teljesiti a tételbeli feltételeket, tehat az
indukcios feltevés szerint faval realizalhato. Ebbdl a fabol megkaphato az eredeti
fokszamsorozathoz tartozo fagraf egy, a d,,-hez tartozo cstcsbol torténd dghajtéssal.
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2. Fak osszeszamlalasa

6. Tétel. Legyen (d;), € N n > 2 fokszamsorozat olyan, melyre teljesil a

n

> di=2(n—1)

i=1

eqyenldség, ekkor ezen fokszdmsorozatot realizdld fik szama:

(n—z)!H%‘!. (1)

Bizonyitas. Ha valamely j indexre d; = 0, akkor a fokszamsorozat nem realizadlhato
faval, hiszen legalabb egy legaldbb két pontbdl allo fa csiicsainak fokszdma minimum
1. Ilyen esetben a formula értéke is 0.

Tegyiik fel, hogy 1 < d; < dy < --- < d, és a realizalo fa csucsai {v;}!, ahol

d(v;) = d;. Tudjuk, hogy
1 & -1
N g =2t <,
n i1 n

igy di = 1, azaz a v; cstics minden realizalo faban levél. A realizalo fakat n — 1
diszjunkt csoportba oszthatjuk aszerint, hogy a v; csucsnak melyik masik csiics a
szomszédja. Ha realizaljuk a ds,ds,...,d;_1,d; — 1,d;y1,...,d, fokszamsorozatot
faval, akkor megkapjuk az eredeti fokszamsorozat egy realizaciojat, amelyben wv;
szomszédja v;.

Ezt felhasznalva teljes indukcioval igazoljuk a formula helyességét. Az allitas
n = 2 esetén nilvanvaloan igaz. Tegyiik fel, hogy (1) teljesiil n — 1 csticsu fak esetén.
Ekkor a {d;}?_, fokszamsorozatot realizalo fak szama

. =\ di—1 nod
> (n-3) <Hd_J> m(n ﬁ) -

7.

j=2 i=2 i=j+1
(n — 3)! H—.! D (dj—1) = (n—2).Hm.
i=1 "/ j=2 i=1 "
[
7. Kovetkezmény (Cayley). A {vi,v,...,v,} halmazon n"~? fa adhaté meg.

Azaz az n csicsi teljes grdaf (K, ) feszitdfdainak szama n™ 2.

Bizonyitas. A fokszamsorozataik szerint csoportositva a megszamolando6 fakat a
szamukra a kovetkezs Osszefliggés adodik

> (”_2)!1_[@: > .. d " (2)
di,da,...,dn €N i=1 dy +dy +-+dny =n—2 i=1"1
di+da++dp=2(n—1)

ahol d; = d; — 1.
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Vegyiik észre, hogy a (2) egyenldség jobb oldala a multinomialis tétel specialis
esete, igy

(n—2)!
D T

dy +dy +ofdy =n—2 * =1

- _(n—2)!
Z 1d11d2~--1dn%=(1+1+---+1)”‘2=n”—2.

d] +dy +-+dy =n—2 =17

*

Iranyitott graf alatt olyan (V) E, K, B) rendszereket értiink, ahol V' és E disz-
junkt halmazok, K, B C E x V illeszkedési relacidk, ahol minden e élre egyet-
len v cstucs K-illeszkedik (az e él kezdSpontja), és egyetlen u cstucs B-illeszkedik
(ez e él végpontja). A (V) E, K, B) iranyitott graftbol az irdnyitas elhagyasdaval a
(V, E, KU B) grafot kapjuk. Egy iranyitatlan grafnak irdnyitdsa egy iranyitott graf,
ha abbdl az iranyitas elhagyéasaval az eredeti grafot kapjuk vissza. (Ez nem egyér-
telmii. BEgy G grafnak 2171 darab iranyitasa van, ahol £ a nem hurokélek halmaza.)

Definicié. Legyen G hurokélmentes, iranyitatlan graf. A G graf pont-él illeszkedési
matrixan a kovetkezd, |V| x |E|-s matrixot értjitkk: Ag = (a;5), ahol

~_J 1, haw; illeszkedik az e; élre,
% =10, Kkiilsnben.

Hasonléan, ha G irdnyitott, akkor Az = (ay;), ahol

1,  hae; befut a v; cstcsba,
a;j = ¢ —1, ha e; kifut a v; csticsbol,
0, kiilonben.

Vegyiik észre, hogy barmely oszlopban pontosan két darab nemnulla elem van, és
iranyftott graf esetében ezek egyike 1, a masik —1. Ebbdl adodik, hogy Az sorainak
osszege W

Definicié. Adott egy G (iranyitott vagy iranyitatlan) graf, rogzitsiik valamely r €
V(G) csucséat. Ekkor a (G, r) part gyokeres grafnak nevezziik.

Jelblés. Legyen (G,r) egy gyokeres graf. [l legyen G egy tetszGleges irdnyitasa.
Legyen F' egy tetszdleges élhalmaz. Ekkor Ag[F | jeloli azt a méatrixot, amit 6
pont-él-illeszkedési matrixabol (Az-bdl) kapunk az r cstics soranak eltorlésével és
az F-beli éleknek megfeleld oszlopok kiemelésével kapunk (azaz E(G) — F' éleinek
megfelel§ oszlopokat is elhagyjuk r sora mellett).

A fenti definiciok mogott fizikai motivacio is all. Egy armakorhoz tartozik egy
graf. Ha az egyes huzalszakaszokon/éleken foly6 aramerdsséget vizsgaljuk. A folyo
aramnak iranya is van. Ehhez hasznos venniink az alap G graf egy iranyitasat (a
lerégzitett iranyban aramlo aram eréssége pozitiv, mig az ellenkezé irdnya aram
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negativ erdsségii lesz). Kirchoff csomoponti torvénye azt mondja, hogy grafunk
minden csicsaban a bevezetd éleken az dramerdsségek Osszege ugyanaz mint a kive-
zetd éleken (a két Osszeg kiilonbsége 0). Ezeket az egyeneleteket felirva egy linearis
egyenletrendszert kapunk, amely matrixa Az. A matrix sorainak ossze 0. Azaz a
rendszer egyenletei nem fiiggetlenek. Egy r cstcsra felesleges felirnunk, ha a tobbire
mar tudjuk. Az igy redukalt egyenletrendszer matrixa Ag.
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