Diszkrét Matematika-Grafelmélet MSc hallgaték szamara

7. Klikkek és fliggetlen ponthalmazok

Eléado: Hajnal Péter 2011-12. Gszi félév

1. Alapfogalmak

Definicié. Egy G graf esetén az F' C V(G) halmazt figgetlen halmaznak nevezziik,
ha barmely e € F(G) esetén e-nek nincs mindkét végpontja F-ben.

Nyilvanval6, hogy minél tobb elemt fiiggetlen halmazt keresiink, annal nehezebb
dolgunk van. Ez alapjén a kovetkez6 optimalizélasi feladatot fogalmazhatjuk meg:

Definicié. Legyen a(G) az a maximalis k szam, amelyre G-ben van k elemi fiigget-
len ponthalmaz.

Ezen fejezet {6 célja az a(G) fiiggvénnyel kapcesolatban felmeriils kérdések vizs-
galata.
Bevezetiink, illetve emlékeztetdiil felidéziink néhany kozeli grafparamétert.

Definicié. A G gratban L C V(G) egy lefogé halmaz, ha tetszoleges e € E(G) élnek
van L-beli végpontja.

Definicié. 7(G) = min{|L| : L lefogé halmaz}.
Definicié. A G graftban K C V(G) egy klikk, ha tetszsleges két kiilonbozd eleme

szomszédos.
Definicié.
w(G) = max{|K|: K klikk}
Eszrevétel. Legyen G egy graf, H azon pontok halmaza, amelyekre tamaszkodik

hurokél és GY a G graf egyszertisitettje (hurokéleket elhagyjuk, parhuzamos élsere-
gekbdl egyet-egyet hagyunk). Ekkor

W(G) =w(@),  a(G)=a(G—H), 7(G)=r1(G"— H)+|H|.

Az észrevétel lényege, hogy a fenti grafparaméterek vizsgalatanal feltehets, hogy
grafunk egyszert.

Eszrevétel. (i) Legyen G egy graf, és Gy, Go, ..., Gy a komponensei. Ekkor

k k

aG) =) a(G), 7(G)=> 7(Gy),

i=1 i=1
w(G) = max{w(G;) : i=1,2,...,k}.

(ii) Legyenek By, Bs, ..., B, a G graf blokkjai (kétszeresen 6sszefiiggs komponen-
sei). Ekkor
w(G) =max{w(B;): i=1,2,...,1}.
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A fenti észrevétel alapjan a legtobb «, 7, illetve w-ra vonatkozo kérdés esetén
feltehets, hogy a vizsgalt graf egy Osszefiiggs egyszert graf.

Eszrevétel. Legyen G egy egyszert graf.
(i) F C V(G) akkor és csak akkor fiiggetlen, ha F = V(G) — F lefogo.

(ii) F C V(G) akkor és csak akkor fiiggetlen G-ben, ha F' C V(Q) klikk G-ben, G
komplementerében.

(iii) L C V(G) akkor és csak akkor lefogé halmaz G-ben, ha L = V/(G) — L klikk
G-ben, G komplementerében.

1. Kévetkezmeény. (i) |V(G)| = 7(G) + a(G), azaz a(G) = |V| — 7(G).

(1i) Egyszerd grdf esetén a(G) = w(G).
(iii) Egyszert grdf esetén 7(G) = |V| — w(Q).

A fenti észrevétel azt mutatja, hogy a legtobb esetben az «, 7 és w fliggvényekre
vonatkozo feladatok ekvivalensek.

2. Nagy fiiggetlen ponthalmaz keresése

2. Algoritmus. Input: Egy G egyszerid graf, Output: egy F fiiggetlen
halmaz.
Inicializalas:
Legyen F :=10).
// F egy fiiggetlen ponthalmaz, amelyet az algoritmus soran mohd
// médon ndveliink.
T:=V(G).
// T a tdléld csicsok halmaza, amely vizsgdlata ezek utén
// kovetkezik.
Amig T # () Moho ndvelés:
Valasszunk ki egy tetsz8leges x csiicsot T-bol.
// x-szel noveljik F-et
F — FU{x}
T — T — ({2} U Np(a)
// A bevalasztott x-szel egyiitt 7T-beli Np(z) szomszédait is kivesziik
// a tuléld cstcsok halmazabdl.

3. Lemma. A mohd fiiggetlen halmazt keresd algoritmus outputjinak mérete la-
galdbb
V(G)I
D(G)+1
Bizonyitas. Minden moho novelési lépésben T' legfeljebb D(G) + 1 csticesal csok-
ken. Az output mérete megegyezik a novelési 1épések szaméaval, amelyek sordan T a

kezdeti |V (G)]| elemszamrol 0-ra csokken. Azaz a novelési lépések szama legalabb

(V(GI/(D(G) + 1). u
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Megjegyzés. A bizonyitas alapgondolata egyszerti, érdemes 6sszefoglalni, Azt mond-
hatjuk, hogy minden novelési 1épésnél T-bol | leharapunk" egy darabot. A lehara-
pott rész elemszamat feliilrsl becsiiltiik. Az algoritmus soran egész T-t ,megettiik",
igy a harapasok szamara egy alsé becslés adodott.

A fenti algoritmusban semmit sem mondtunk a valasztott x-r6l. Egy természetes
heurisztikaval algoritmusunk javithaté. Célunk minél tébb harapas szam elérése. Igy
x-re egy logikus valasztas az a cstcs T-bdl, amely a legkisebb harapéashoz vezet, azaz
amelynek legkevesebb szomszédja van T-ban. (Egyszert grafok esetén egy minimalis
foku cstcsot valasztunk G|p-bol.)

4. Algoritmus. Inializalas:
Legyen F :=10).
// F egy fiiggetlen ponthalmaz, amelyet az algoritmus soran mohd
// mdédon nodveliink.
T:=V(G).
// T a tdléld csicsok halmaza, amely vizsgdlata ezek utén
// kovetkezik.
Amig T # () Moho novelés:
Valasszunk ki egy olyan x csicsot 7-b&l, amelynek minimdlis
szami szomszédja van G|r-ben.
F — FU{x}
// x-szel ndveljik F-et
T — T — ({r} U Ne(2))
// A bevalasztott z-szel egylitt szomszédait is kiveszik a
// talélé cstcsok halmazabol.

A kis modosités jelentSs javitashoz vezet.

5. Tétel. A mddositott mohd fiiggetlen halmazt keresd algoritmus outputjanak mé-
rete legaldbb

V(@)
d(G)+1’
ahol d(G) az dtlagos fokszdm, azaz d(G) = W = %

Bizonyitas. Legyen G egy tetszéleges egyszerti graf és futassuk a modositott moho
algoritmust rajta.

Legyen H; az i-edik novelési 1épésnél T-bol elhagyott csticsok halmaza (az i-edik
harapas). z; legyen az i-edik novelési lépésnél kivalasztott cstucs. Ekkor z; € H;.
Nyilvan V(G) = H{UH,U...UH,, ahol £ a novelési 1épések szama, azaz az output
mérete. Legyen €& = E(Hy, Ho, ..., Hy) az az egyszerd graf, ahol két pont akor és
csak akkor szomszédos, ha ugyanahhoz az H;-hez tartzonak.

A bizonyitas ,lelke" a kovetkezd észrevétel: minden = csucsra dg(z) > de(x),
specidlisan |E(G)| > |E(E(Hy, ..., Hy))|. Valoban: Egy x € H; cstucsban 6sszefuto
éleket két csoportba sorolhatunk: H; U Hy U ... U H;_q-be, illetve H; U ... U Hy-
be vezets élek. Ezek szama legyen d™2(z), illetve d®%*(z). Tudva, hogy x € H;
dbitra () = 0, illetve

Ao () = || = 1 = 4o () 2 do(e),
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Természetesen £ az algoritmusunk G-n torténd futasa alatt alakul ki, specialisan
fiige G-t61. Tetszbleges G-t feltételezve E-r6l csak egy struktiralis ismeretiink van:
¢ komponense van, mindegyik teljes. Ezen ismeret alapjan csak G pontszama és ¢
fiiggvényében adhatunk egy alsé becslést az élszamara.

Legyen h; = |H;|. Ekkor

B =Y (%)

=1

ahol az ¢ darab h; dsszege [V|. A Jensen-egyenlStlenség alapjén ((5) = z(z —1)/2
konvex fliggvény) ez akkor lesz minimalis, ha mindegyik h; atlagos nagysagu. Azaz

B(E)| > K(IVQI/E)_

Igy
per=e(")"),

ahol ¢ az algoritmusunk &ltal kiszamolt fiiggetlen halmaz mérete. A bizonyitando
egyenlGtlenség egyszerd rendezéssel kaphato. [

A tétel bizonyitasdban szerepls otletek egy kicsit hatékonyabban is alkalmaz-
hatok. A Jensen-egyenlGtlenség éles, de optimalitasat olyan h; értékek adjak, amik
nem sziikségszertien természetes szamok. Igy élessége nem sziikségszerd esetiinkben.

Tegyiik fel, hogy algoritmusunk nem valaszt ki ¢ + 1 cstucsot (az f-edik vagy
korabbi cstics kivalasztasa utan kimeriti a grafot). Ekor is definidlhato Hy, ..., H,
csupan elképzelhetd, hogy a halmazsorozat néhany utolso eleme iires, 0 elemd. A
bizonyitasban mghataroztunk egy alsé becslést az élszamara. Ugyesebben dolgozva
a pontos minimum is adédik. Jeldljiik ezt minimumot g, ¢-el.

Az 4j észrevetéiink: Ha G élszama kisebb mint p, », akkor algoritmusunk garan-
taltan legalabb ¢ + 1 pontot kivalaszt.

Definicié. Egy halmaz k osztalyra torténd osztalyozéasara azt mondjuk, hogy osz-
talyai majdnem ugyanakkorak vagy az osztalyozéas kiegyensilyozott, ha a kdvetkezd
ekvivalens allitasok egyike/mindegyike teljesiil

(i) Minden O osztalyra [O] € {|2],[2]}.
(ii) Barmely két, O és O, osztalyra ||O| — |O'|| < 1.
(ili) n—Fk | %] darab [2] méretd és k— (n — k |%|) darab %] méret osztaly van.

Definicié. T, (n pontt, k részes) Turan-graf csicshalmaza V', amelyre |V| = n és

a csucshalmazt k diszjunkt osztaly adja ki: V = O U...U Oy, ahol az osztéalyok
,majdnem" ugyanakkorak.

A Turan-graf (amely egyszerti graf) éleit a kovetkezében irjuk le: x és y akkor
és csak akkor szomszédosak, ha kiilonb6z6 osztalyokba esnek.

6. Lemma. B
fine = |E(Th0)l-
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Bizonyitas. (Vazlat) Tegyiik fel, hogy egy £ graf koponenseinek cstcs-osztalyozasa
nem kiegyenesulyozott. Ekkor talalhato két osztaly, amelyek méretének kiilonbsége
legaldbb ketts. Valtoztassuk meg £-t: A fenti két osztaly koziil a kisebbet noveljiik
meg egy csticesal a nagyobb osztalybol. A tobbi osztalyt hagyjuk meg. Igy egy
modositott € grathoz jutunk. Egyszerd ellenérizni, hogy a modositas csokkenti az
élszamot. [ |

Eszrevételiink atfogalmazésa ezekutan:

7. Tétel. Ha az n ponti G grifra |E(G)| < |E(T,y)|, akkor a mddositott moho
algoritmus legaldbb ¢ + 1 pontot kivdlaszt. Specidlisan a(G) > €+ 1.

Azaz

8. Teétel. Ha azn ponti G grifra o(G) < k, akkor |E(G)| > |E(Thx-1)|-

Komplementérisan fogalmazva:

e

9. Tétel (Turan Pal). Ha G n ponti egyszerid graf és nem tartalmaz k elemd
klikket, akkor
|E(G)] < [E(Tpp-1)l-

Tletve

10. Tétel (Turan Pal). Legyen G n ponti eqyszerd grdf. Ha
[E(G)| > |E(Th k1)l
akkor tartalmaz k elem klikket.

Eszrevétel. A Turan-tétel éles: T, Turan-graf nem tartalmaz k + 1 elemi klikket
(ami olyan csicshalmaz, amelynek barmely két eleme Osszekotott). Valoban, ha egy
ponthalmaz mérete eggyel nagyobb, mint az osztalyok szama, akkor a skatulya-elv
miatt sziikséges, hogy egy osztalybol egynél tobb elemet vegyiink ki. A Turan-
graf definicidja viszont azt mondja, hogy ez a két elem nem Osszekotott, a kivett
csticshalmaz nem lehet klikk.

A k + 1 elemt klikk hidnya egy kissé altalanosabb észrevételbdl is adodik.

Eszrevétel. T, r Osszes részgrafja k szinezhetd (a grafot ugy definialtuk, hogy a k
darab osztaly felfoghato k szinosztalynak). Azaz T, ; nem tartalmaz R részgrafot,
ha x(R) > k + 1 (azaz R nem k szinezhetd).

3. Extremalis grafelmélet

A Turan-tétel egy specidlis esete, amikor grafunkban nincs 4 pontu klikk. Ekkor a
tétel azt mondja ki, hogy nem lehet |E(T), 3)|-nal tobb éliink. A feltételiinket tgy is
megfogalmazhatjuk, hogy grafunk nem tartalmazza a tetraéder grafjat részgrafként
(minden testnek van egy egyszert grafja, ahol a test csicsai a graf csucsai, élei pedig
a graf éleinek felelnek meg). Turén tétele bizonyitasa utan a kovetkezs kérdést tette
fel:

Mi van mas szabalyos testekkel? Példaul hany éle lehet egy grafnak, ha nincs
benne oktaéder, vagy ha nincs benne kocka, vagy ha nincs benne dodekaéder?
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Definicié.
ext(n;T) = max{|E(G)| : G n pontu, egyszerd graf, T'Z G}.

T-re ugy hivatkozunk, hogy tiltott részgraf. n a cstcsméret. A tovabbiakhoz
hasznos, ha bevezetjiik a kdvetkezs jelolést: Az n pontu egyszerd grafok osztalyat
jelolje G,,. Tehat G € G, jelentése G egy n pontu egyszerd graf.

Ujbol atfogalmazzuk Turan tételét: ext(n; Ky) = |E(Thr_1)|-

Az ext(n;T) fiiggvény vizsgalataval kapcsolatos problémékat Turan-tipusa kér-
déseknek nevezzik. Ez az extremaélis grafelmélet elsé kérdéskore. Az extremalis
grafelméletben bizonyos feltételeknek eleget tevd grafok kozt nézziik meg, hogy bi-
zonyos grafparaméter milyen hatarok kozott valtozik. Azaz a paraméter milyen
extremalis értékeket vehet fel.

Megjegyezziik, hogy Turan P&l kérdése a kocka grafjara mind a mai napig meg-
oldatlan kérdés.

4. Extremalis grafelméleti eredmények

A tovabbiakban feltessziik, hogy a T tiltott grafban nincsenek izolalt cstucsok: Az
izolalt csucsok hozzdadéasa/elvétele csak ott jatszik szerepet, ahol T' mérete megha-
ladja n-et.

Eszrevétel. Legyen I a két pontot és egyetlen élt tartalmazo graf. Ekkor ext(n; ) =
0.

Ha egy élt tiltunk, akkor nyilvan a maximalis élszam nulla lesz.

Eszrevétel. Legyen A a harom pontot és két élt tartalmazo graf. Ekkor ext(n; A) =

[n/2].

Ha két 6sszefuto élt tiltunk, akkor minden cstics foka 0 vagy 1. Azaz a fokok
osszege legfeljebb n. Az élszam legfeljebb n/2. Mivel az élszam mindig egy termé-
szetes szam, ezért felsd becslésiink igazabol L%J

A maésik iranya egyenlGtlenség bizonyitasahoz konstrualnunk kell egy A részgrafot
nem tartalmazé grafot: Ez egy teljes parositas n vagy n—1 csticson (ha n paritasatol

fiiggden). Ennek élszama | %].

Eszrevétel. Legyen M, a négy pontot és két nem sszefuté élt tartalmazo graf (azaz
egy két éld parositas). Ekkor ext(n; Ms) =n — 1, han > 4.

Ennek ellenérzése az érdeklédé hallgatok szaméra egy egyszerd feladat.

11. Kovetkezmény. Ha T olyan, hogy |E(T)| > 2, akkor elég nagy n esetén
ext(n;T) > | %].

A tovabbiakban legalabb két éld tiltott részgrafokkal foglalkozunk. A kérmentes
tiltott grafok esete egyszert.

12. Tétel. Legyen T erdd (azaz kérmentes graf; azaz olyan grdf, amely a kompo-
nensei fdak). Legyen T-nek legaldbb két éle. Ekkor ar-n < ext(n;T) < fBr - n, ahol
ar, Br > 0. Azaz ext(n; T) nagysdgrendje linedris.
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A tételben szerepld alsé becslés mar ismert, hiszen tiltott részgrafunknak leg-
alabb két éle van. Miel6tt a tétel nehezebb részét igazolnank felidéziink két fogalmat
és belatunk egy lemmat.

Jeldlés. Legyen H egy graf. Ekkor d(H) a H graf atlagos foka, 6(H) a H graf
minimalis foka.

|
Nl

13. Lemma. G € G, esetén létezik olyan R részgrif (R C G ), amelyre 6(R) >
teljestil.

Megjegyzés. Nyilvan a feszitett részgrafok kozt kell keresgélniink.
Bizonyitas. Egy algoritmus leirasaval kezdjiik a bizonyitast.

14. Algoritmus. Input: G egyszeri graf. Output: R feszitett részgrdf, amely minden

foka legaldbb d /2.

A=(G

// A az aktuadlis graf, kezdetben G.

Amig taldlunk x € V(A)-t,agy, hogy da(x) <
A—A—1x.

// Ha egy cstucs foka tdl kicsi, akkor nem lehet az outputban.

NIl

A lemma ekvivalens azzal, hogy az algoritmus nem ,tiriti ki" G-t. Indirekten
érveliink. Tegytk fel, hogy a fenti algoritmus az Osszes cstucsot eltorli. Ekkor az
algoritmus ad egy kitiritési sorrendet V(G)re, jeloljik ezt m-vel: 7 : vy,...,v,, azaz
v; az i-ediknek elhagyott csics (n = |V (G)|).

Tudjuk: vi-nek kevesebb mint g szomszédja volt a G gratban. Utana a vo-nek a

vy elhagyésa utan kevesebb mint g szomszédja volt. Bevezetlink ehhez egy jelolést:
dy¥(v) a v csics nagyobb indexid szomszédainak szama. Altaldban igaz, hogy

dhatra(y) < %, azaz a kiiiritési sorrendre vonatkozolag minden csics ,héatrafoka"

kevesebb mint %l.
Eszrevétel: >~ dMa(y) = |E|, azaz a hatrafokok 6sszege pontosan kiadja az

élszdmot. Kz az Osszeg a kiliritési sorozat esetén hatérozottan kisebb, mint n%.

Viszont az élek szdma pontosan ng. Ez ellentmondas, ami a lemmat bizonyitja. W
Ezek utdn mar egyszeri a bizonyitas vége.

Bizonyitas. (A tételé.) Tovabbra is azt akarjuk bebizonyitani, hogy az extremaélis
érték < fBrn. Pontosan megadjuk (r-t: Legyen T egy tetszdleges erds. Legyen G €
Gn, amelyre |E(G)| > |V(T')|n (azaz G-ben az atlag fok: % > w =2|V(T))).
Ekkor G biztos tartalmaz T-vel izomorf részgrafot. A lemma alapjan G-ben van
olyan R részgraf, amelyre 0(R) > |V(T)|. T példanyat méar R-ben megtalaljuk.

Valoban.T-t épitsiik fel egy tires grafbol aghajtasok alkalmazasaval. Ez konnyen
megtehets: annyi ponttal indulunk ahédny komponense van T-nek, mondjuk c. Tj
legyen a ¢ pontu iires graf. Mindegyik komponens egy fa, ami egyetlen csticsbol
aghajtasokkal felépithetd. A komponensek egyenkénti felépitésével egy {E}EE)T)'
grafsorozatot kapunk, amelyben Tj-nek i éle van, tovabba Tjg(ry = 1. Indukcioval
igazoljuk, hogy mindegyik 7; megtaldlhato R-ben.
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G

Ha T;-t megtaléltuk, akkor moh6 modon ezt a részgrafot terjesztjik ki egy T 1-
gyel izomorf részgraffa. Legyen x az a csiics, amibdl induld dghajtas adja T;, -
et. x minden olyan szomszédja, ami nem reprezental eddigi csticsot (és az ehhez
vezetS él) megteszi az indukcios 1épést. Ilyen szomszéd viszont kénnyen talalhato,
hiszen legalabb |V (T')| szomszéd van, mig 7T; cstcsait kevesebb mint |V(T')| cstcs
reprezentalja. [ |

A faknéal joval bonyolultabb grafokra is tudunk valamit.
Eszrevétel. Ha T olyan, hogy x(T) = k akkor ext(n; T) > |E(Thi_1)|-
A fenti észrevételnél joval mélyebb az alabbi tétel.

15. Tétel (Erd6s—Stone, ErdGs—Simonovits). Ha T olyan, hogy x(T) = k,
akkor ext(n; T) = |E(T,x-1)| + o(n?).

Ugyanez a tétel részletesebben:

16. Tétel (Erdés—Stone, Erd6s—Simonovits). (i) Legyen T olyan, hogy x(T) =
k>3 (azaz k —1 — a T-hez tartozé Turdn-grdf osztalyszama — legaldbb 2).
Ekkor ext(n;T) = |E(Th 1) + 0o(n?) (azaz a o(n?) tag egy maradéktag).

(ii) Legyen T olyan, hogy x(T) = 2. Ekkor ext(n;T) = o(n?) (a kordbbi maradék-
tag fotaggd valt).

A fentiek alapjan azonositani tudjuk az érdekes eseteket: Ha T paros, kort tar-
talmaz, akkor a fentiek nem sokat mondanak. Minden méas esetben ext(n;T) nagy-
sagrendje kiolvashato az ismertetett eredményekbdl.

Az érdekes esetben nagyon kevés pontos eredmény ismert. Ha a tiltott részgraf
Cy, Cg, Cho vagy Koy, Ks, akkor ext(n; T') nagysagrendje ismert. Cs, Cia, Chy, .. .,
K4, Ky, ..., tovabba a kocka esete nem ismert.

Csak egy eredményt emeliink ki. Amihez elkésziiletek sziikségesek.

Legyen [F egy véges test. (Gondolhatunk F,-re, ahol p egy prim. Azaz [, a
{0,1,2,...,p — 1} halmaz a modulo p aritmetikéaval.)

A valos projektiv sik koordindta geometridja a valds szémokon alapul. Ahogy az
Fuklideszi sik koordindta geometridja is a valos szdmok aritmetikidjan alapulva egy
geometriai strukturat hoz létre. A konstrukciok véges tesetekre is végrehajthatok.
Igy kapjuk a PG(2,F) projektiv sikot (a 2-es a dimenziéra utal), amely koordinata
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geometridja az F testen alapul. (PG a projektiv geometria két szavanak kezd&be-
tiiibol ered.) Ebben a geometriai struktiraban a pontok, egyenesek szdma véges. A
véges projektiv geometridk alappéldéjat az alabbiakban frjuk le.

Definicié. F2 = {(a,b,c) : a,b,c € F}. Ezen a halmazon definidlunk egy relaciot:
(a,b,c) ~ (a',V, ) akkor és csak akkor, ha talalhato olyan nem-nulla A € F, hogy
(a,b,c) = A(d',V, ). Ez egy ekvivalenciarelacio. (0,0, 0) egy egyelemii ekvivalencia-
osztalyt alkot. Minden mas ekvivalenciaosztaly |F| — 1 elemii. Ezen ekvivalenciaosz-
talyok halmaza alkotja a geometriank P ponthalmazat. Azaz F>—{(0,0,0)}|~, ennek
elemeit [a, b, c|-vel, vagy (a : b : ¢)-vel szokas jelolni. Mi az els jelolést hasznaljuk.
Az egyenesek £ halmazat ugyanezen ekvivalenciaosztalyokkal azonositjiik. [a, b, c|*
az (a, b, c) vektor ekvivalenciaosztélydnak neve, ha egyenest reprezental. [a,b, c| és
[a', b, ]* akkor és csak akkor illeszkedik, ha a-a +b-b +c¢-c = 0.

Az igy kapott geometriai struktira minden illeszkedési tulajdonségot teljesit,
amit a valos projektiv sikon megszoktunk (példaul barmely két kiilonb6zs egyenes
pontosan egy pontban metszi egymast). Ezek ellendrzése az I feletti linearis algebra
ismerdsei szaméara egyszeri gyakorlatok.

Megjegyzés. A fentiekben egy algebrai struktirabol konstrualtunk egy geometriait,
amely szép geometrai tulajdonsiagokkal rendelkezik. A forditott logika is természe-
tes. Elvarjuk a szép geometriai tulajdonsagokat (axiomak) és keresiink ezt teljesitd
modelleket. Esetiinkben (az axiomak leirasat itt nem részletezziik) ezek a véges pro-
jektiv sikok. PG(2,F) csak egy modell (igazabol egy modell-sorozat) a sok lehet&ség
koziil.

A fentiek alapjan nyilvanvalo, hogy PG(2,F)-ben [P| = |&] = (|F|* — 1)/(|F| —
1) = |F?| + |F| + 1. Az is kénnyen szdmolhato, hogy minden egyenesre |F| + 1 pont
illeszkedik.

Konstrukcié (Sok élt tartalmazé graf Cy nélkiil). Legyen p egy primszam. De-
finialunk egy G, egyszertd grafot.

G, csucsait PG(2,F,) pontjai alkotjak. Két cstcs, [a,b,c| és [a, b, ¢] akkor és
csak akkor szomszédos ha a-a'+0b-0 4+ c¢-¢ = 0. (Azaz az egyik csics koordinatait
pontként, a masikét egyenesként olvasva illeszkedd part kapunk.)

Példa. A kivetkezs abréan a p = 2 és p = 3 esetbdl adodo két grafot lathatjuk.

Eszrevétel. (i) Gp-ben nincs négy hosszi kér. Valéban, ha ilyen lenne, akkor
felvatva pontnak, egyenesnek értelmezve a négy hosszi kor csicsait két olyan
egyenest kapnank, ami két kiilonb6zé pontban metszenék egymést. Ez pedig
nem lehetséges.
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(i) [V(Gp)| =p*+p+1=:n.

(iii) Az v = [a,b, | cstics szomszédai az v* = [a,b, c|* egyenesre illeszkedd v-t6l
kiilonb6z6 pontok. Azaz, ha a v pont nem illeszkedik v* egyenesre, akkor p+ 1
szomszédja van, kiilonben p szomszédja van. Azon v pontok, amelyek illesz-
kednek a v* egyenesre olyanok, hogy koordinatéik teljesitik az 22 +y? +22 =0
egyenletet (modulo p aritmetikdban dolgozunk!). Ez az egyenlet geometriailag
egy kupszeletet ir le. Ismert, hogy pontainak szama p + 1. Azaz p + 1 darab
cstics foka p és igy p? cstcs foka p + 1.

(iv) 2|E(G,)| = p*(p+1)+ (p+1)p = p*+2p* +p, azaz |E(G,)| = (p*+2p* +p)/2.

Az észrevételbdl az élek pontszamtol valo fiiggésének nagysigrendjét emeljiik ki:
|E| ~ in3/?. Ez az extremalis élszdm helyes nagységrendje.

17. Tétel.

(NI

ext(n,Cy) ~ =n2.

DN | —

5. Ramsey-paraméter, homogén halmazok
Definicié. Legyen Ramsey(G) = max{«a(G),w(G)}, a G graf Ramsey-paramétere.

A Ramsey-paraméter egy ekvivalens leirdsa: egy ponthalmazt homogénnek neve-
zink, ha fiiggetlen vagy klikk. A Ramsey-paraméter értéke a legnagyobb homogén
halmaz mérete.

Egy tovabbi nyelvezet: A graf éleit szinezziik zoldre, a nem szomszédos cstcsokat
is kossiik Ossze egy piros éllel. Igy a V' csticshalmazon definialt teljes graf éleinek
egy kétszinezésével azonositottuk G-t. Egy homogén csticshalmaz egy olyan halmaz,
amelyen beliil minden él egyforma szini, idegen szdval monokromatikus.

Az alabbi egyszerd algortimus egy nagy homogén halmazt hataroz meg G-ben.

18. Algoritmus (Ramsey-algoritmus). Input: egy G egyszerid graf, output:
egy H homogén halmaz
KF=0, T=V(Q)
// KF kivalasztott pontok egy halmaza
// T a taléld csicsok halmaza
Amig M # () Kivalasztasi lépés:
Legyen x € T tetszdleges eddig tuléld csics.
KF — KFU{zx}.
N=Nr(z)={seT:xs€ FE}
N=Ng(z)={se€T:as¢E}Y=T —{z} — Np(z)
// T —{z} = NUN
T« N és N koziil a nagyobb
// |N| =|N| esetén barmelyik betoltheti M szerepét
// T =N # () esetén azt mondjuk z; egy K-elem
// T =N+ esetén azt mondjuk z; egy F-elem
// T=N=N=0 esetén z; F-elem és K-elem is egyben
// Azaz egy ['-elem esetén sziikségszeriien minden kés&bb
// kivalasztott elem nem-szomszédja.
// Azaz egy K-elem esetén sziikségszerlien minden kés&bb
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// kivalasztott elem szomszédja.
Amig ciklus vége.
F={x € KF :z egy F-elem}
K={xe€ KF:x egy K-elem}
// FNK ={z}, ahol z az utolsdnak kivalasztott elem.
// F fliggetlen csicshalmaz, K klikk.
A H output K és F koziil a nagyobb.
// H homogén csicshalmaz.

Ha az algoritmus az F' halmazt szdmolja ki, akkor az egy filiggetlen halmaz:
két kivalasztott F-elem kozott nem mehet €1, hiszen a késéb kivalasztott elem az
el6bb kivalasztott elem szomszédaiak eldobéséat (F-elem esetén ez tortént) tulélte.
Hasonloan, ha K az output, akkor az egy klikk. Azaz az algoritmus egy homogén
halmazt szamol ki.

A kovetkezo lemma a kiszamolt halmaz méretét becsiili.

19. Lemma. Legyen G egy tetszdleges n ponti graf. Legyen k a Ramsey-algoritmus
dltal kivdlasztott csicsok szama. Legyen s az output homogén halmaz mérete. Ekkor

1
k > log, n, (> 3 log, n.
Bizonyitas. Nyilvan ¢ > k—;l Igy elég az els6 egyenlétlenséget igazolni.
Legyen T; az i-edik csics kivalasztasa el6tt a 7' halmaz, mig legyen T;,; a ki-
valasztas utan update-elt 7' halmaz. Konnyen lathato, ha |T;| > 2%, akkor |T;.q| >
25=1 Ebb6SL az allitas kiolvashato. [

20. Kovetkezmeény. Az el6zd lemma jeloléseit haszndlva, ha n = 4°, akkor k > 2e
ésl > e.

21. Kovetkezmény. Egy 4% ponti grafban mindig van k elemt homogén halmaz.

Definicié. Legyen R(k) az a minimalis cstcsszam, hogy minden ilyen csicsu grafban
legyen k elemi homogén halmaz.

A fenti allitasok alapjan R(k) jol definialt és R(k) < 4*. A fels6becslés egy expo-
nencialis fiiggvény, amely alapja 4, ezt mind a mai napig nem sikeriilt megjavitani.
Megemlitjiik a legjobb also becslést is (ami szintén exponencialis), a valoszintiség-
szamit’asi modszer egyik els¢ alkalmazasa Erdds Pal altal.

22. Tétel. i
V2 < R(k) < 4k,

Az R(k) szamokat Ramsey-szamoknak nevezziik. Az érdekes értékek k > 3
esetén vevédnek fel (K = 1,2 esetén minden egy-, illetve kételemii halmaz homogén,
azaz nyilvan R(1) = 1 és R(2) = 2). Csupan néhany Ramsey-szam ismert: R(3) =
6, R(4) = 18. R(5)-r6l annyi ismert, hogy 43 < R(5) < 49. A k = 10 esetén
ismereteink hianya még latvanyosabb. Jelen pillanatban csak azt tudjuk, hogy 798 <
R(10) < 23 556.

Erdgs Pal személyes véleménye, hogy R(5) kiszdmolasa esetleg mai ismereteink
alapjan talan megoldhat6. R(6) meghatarozasahoz azonban valami 4j 6tlet, elmélet
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sziikséges. Ezt a kovetkezd ,mesével" télalja. Ha az tirbdl egy idegen szupercivili-
zacid érkezne a Foldre és azt mondana, hogy az emberiséget akkor kiméli meg, ha
meghatéarozza R(5) értékét, akkor a politikusoknak és gazdasagi szakembereknek a
matematikusokat és szamitastudoménnyal foglalkozokat kellene tamogatunk, hogy
az Osszes szuperszamitogép erejét és tudasukat osszerakva megoldjak a problémét.
Amennyiben a lények R(6) meghatarozasahoz kotik az erdszak elkeriiléset, akkor
ugyanezt a tamogatast a katondknak és a fegyverkezéssel foglalkozoknak kellene
nyudjtaniuk.

6. A Ramsey-szamok kiterjesztései

A szinez’eses nyelvet hasznalva: Legyen f : F(K,) — {piros, kék} az n pontu teljes
graf éleinek tetszdleges 2-szinezése. Egy S C V(K,,) halmazt monokromatikus piros
halmaznak neveziink, ha tetszéleges x # y € S esetén f(xy) = piros. Hasonloan
értelmezhetd a monokromatikus kék halmaz fogalma. Egy halmaz monokromatikus,
ha monokromatikus kék vagy monokromatikus piros halmaz.

23. Tétel (Ramsey-tétel, 1930). Ramsey-tétele azt mondja ki, ha k-hoz képest n
elég nagy, akkor K, éleit barhogyan szinezziik piros-kékkel, lesz monokromatikus k
elem csucshalmaz.

Az a hatéar, ahonnan kezdve ,n elég nagy" az R(k) Ramsey szam.

A fenti allitast 2-szinezésre mondtuk ki, de kimondhato és egyszerten bizonyit-
hato c-szinezésre is. Ennek megfelel6en 1j Ramsey-szamokat vezethetiink be: R.(k),
ha c elemt a palettaval dolgozunk.

Az alap Ramsey-tétel egy teljes graf éleit, a csticsok kételemii részhalmazait
szinezte. Ez kitejeszthetd r-elemd részek szinezésere. Persze ekkor egy monokro-
matikus halmaztol azt koveteljiik meg, hogy minden k-elemi része azonos szini
legyen. A megfelels tétel most is igaz (azaz elég nagy halmaz esetén szikségszerd
a k elemd homogén halmaz jelenléte). Ennek megfelelsen bevezethetsk a R™ (k)
Ramsey-szamok.

A két tovabblépés Osszegezhets. Vizsgalhatjuk az r-elemt részhalmazok c-szinezését.
Elég nagy alaphalmaz esetén ekkor is garantélt a k-elem monokromatikus halmaz
megléte. A megfelel6 Ramsey-szamok jelolése R((f)(k).

A részletek kidolgozasat az érdekl6ds hallgato elvégezheti.

7. Erd6s—Turan-algoritmus

Erdés Pal és Turan Pal egy kissé modositotta Ramsey algoritmusat. Ezzel javitot-
tak a Ramsey-szamok fenti becslését. Algoritmusuk képes barmilyen R csticshalmaz
esetén parhuzamosan kiszamolni egy F'(R) fiiggetlen ponthalmazt és egy K (R) klik-
ket. G-n futva az algoritmus F'(V(G)) fuggetlen halmazt és K(V(G)) klikket szamol
ki. Szemben a korabbi algoritmusokkal ez nem ,dobalja el" a cstcsokat.

24. Algoritmus (Erdés—Turan-algoritmus). Input: eqy G egyszert grdf, output:
eqy F(V) figgetlen halmaz és eqy K(V') klikk.

Ha |V| <2, akkor a két halmazunk legyen V és egy egyeleml része.
Kilonben = egy tetszdleges csucs.
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N={yeV(G)—{z}:2y € E}

N={yeV(G)—{a}:ay ¢ E}

// NUN =V (G) — {z}

Hivjuk meg rekurziven az algoritmust G|y és G|y grafokra

// F(N), illetve K(N) a G|y-ben taladlt fiiggetlen halmaz és klikk
// F(N), illetve K(N) a G|y-ben taldlt fiiggetlen halmaz é&s klikk
F(V(G)) legyen F(N) és {z}UF(N) kéziil a nagyobb.
)

K(V(Q)) legyen {2} UK(N) és K(N) koziil a nagyobb.

Az algoritmus analizisét a kévetkez§ tétel adja.

25. Tétel. Ha |V| > (kﬁzz) = (kﬁf), akkor az algoritmus eqy legaldbb k elemd

fiiggetlen halmazt vagy egy legaldbb € elemi klikket taldl.

Bizonyitas. Ha k vagy ( értéke legfeljebb 2, akkor az allit’as nyilvanval6. k + f-re
vonatkoz6 indukciot alkalmaunk. Feltessziik, hogy k,¢ > 3. Tudjuk, hogy |[V| >

(kaIQ> és [N|+ |N| = |V] — 1. Ekkor

o (L [ ) ]
Igy

— (k—1),—2 k+(—1)—2
N| > —1 N| > — L
> (6 ey I Fo
Ha |[N| > ((k(;i)f)rff), akkor a rekurziv hivas utdn (az indukcios feltévés alapjan)
F(N) legalabb k — 1 elemd vagy K (N) legalabb ¢ elemt. Igy F(V(G)) legalabb
k elemd, hiszen F(N)U {z} is szerepel az Gsszevetésben, amellyel meghatéaroztuk.
Hasonléan K(V(G)) legalabb ¢ elemd.
Az |N| > (k+(£j)_2) eset hasonldan targyalhato. Ez befejezi az allitasunk in-
doklasat. |

A fenti bizonyitéstechnika utan természetes a kévetkezs aszimmetrikus Ramsey-
szamok bevezetése.

Definicié. Legyen R(k,() az a minimalis |V] érték, amely esetén biztosak lehetiink
abban, hogy tetszdleges egyszert graf V-n tartalmaz k elemii fiiggetlen halmazt vagy
¢ elemt klikket.

A bizonyitas lényegét a kovetkezd lemma foglalja Ossze.

26. Lemma.
R(k,0) < R(k—1,0)+ R(k,(—1).

Ahogy az Erdgs—Turan bizonyitasban tettiik mas Ramsey-szamoknal is meg-
bonthatjuk a szinek szimmetriajat és ennek megfelelGen altalanositott aszimmetrikus

Ramsey-szamokat vezethetiink be: R.(ki, ks, ..., k.), R (k,?), RgT)(kl, ko, ... ke).
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8. Ramsey-elmélet

A grafelméleti Ramsey-tétel a kovetkezs filozofiat tamasztja ala: nincs teljes rende-
zetlenség. Barhogy huzunk is be éleket n cstcs kozé mindig lesz O(logn) nagysagu
fiiggetlen halmaz vagy klikk, azaz egy rendkiviil rendezett rész. Ez akkor is igaz, ha
célunk a teljes kaosz kialakitasa. Bizonyos lokélis rend elkertilhetetlen.

A fenti filozéfia a matematika tobb tételében megjelenik. A megfelels tételek
Ramsey-tipusi tételek. A sok Osszefiiggés miatt egy elmélet alakult ki a filozofia
koré. Ebbe a matematika legkiilonb6z6bb agai adnak részeredményeket.

9. Geometriai Ramsey-tételek

Legyen adva egy n elemi P ponthalmaz a sikon tgy, hogy pontjaink koziil semelyik
harom sem esik egy egyenesre (P pontjai altalanos helyzetiiek). P elemei koziil
szeretnénk kivélasztani k-t gy, hogy ezek egy konvex sokszog csicsait alkossak. A
kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy ha |P| elég nagy, akkor ez garantéltan lehetséges.

27. Tétel (Erdé6s Pal és Szekeres Gyorgy tétele). Ha P R (5, k) darab dltaldnos
helyzetd pont halmaza, akkor kozilik ki lehet valasztani k pontot ugy, hogy ezek eqy
konvex sokszdog csucsait alkossdk.

Bizonyitas. A bizonyitas a kovetkezs egyszerti geometriai lemman mulik. A lem-
méat nem bizonyitjuk. Az érdekl6ds hallgato kozépiskolai ismeretei alapjan konnyen
belathatja.

28. Lemma. (i) Ha adott a sikon 6t dltaldnos helyzettd pont, akkor kivdlaszthato
kézilik négy gy, hogy ezek konvex négyszoget hatdrozzanak meg.

(11) Ha adott a sikon k dltaldnos helyzetid pont gy, hogy kézilik tetszdleges négy
konvex négyszoget hatdroz meq, akkor a k pont konvex helyzetben van.

Ezek utdn a P ponthalmaz négyeseit szinezziik ki két szinnel gy, hogy egy
négyes akkor és csak akkor kapjon piros szint, ha a benne szereplé pontnégyes nem
egy konvex négyszog csucshalmaza.

A lemma éppen azt mondja ki, hogy a ponthalmaznak ekkor nincs piros homogén
otelemi részhalmaza. |P| valasztasa miatt ekkor van P-ben egy k elemi kék rész.

Err6l Lemma (ii) azt allitja, hogy egy konvex k-szog cstcshalmaza.
[ |

Megjegyzés. A tétel Klein Eszter egy kérdését valaszolta meg. A bizonyitasban sze-
repld elemi geometriai megallapitast Klein Eszter vette észre, aki ezek utan feltette a
kérdést: Igaz-e, hogy elég nagy ponthalmaz esetén garantaltan taldlhatunk egy kon-
vex k-szoget alkotoé csiicshalmazt a ponthalmazunkban? A problémét ,\Happy end"
probléménak nevezte el Erdds Pal, mert talan a kérdésfelvetés is szerepet jatszott
abban, hogy késébb Szekeres Gyorgy és Klein Eszter hadzassagot kotott.

A tétel utan definialhato a ESz(n) figgvény: ESz(n) az a minimalis szam,
amilyen szamossaga altalanos helyzet ponthalmaz esetén garantaljuk egy konvex
n-szog csicsainak halmazat a ponthalmazunkban. A kovetkezd becslés Erdss Paltol
és Szekeres Gyorgytdl szarmazik:

22 41 < ESz(k) < (2;_—12).
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Sejtés. (Szekeres Gyorgy) Igaz-e, hogy tetszdleges k esetén ESz(k) = 252 417

A fenti sejtést/egyenlséget csak k < 5 esetén igazoltak.

10. Aritmetikai Ramsey tételek

A kovetkezdkben olyan problémékkal foglalkozunk, ahol adott egy szamhalmaz,
melynek elemeit kiszineztiikk. Majd vesziink egy egyenletet/egyenletrendszert, és
azt vizsgaljuk, hogy megoldhato-e tgy, hogy a megoldas monokromatikus halmaz
legyen.

Az elsG ilyen tételiink az alabbiakban egy lemma lesz. Ehhez a Fermat-sejtés
vizsgalata vezetett el. Eszerint az 2" 4+ y" = 2" Diophantikus egyenletnek nincs
nem trividlis megoldasa 2-nél nagyobb egész n esetén. (Ezt a sejtést Wiles 1994-ben
bizonyitotta.)

Megallapodas. Kovetkezokben az alatt, hogy egy allitas elég nagy s szamra teljestil,
azt értjiik, hogy

Van olyan s( kiiszobszam , hogy minden s > sg esetén az allités igaz.

A nyelvezetet értelemszertien hasznéljuk primekre, illetve hasznalhatnank négyzet-
szamokra, vagy N egy tetszGleges végtelen részhalmazabol vett értékekre.

29. Tétel (Schur-tétel). Legyen adott n € N*. Elég nagy p primre az
"4yt =, 2"

egyenletnek létezik nem trividlis megolddsa, ahol x =, y jelentése: x =y mod p,
tovabbd egy x,y, z megoldds akkor nem-trividlis, ha x,y,z #, 0.

Természetesen a p-re vonatkozé kiiszobszam fligg n-t6l. Miel6tt még a tételt
bizonyitanank, sziikséglink van a kévetkezd szamunkra kozponti lemmara.

30. Lemma (Schur-lemma, 1916). Legyen v elég nagy, és ¢ € N tetszdleges pa-
lettaméret. Vegyiink eqy tetszéleges ¢ : {1,2,...,v} = [v] — {1,2,...,c} szinezést.
Ekkor az

r+y=z, aholx,y,z € [V,

egyenletnek van monokromatikus megolddsa.

Bizonyitas. (Lemma bizonyitésa) Definialjuk az {0,1,2,...,v} halmazon értelme-

zett teljes graf éleinek egy szinezését. Az ij él szine legyen ¢(|i— j|). Ekkor Ramsey-

tételébdl adodoan, ha v elég nagy, lesz monokromatikus harmas (azaz egy harom-

sz0g, melynek minden éle ugyanolyan szind). Igazabol v = R.(3) egy jo hatar.

Legyen h,i,j egy monokromatikus haromszog cstucsai. Feltehetd, hogy h < i < j.

Tudjuk, hogy

pli—h)=¢(j—1)=e( - h).

Ekkor az x =i—h, y = j—1i, 2 = j — h egy megfelel6 megoldésa az egyenletiinknek.

|

A teljesség kedvéért lassuk a tétel bizonyitasat is.
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Bizonyitas. (Tétel bizonyitasa) Legyen p elég nagy prim, és tekintsiik a p elemi
test multiplikativ csoportjanak (F7-nek) a kovetkezd

H={a"lz eF;} ={g".9"",...}

részesoportjat, azaz az n-edik hatvényok altal alkotott részcsoportjat (g a Iy, ciklikus
csoport egy generatora). Lathato, hogy ennek a részcsoportnak az elemszama, |H| >
p%l. Ekkor I felbomlik H szerinti mell¢kosztélyokra.

Fy = myHUmyHU. .. UmH

A mellékosztalyok ¢ szama ¢ = [ = Pt < n.

Tekintsiik Fy = [p — 1] = {1,2,...,p — 1}-nek, azt az n szinezését, ahol m;H
elemei az i-edik szint kapjak. Ekkor a Schur-lemmat alkalmazva v = p — 1, és
¢ = n paraméterekkel adodik, hogy alkalmas szinre/mellékosztalya (m;H) és ilyen
szinben /ezen mellékosztalyban alkalmas x, y és z elemre (z,y,z € m;H) teljesiil,

hogy = +y = 2. Azaz x = mxo", y = myo”, 2 = m;zy" és
mizo" +miye" =, mizo".
m;-vel leosztva (m; # 0), adédik hogy
zo" + Yo" =p 20",

ahol x¢", yo", 20" € H, specidlisan x¢", yo", 20" %, 0.
Ezzel a keresett nem trivialis megoldasokat megtalaltuk. [

P

is alapul egy fontos definicio.

Definicié. Legyen ¢ € NT tetszileges, ekkor az Sch(c) legyen az a minimalis v
szam, amire [v]| tetszéleges ¢ szinezésében lesz monokromatikus {z,y, z}, amelyre
r+y = z, azaz a fenti lemmaban az ,elég nagy v" pontos hatara. Sch(c) a ¢
paraméterd Schur-szam.

A Schur-lemma — ami tovabbiakban szamunkra az igazi Schur-tétel lesz — to-
vabbi kutatasokat inditott el. Az elért eredmények koziil kiemelkedik az alabbi.

31. Tétel (van der Waerden tétele, 1927). Elég nagy n-re, [n]-nek tetszdleges c
szinezésére lesz monokromatikus k hosszi, nem konstans szamtani sorozat.

Ismét fontos megemliteniink a tétellel kapcsolatos szamsorozatot, ami leirja a
tételben szerepls elég nagy" fogalmat.

Definicié. Azt a legkisebb n szamot, amelyre a fenti tétel igaz W, (k)-val jeloljik.

A tétel bizonyitasat a kdvetkezs részben vazoljuk.
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11. Ramsey-féle tételek pozici6halmazokra

A pozicios jatékoknak sokféle valtozata van, altaldban kétszemélyes jaték, ahol a
két jatékos felvaltva foglal el még szabad pozicidkat egy tablarol, azzal a céllal, hogy
elérjen valamilyen (nyerd) alakzatot.

Az egyik legismertebb valtozat az améba. Itt a tabla (a poziciok halmaza egy
végtelen sik négyzetracs. A nyerGalakzatok sorban, oszlopban vagy valamelyik atlos
irAnyban szomszédos 0t mezS. Egy maésik jaték a Tic-Tac-Toe, ahol a tabla egy
3 x 3-as tablazat, a nyerd alakzatok a sorok, oszlopok és a két alt6 pozicioharmasai.

A tovabbiakban a Tic-Tac-Toe egy altalanositasat vizsgaljuk. Tablank a kovet-
kezé lesz.

Definicié. Ul = {poziciok halmaza} = {1,2,..., k}<.

Azaz két paraméteriink is van: k£ a tabla  szélessége", d a tabla dimenzibja.
Tehat egy poziciot egy d dimenzios vektorral tudunk lefrni, melynek koordinatai
1-t6l, k-ig terjeds szamok lehetnek.

Ez a megallapodas természetes. Példaul az eredeti Tic-tac-Toe jaték pozicioi
azonosithatok a

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)

elemekkel. A sakktébla pozicidéinal a szokas az al,a2,...,h7,h8 elemekkel vald
azonositas, habar hasznalhatnéank itt is az 11,12,13,...,86, 87, 88 szdmjegyparokat.
Most lassuk az altaldnos jatékunk nyerd pozicioit.

Definicié. Legyen e € {*,1,...,k}\{1,2,...,k}?, melyhez hozzarendeliink egy
L. ={P,Ps,..., P} egyenest, ahol P, = P;(e) azt a poziciot jeloli, amelyet ugy
kapunk, hogy e-ben a csillagokat i-vel helyettesitjiik.

Azaz egyenesen poziciok olyan halmazat értjlik, melyhez van indexeknek olyan
nemiires S halmaza, hogy az S-en kiviili koordinatéi fixek, beliil pedig minden ko-
ordinatdja ugyanazt az értéket veszi fel. Uf minden egyenese k darab poziciot
tartalmaz.

Példa. A kovetkezs abran k = 3, és d = 2 esetre lathatunk peldat. Az (1 %)
egyenesen (z6ld szint), olyan pontok vannak melyek els§ koordinataja 1, és S = {2},
ugyanis a masodik koordinata mindig annyi ahanyadik pontot vessziik, vagyis az
(1 %) egyenesen az (1 1), (12) és (1 3) pontok helyezkednek el. A (x *) egyenesen
(piros szind) az (1 1), (2 2) és (3 3) pontok vannak. Nyilvan a mésik 4tl6 nem lesz
mar egyenes. Ebben az esetben Gsszesen 7 darab (e*zg)yenes van.

(13) (2.3) 3)

¢ 2/(%) 32)

(11) 2 (31)
(17 27



Megjegyzés. Az Ul tablan (k + 1)¢ — k% darab egyenes van.
Mielott kimondanank & tételiinket altalanositsuk az egyenes fogalmat.

Definicié. Az U tablan egy e-dimenzios alteret egy a € {1, %g, ..., %, 1,2, ... k}?
vektorral irhatunk le, amelyben minden indexelt csillag legalabb egyszer szerepel.
Az ezzel leirt A, altér elemeit ugy kapjuk, hogy a *;-ket ugyanazzal az {1,2,... k}-
beli elemmel helyettesitjiik (kiilonbozd i-kre egymastol fliggetleniil). Azaz egy e-
dimenzids altér k¢ darab poziciot foglal el. Az e = 1 esetén az 1-dimenzids altér egy
egyenes.

Lassuk a fejezet f6 eerdményét.

32. Tetel (Hales—Jewett-tétel, 1963). Minden k-ra (minden tdblaszélességre),
minden c-re (minden paletta méretre) elég nagy d esetén az U tdbla pozicidit tet-
szdlegesen c-szinezve lesz monokromatikus egyenes.

Ezt dgy is értelmezhetjiik, hogy a fenti tdblan elég nagy dimenzid esetén, ha ¢
jatékos osztozik a pozicidkon, akkor nem lehet dontetlen, azaz valamelyik jatékos
elér/szinosztaly tartalmaz egyenest/nyerd pozicidhalmazt.

Megjegyzés. Hales—Jewett-tételbdl kovetkezik a van der Waerden-tétel:

k legyen a van der Waerden tételben keresett szamtani sorozat hossza. A Hales—
Jewett-tételben ehhez (mint tablaszélességhez) tartozik egy d dimenzi6. Legyen
n = k% Tekintsiik a {0,1,...,n — 1} halmazt és elemeit irjuk k-as szamrendszerbe.
Ha atiraskor a szamjegysorozatokat 0-kal el6lrél kiegyészitjiik d hosszuva, akkor ezzel
egy

{0,1,...,n —1} «—{0,1,..., k —1}¢
bijekciot irtunk le. Azaz a van der Waerden tételében szerepld szamainkat azonosit-
juk egy téabla pozicidival. A van der Waerden tételének szinezése megfelel tablank
egy Hales—Jewett-féle szinezésének, amiben a Hales—Jewett-tétel garantal egy mo-
nokromatikus egyenest. Ennek pozicidit visszakoédolva szamokkéa kapunk egy mono-
kromatikus k hossz szamtani sorozatot, ahogy Van der Waerden tétel allitja.

Definicié. Azt a minimélis dimenziot, amelyre a fenti tétel igaz H J.(k)-val jeloljik.
Ezek a k, ¢ paramétertd Hales—Jewett-szamok.

Bizonyitas. (Bizonyitéas vazlat) A bizonyitas k-ra, azaz a tablaszélességre vonatkozo
teljes indukcioval torténik.

k = 2 esetben vegyiik észre, hogy a 00...000, 00...001,00...011,...,01...111,
11...111 azaz monoton sorozattal leirt poziciok (d + 1 elemt) halmaza olyan, hogy
barmely ketté egy egyenest alkot. Ha d > ¢, akkor a skatulya-elv garantal két
egyszintd elemet, azaz monokromatikus egyenest.

Az indukciés 1épés: Tegyiik fel, hogy k-ra teljesiil a tétel (HJ-Allitas(k)) és k+1-
re kell belatni (HJ-Allitas(k +1)). Ez a nehéz rész. Két részre bontjuk. Bevezetiink
egy koztes allitast, jelolése: Allitas(k + 1). A bizonyitds menete HJ-Allitas(k) =
Allitas(k + 1) = HJ-Allitas(k) lesz.

A kozbiilsg allitas megfogalmazésahoz (bizonyitasunk érdemi részéhez) elkészii-
letek kellenek.

Tablank U | lesz. Azaz megtessziik a szélesités" lépését. Egy e paraméteriink
lesz, ami egy altér dimenzidja. Azaz ismét nehezitiink, egyenes helyett egy eldirt
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dimenzidju alteret keresiink. A szinezettségnél viszont konnyitiink. Monokromati-
kussag helyett beérjiik az alabbi szépen szinezettséggel.

Altertinket elemeit azonositjuk Uy, , pozicidival. Ebbdl kivalasztjiik az alabbi
részhalmazt

el
Ui 2 {(a1,as,...,a.) : haai:k—i—l,akkoer>z’—reaj:k’+1}‘7§ 1

Azaz S} -t megkaphatjuk a kovetkezé modon
Sky1 = U Sliﬂ(i)a
=0

ahol Sy, (i)-ben azok a szam e-sek vannak, amelyben az elsé e — i darab legfeljebb
k, majd ¢ darab k + 1-es kovetkezik.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a fenti definici6 megkoveteli, hogy az e-féle csillagunk
egy sorrendje rogzitett legyen.

Példa. k = 6 és e = 2. Az SZ(2)-nek a fekete négyzet felel meg, mivel ekkor mér
a1-t6l 6-0s szamjegynek kell allnia mindenhol. A zold téglalap az Sz(1)-et, a piros
négyzet az Sg(0)-at jeloli. A nem bekeretezett rész nem felel meg a feltételnek, mert
az elsd helyen 6-os all, viszont az utana kdvetkez6 helyen mar 6-nal kisebb szam &ll.

(106) o o o ° (606)
(105) e o o o |G
(g o o o o ©e"
(103) e o o o (603)
(102) ° e o o €
(101 ) ° [ . o ° (6.1 )

Példa. Az alabbi abran e = 3 eset lathato. A | piros kocka"= S3(0), ,zold téglatest"=
SZ(1), ,kék téglatest"= S2(2) és ,vilagoskék kocka"= SZ(3).

>
/ V
Egy altér szépen szinezett, ha mindegyik S; (i) halmaz monokromatikus.
Megjegyezziik, hogy az Si (i) halmazok (i = 0,1,2, ..., e) nem fedik le a tablat.
A le nem fedett részre semmilyen szinezési feltételiink nincs. A kiilonbo6z6 i-k altal
kijelolt részek fiiggetlenek. Mindegyikiikon monokromatikusnak kell a szinezésnek

lennei, de a kiilonb6z6 részek lehetnek kiilonboz6 szintiek (ahogy azonos szintek is).
Ezekutan kimondhatjuk a kozbiilsg allitasunkat:
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33. Allitas (Allitas(k + %)) Tetszbleges € és ¢ esetén, elég nagy d dimenzidban
U/,irl poziciotnak tetszdleges ¢ szinezésére garantdltan taldlhato olyan e-dimenzios
altér, ami szépen szinezett.

Allités(k+1) = HJ-Allitds(k+1): Vélasszuk e-t HJ-Allitas(k) allitas palettamé-
retének és a kozbiilsg allitas elég nagy dimenzidjaban dolgozzunk. A kozbiilsé allitas
e + 1 halmaz monokromatikussagat irja elg. A skatulya-elv alapjan lesz ketts, ami
azonos szind. A Hales—Jewett-allitas igazolasa onnan adodik, hogy az Sj_ (i) hal-
mazok koziil barmely ketté unidja tartalmaz egyenest. (A példak tanulményozasa
utan egyszertiien ellendrizhetd.)

HJ-Allités(k) = Allitds(k—+1): e-re vonatkozo indukci6val igazoljuk az Allitas(k+
)-t.

e = 1 konnyen adodik: Uf,, poziciéi tartalmazzak a keskenyebb UJ tablat,
amiben feltevésiink garantal monokromatikus egyenest. Ez a nagyobb tabldban egy
egyenes része lesz (a * most mar a k + 1 értéket is felveheti). Azaz a nagyobb
tablan a megfelel§ egyenes a keskeny, de monokromatikus egyenes egy pozicioval
vald bévitése. A monokromatikussag elveszhet, de mindenképpen szépen szinezett
egyenest /1-dimenzios alteret kapunk.

e-r6l e + 1-re valo ugras: Az elég nagy d dimenziot d’ + d” alakban keressiik,
ahol mindkét tag megfelelGen nagy lesz. Vegyiink egy tetszGleges szinezést. Meg kell
talalnunk a szépen szinezett e+ 1-dimenzios alteret. Minden pozicidnak lesz egy elsé
d' koordinéatéja, ez a pozicio eleje és lesz utolsé d” koordinatéja, a pozicio vége. (A
tablank két kisebb dimenzios tébla szorzata.) A pozicio elejét rogzitsiik. A rogzitésre
a lehet6ségeket U, ,gljrl pozicidival azonosithatjuk. Egy rogzitéshez a lehetséges végek
Ulfil pozicidival azonosithatok. Ebben mindegyik vég (a rogzitett elejével) leir egy
szinezett poziciot a teljes tdblaban. Azaz a rogzitéshez tartozik egy szinezett U, ,‘jﬁ;l.
k+1)4

N[

Erre ¢ " darab lehetdség van. Mindegyiket felfoghatjuk egy ,szuper-szinnek".
Azaz U ,‘j;l tablanak van egy szuper-szinezése. Ebben talalhato egy szépen szinezett
egyenes (lasd e = 1 esete). Az egyenes kijelolése: els d’ koordinatat ,csillagozzuk
x-gal, illetve rogzitjik".

A szépen szinezett egyenes Sj(0) részhalmaza monokromatikus, azaz mind-
egyik eleméhez — pozicié el6héz — ugyanaz a szuper-szin, azaz ugyanaz a szi-
nezett U,‘jll tabla tartozik. d” legyen olyan nagy, hogy ebben legyen e-dimenzios
szépen szinezett altér. Ezen altér kijelolése: az utolsé d” koordinatat ,csillagozzuk

k1, %9, . . ., k-vel, illetve rogzitjik".

Az egyenes és az altér kijelolése a teljes tabla egy e+ 1-dimenzids alteréhez vezet
(a csillagok sorrendje: %1, %g,...,%.). Azt alitjuk, hogy ez szépen szinezett. Ez
kénnyen ellenérizhetd, ami a bizonyitast befejezi. [ |

12. Ramsey-tételek és a stirtiség

A grafelméleti Ramsey-tétel egy nyelvezete a teljes graf éleinek tetszéleges piros/kék
szinezésérdl beszél. Az (g) élt két kategoriaba osztjuk. A tobbséget legalabb %(g) él
alkotja. Felmeriil hogy ez az egyszini élek sokasdga mér garantélja, hogy ebben a
szinben nagy homogén halmaz alakuljon ki. Az els§ gondolatot Turan-tétele rogton
megcafolja. Tobb mint az élek fele lehet piros tgy, hogy harom elemi piros-homogén
csticshalmaz se legyen. Ha nagyobb homogén halmaz a célunk, akkor még tobb él

megadhaté a nagy homogén halmaz elkeriilésével. Ramsey tételének igaz mivolta
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strukturalis okti. Ha a piros élek elkeriilik nagy homogén halmaz kialakitasat, akkor
a komplementerélhalmaz (a kék élek) mar nem lehet hasonlé struktaraja.

Mas esetben azonban a stirtség okozhatja a szabalyos rész kialakulasat. Erdés
Pal és Turan Pal ezt sejtésként mondta ki a van der Waerden-tétel esetére.

Az eddig megemlitett Ramsey-tételeket a kvetkezs tablazatban foglaljuk Ossze:

Tétel

Szinezendd
struktira

Keresett mono-
kromatikus rész-
struktara

Lehetséges szinosztaly
maximalis mérete

Ramsey-tétel

n pontu teljes
graf élei

3 pontu teljes
graf élei

K |n/2),in/21, 82z 1 ponti,
kétrészes Turan-graf

Ramsey-tétel

n pontu teljes
graf élei

k pontu teljes
graf élei

T, k-1 az n pontd, k —1
részes Turan-graf

Schur-tétel

]

{z,y,x +y}

I. Példa: a paratlan sza-

mok.

1. Példa: [n] \ [[n/2]],
azaz a ,nagy szamok
[n]-ban".

k hosszt (nem- | 777
konstans) széam-

tani sorozat

van der Waerden | [n]
tétele

Erdés Pal és Turéan Pal sejtette, hogy 777 helyére nem létezik jo példa, azaz nem
lehet megadni {1,2,...,n} egy ,jelentds" részét gy, hogy az ne tartalmazzon k
hosszi szamtani sorozatot. Eszerint a van der Warden-tétel egyfajta indoklésa egy
stirtiségi indoklas. Ami joval erGsebb mint a Ramsey-tételek szokésos kombinatorikus
bizonyitasa.

Definicié.
re(n) = max{|R| : R C [n], R-ben nincs k hosszt szamtani sorozat}.
Sejtés (Erd6s Pal—Turan Pal, 1936). ri(n) = o(n), ha k > 3,

Azaz minden pozitiv € esetén, ha n elég nagy, akkor ri(n) < en. Az els§ lényeges
eredmény a sejtés kimondésa utdn 20 évvel sziiletett

34. Tétel (Roth tétele, 1956). r5(n) = o(n).

Majd Szemerédi Endre a négy hosszu szamtani sorozatok esetét bizonyitotta,
kés6bb pedig kovetkezett az altalanos eset.

35. Tétel (Szemerédi Endre, 1975). Minden k > 3 esetén igaz a sejtés. Azaz
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A sejtés bizonyitasa utan a kérdéskor vizsgalata szinte még pezsgébb lett. Csak
a legkiemelked6bb eredményeket vazoljuk.
A tételt Gjra bizonyitottak

e 1977 Fiirstenberg. Bizonyitasa ergodelméletet hasznal.

e 2001 Gowers. Bizonyitasa ergs kombinatorikus szamelméleti eredményeket és
Fourier-technikat hasznal. A Fourier-modszer hasznalatat Roth vezette be, de
eredményes kihasznalésa tovabbi zsenialis 6tleteket kivant.

Gowers 1j bizonyitasa azért is kiemelkeds, mert az eredeti kombinatorikus, il-
letve kés6bbi ergodelméleti bizonyitas sziikségszertien nem adott becslést az ri(n)
szamokra. A Fourier-modszer alkalmazasa viszont effektiv becsléseket is ad. Igy
mellékeredményként adédott a van der Waerden szamok kovetkezd becslése.

36. Tétel (Gowers-becslés).

oh+9

Wa(k) < 2%

A fenti modszerek Osszes erejére és még tobbre volt sziikség, hogy az alabbi
eredmény adodjon.

37. Teétel (Green—Tao-tétel). Minden k pozitiv egészre a primek kozott van k
hosszi szamtani sorozat.

Terence Tao 2006-ban Fields-érmet kapott. Az odaitélés indoklasaban a fenti
eredmény ki lett emelve.
A tétel oka ismét siirtiségi.

38. Tétel (Green—Tao-tétel, siiriiségi valtozat). Legyen P, = {2,3,5,7,11, pg, . . .

az elsé n prim halmaza. Legyen e tetszdleges (kicsi) pozitiv konstans. Ha A C N
teljesiti, hogy |A N P,| > en végtelen sok n-re, akkor A-ban van k hosszi szdmtani
sorozat minden k pozitiv egészre.
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