Diszkrét Matematika-Grafelmélet MSc hallgaték szamara
6. Sikgrafok

Eléado: Hajnal Péter 2011-12. Gszi félév

1. Sikgrafok

Definicié. Egy graf sikba rajzolhato, ha lerajzolhatd gy, hogy az élgorbéknek a
végpontokon kiviil nincs mas kozos pontja.

Definicié. Legyen G egy graf, e = xy € E egy éle.

Ekkor G — e (vagy mas jeloléssel G\e) azt a grafot jeloli, amit G-bdl az e él
elhagyasaval kapunk.

Tovabba jeldlje G /e az e él Gsszehizéasaval /kontrakciojaval nyert grafot, mely az
alabbi modon frhatunk le:

o V(G/e) = (V(G) = {z,y} U{[e]},
o E(G/e) = E(G)\{e},

o /(G/e) természetesen adodik: Amely él eddig z-re vagy y-ra illeszkedett, az
most az x és y csucsokat reprezentald 1j ([e]) csicsra illeszkedik. A tébbi
illeszkedés marad.

Példa. Az alabbi abran egy G grafbeli e (piros) élt emeliink ki, majd megmutatjuk

Megjegyzés. Ha a fent emlitett e él hurokél, akkor G/e = G — e.

Emlékeztets. Legyen G egy sikrarajzolt graf. Ekkor a G graf duélisan azt a G*
grafot értjiik, melynek csticsai G tartoményai, élei pedig megfelelnek G éleinek ugy,
hogy az e él e* parja azon két tartomanyt reprezental6 csticsokat koti 6ssze, melyek
e két oldalan szerepelnek (igy speciélisan szomszédosak).

Példa. A kovetkezs két dbra a fent ismertetett két operaciot, az élelhagyast, illetve
az élosszehuzast illusztralja a G grafon, illetve annak G* duélisén.
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Az ébra azt sugallja, hogy (G —e)* = G*/e* és (G/e)* = G* — e*.
1. Allitas. (i) (G —e)" = G* /e,
(i) (G/e)* = G* —e*.
Az érdeklsds hallgatod szamara a fenti allitas bizonyitésa egy lehetséges feladat.
Definicié. Legyen G egy graf.

a) Ha a G grafbol az R graf él- illetve csticselhagyasoperaciok segitségével meg-
kaphato, akkor R-et a G graf részgrafjanak nevezziik. Jelolésben: R C G.

b) Ha a G gratbol az M graf él- illetve csticselhagyas és élosszehtizas operaciok
alkalmazasaval megkaphato, akkor a G grafban H minorként szerepel (H a G
minorja). Jelolésben: M < G.

c) Ha a G grafbol a T graf egy masodfoka csticsba futé két él Gsszevonaséaval
(lasd alabb) és él- illetve cstucselhagyas operaciokkal nyerhets, akkor T a G
graf topologikus részgrafja. Jelolés: T < G.

Példa. Az alabbi dbra két piros él és két kék él Osszevonasat mutatja:

/v
Az e és f élek Gsszevonasaval kapott graf jelolése legyen G(e f).
Megjegyzés. G(ele') ~ G/e ~G/e.

Példa. A R piros graf a G graf részgrafja, hiszen a zolddel jelolt éleket és csticsokat
elhagyva éppen az R grafot kapjuk.

&
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Példa. A T piros graf a G graf topologikus részgrafja, hiszen a zolddel jelolt éleket
és csucsokat elhagyva, a pirossal jelolt éleket Gsszevonva éppen a T' grafot kapjuk.

&b

Példa. Az M piros graf a G graf minorja, hiszen ha a zolddel jelolt éleket elhagyjuk,
a kijelolt klaszterekben szerepld kék feszitofa éleit éleit b’sszehﬁzzuk akkor éppen az
M grathoz jutunk. (A klaszterek zsugorodnak 6ssze M csicsaiva.)

%

Eszrevétel. Egy részgraf topologikus részgraf is egyben. Egy topologikus részgraf
minor is egyben. Formélisan, ha G, R grafok, akkor G D R = G > R = G =~ R.
Visszafelé viszont egyik allitas sem érvényes (lasd alabbi példak).

Példa. Példa topologikus részgrafra, amely nem részgraf:
] S

C4-bdl C3 barmely két 6sszefiito e és €’ élek Osszevonasaval megkaphato, vagyis Cs
C, topologikus részgrafja. Cy-nek tobb cstcsa van mint C3-nak. Részgrafsag esetén
alkalmazni kellene a cstucselhagyas operaciét, ami barmilyen végrehajtas esetén egy
kétéld grathoz vezetne. Tehéat C3 nem részgrafja Cy-nek.

Példa. Példa minorra, amely nem topologikus részgraf.

%

IA

A Petersen-grafbol K a kék szinnel jelolt élek Osszehtuzasaval adodik, tehat Ky a
Petersen-grafban minor. K3 nem topologikus részgréafja a Petersen-grafnak, hiszen
a Petersen- graf minden cstucsanak fokszama 3, K csticsainak fokszdma viszont 4.
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Két masodfoku csticsba futd él osszevonéséaval, cstcs- illetve élelhagyas-operacioval
viszont nem lehet fokszamot névelni.

Eszrevétel. Ha G sikgraf, R C G;:T < G; M < G teljesiil, akkor R, T, M is sikgraf.
2. Tétel (Euler tétele). A K; és Ks3 grdafok nem sikgrdfok.

Megjegyzés. A K33 graf egy masik neve a harom-haz-harom-kiat graf. Ez onnan
ered, hogy a tétel allitisa megfogalmazhato tugy is, hogy nem tervezhets kilenc 1t
harom haz és harom kuat kozott (mindegyik haztol mindegyik kathoz) ugy, hogy az
utaknak a kozos végpontokon (amennyiben van ilyen) ne legyen kozos pontja.

Bizonyitas. A tétel fontos. Két bizonyitast is megemlitiink
1. Bizonyitas: A K33 és Ky graf alabbi lerajzolasabol indulunk ki.

K K35

Mindkét lerajzolas kiemel egy-egy grafelméleti kort (piros szind élek). A bizo-
nyitas alapmegjegyzése: Egy korgrafot 1ényegében egyféleképpen lehet szépen leraj-
zolni. Egy lerajzolt kor a sikot bels6 (korlatos) és kiils6 (nem korlatos) részre osztja.
(Lasd Jordan-féle gorbetétel, illetve Schonflies-tétel.)

Az abrékon a koér mellett tovabbi élek szerepelnek (ezekre mint hidak hivatko-
zunk). Ezeket viszonyithatjuk a kor lerajzolasahoz: lehetnek kiils6k és belsék. A
két szerep (kiilsé/bels6) szimmetrikus. Igy feltehets, hogy tobbségiik beliil halad.

Tegyiik fel, hogy a kor szép lerajzolasa a két graf teljes szap lerajzolasava ter-
jeszthetd ki. Ezek utén a két grafot kiilon kezeljiik:

K35 Feltevésiink szerint beliil (ami topologikusan azonos egy korvonal belsejé-
vel) legalabb két hid van, amik keresztezik egymast és atmetszés nélkiil lerajzolhatok.
Ez lehetetlen.

K5 Feltevésiink szerint beliil legaldbb harom hid van. Barhogy valasztjuk is ki
a beliilre keriil harom élt, lesz kozottiik kettd, ami az el6z6 esethez hasonléan nem
fut Ossze és keresztezi egyméast. Ez lehetetlen.

2. Bizonyitas: (Euler tételére hivatkozo bizonyités.) Néhany BSc-s el6adasban
szerepld tételt idéziink fel.

Eszrevétel (Euler tétele). Legyen G osszefiiggs, sikrarajzolt graf. Ekkor ¢+(G) —
|E(G)| + |[V(G)| = 2, ahol t(G) a tartomanyok/orszagok szama.

3. Kévetkezmény. Legyen G egyszeri sikgrdf, tovdbbd

V(G)| > 3. Ekkor
(i) |E(G)] <3]V(G)| -6,
(11) ha G rdaddsul paros grdf, akkor |E(G)| < 2|V(G)| — 4.

A kovetkezmény (i) része adja, hogy K5 nem sikgraf. Valoban K5 nem teljesiti
a |E| <3|V| —6 feltételt (|E|=106és3|V|—-6=3-5—-6=09).

A kovetkezmény (ii) része adja, hogy K33 nem sikgraf. Valoban K3 paros graf
és nem teljesiti a |F| < 2|V| — 4 feltételt (|[E| =9és2|V|—-4=2-6—-4=8). N
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4. Kovetkezmény. Ha G sikgrdf, akkor Ky és Ks 3 nem lehet részgraf G-ben, Ky és
K33 nem lehet topologikus részgrdaf G-ben, illetve K5 €s K33 nem lehet minor G-ben.

Ha K5 vagy K33 minden élére egy 1j cstuicsot helyeziink, akkor ugyancsak nem
sikgrafhoz jutunk, de részgrafként mar nem talaljuk a K5, K33 grafokat. Azok csak
topologikus részgrafként, illetve minorként lesznek G-ben. Azaz az elsg allitas nem
megfordithato. Az utolso két allitas viszont megfordithato.

5. Tétel. A kévetkezd hdarom dllitas ekvivalens:

(1) A G grdf sikgrdf.

(i1) A G grifnak nem topologikus részgrifja a K5 és Ky grif (G # Ks; Ks3).
(i) A G grdfban nincs K5 és Ky 3 minor (G % Ks; K3 3).

A fenti harmas ekvivalencia két fiiggetlen eredmény Osszegzése: (1)< (ii) a Kuratowski-
tétel, mig (i)<(iii) a Wagner-tétel.

2. A Wagner-tétel bizonyitasa haromszorosan ossze-
fuggd grafokra

Az alacsony Osszefiigg@ségt grafok bizonyos részgrafjaik egyszert Osszeragasztasaval
kaphatok. Ha ezek a részek szépen lerajzolhatok, akkor ezek a lerajzolasok is Gssze-
ragaszthatok G szép lerajzolasava. Ezek technikai részletek, a kovetkezd szekciora
hagyjuk. Mi itt a lényegi résszel foglalkozunk.

Féeset: A G graf 3-szorosan Oszefiiggd.

A tovabbiakban ebben az esetben a Wagner-tétel nem trivialis iranyanak bizo-
nyitasaval foglalkozunk, vagyis azt szeretnénk belatni, hogy ha a haromszorosan
Osszefiiggs G graf nem tartalmaz K5 és K33 minort, akkor szépen lerajzolhato a
sikra.

Kezdeti észrevétel: Feltehetd, hogy a G graf egyszertd, hiszen hurokél és parhu-
zamos €l behtzasa nem rontja el a sikba rajzolhatosagot.

A Wagner-tétel |V| < 4 esetén egyszertien lathat6. A tovabbiakban feltessziik,
hogy |V| > 5.

A bizonyitéas |V|-re vonatkozo indukcioként is felfoghato, de egy rekurziv sikra-
rajzoléasi algoritmus is kiolvashato beléle.

A bizonyitas tovabbi részéhez sziikségiink lesz a kovetkezd lemmaéara és annak
kovetkezényére.

6. Lemma. Legyen G egyszeri, hdromszorosan 0sszefiiggd grdf, melynek csicsszd-
ma legaldbb 5. Ekkor taldlhato olyan e € E(G) él, melyre a G/e grif 3-szorosan
osszefiiggd.

A lemma bizonyitasa is csak egy kitérs a Wagner-tétel indoklasaban. A kévetkezs
fejezetre hagyjuk.

7. Kovetkezmény. Legyen G egyszert, hdromszorosan d0sszefliggd grdf, melynek
csucsszama legaldbb 5. Ekkor taldlhato olyan xy € E(G) €l, melyre a G—{x,y} grdf
kétszeresen 0sszefliggd.
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Ko6vetkezmény bizonyitasa: A lemmaéban szerepl§ e él megfelel, hiszen G —
{z,y} = (G/e) — [e] kétszeresen sszefiiggd lesz. |

Legyen e a Lemma és a Kévetkezmény kozos éle. G /e nem tartalmaz Ky, illetve
K33 3 minort (minorjai G-nek is minorjai), haromszorosan sszefiiggd, igy az indukcios
feltevés alapjan G/e szépen lerajzolhato. Ebben a lerajzolasban ott van a G —{z,y}
graf lerajzolasa és a kontrahalt élt reprezentalod [e] cstcs is. A G — {z,y} graf
kétszeresen Osszefliggs, igy lerajzolasanak minden tartoményat egy kor hatarolja.
Azt is amely belsejében ott van az [e] cstics. Legyen C ezen tartomany hatéarolo
korgraf.

Legyen P = N(z) N V(C), K = N(y) N V(C), ahol N(z)/N(y) az x/y cstics
szomszédainak halmaza. P elemeire mint piros, K elemeire mint kék cstucsok hivat-
kozunk. Fontos latni, hogy P N K # ) eset is el6fordulhat, azaz a két szin nem két
kizard kategoria.

A kovetkezs két fogalom és egy f6lemma segitségével juthatunk el a bizonyitas
befejezéséhez.

Definicié. Egy kort C kort u és v csticsa (u, v € V(c)) két zart ivre bontja, mégpedig
az [u,v]™ és [v,u]™ ivre. A két iv a két uv 1t cstcshalmaza. Koriink szépen
lerajzolt a sikra, igy az ivek megkiilonboztethetSk: a jelolésben az elsé csticsbol
indulva, éramutaté jardsa szerint haladva jutunk el a masodik csiicshoz. A két iv
(csucshalmaz) metszete az {u, v} cstucsok. (u,v)™ legyen [u, v]™ — {u,v}.

Definicié. Legyen A és B a C kor csticshalmazénak két részhalmaza. Azt mondjuk,
hogy A és B szeparalhato, ha megadhatoak olyan u,v € V(C) csucsok, melyekre
A C [u,v]™és B C [v,u|™, vagyis létezik olyan felbontasa a kornek, hogy A az egyik
iv, B a masik v cstcsainak részhalmaza.

Megjegyezzik, hogy a két iv zart, igy végpontjaik kozosek. A definici6 meg-
engedi, hogy nem-diszjunkt ponthalmazok is szeparalhatok legyenek. A kdvetkezs
kombinatorikus lemma a szeparalhatosag akadalyait irja le.

8. Tétel (F6lemma). Legyen C egy kir és A és B a kor két véges részhalmaza.
A és B pontosan akkor nem szepardlhato, ha a kovetkezd két lehetdség valamelyike
teljestil.

(1) Létezik olyan a,a’ € A és b,b € B négy kiilonbozd csucs, melyek a koron
felvdltva helyezkednek el, azaz az (a,a’)™ @ b és b kozil pontosan egyet tar-
talmazzon.

(ii) A=B és|A|l = |B| = 3.

A szeparalhatosagot megakadalyozo konfiguraciok a kovetkezo abréan lathatok (A
és B a piros/kék szinekkel kodolt).
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A lemma egyszert eset analizissel ellenérizhets. Fzt az érdeklddé hallgatora
bizzuk.
A Wagner-tétel bizonyitasa mar egyszertien adodik.

9. Kovetkezmény. P és K szepardlhatéak a C' kér mentén.

Kovetkezmény bizonyitasa: Indirekt tegyiik fel, hogy (i) vagy (ii) akadalyok
valamelyike fellép.

z K5 > K;
Lathato, hogy az (i) esetben K33, az (ii) esetben Kj jelenik meg minorként, ami
ellentmondés, hiszen G-r6l feltettiik, hogy nincs benne Kj illetve K33 minor. [ |
A P halmaz és a K halmaz pontjai ott vannak a C kor éleinek gorbéjén (amely
élgérbék egy Jordan-gérbévé olvadnak ossze). Abrazoljuk a G — {z,y} megfelels
tartoméanyat és az [e] csucsot, ahol [e] az Gsszehuzott e élt reprezentélod cstcs pontja.
Az [e] cstiesbol kiindulo élek egy része eredetileg z-bdl indult és P valamelyik
eleméhez ment, masik résziik eredetileg y-bol indult és K valamelyik eleméhez ment.
Mivel P és K szeparalt, ezért ezen éleknek megfelels élgérbék megrajzolhatok at-
metszés nélkiil agy, hogy az [e]-t reprezentald cstics koriil a kiinduld gorbék kozott
egy blokkban legyenek a P-hez és egy blokkban legyenek a K-hez mené gorbék.

G/e ezen lerajzolasabol G egy szép lerajzolasa mar konnyedén elGallithato (a
kontrakciot ,,visszavonjuk”). [ |



3. A Wagner-tétel bizonyitasanak technikai részletei

10. Lemma. Ha Wagner-tételt tudjuk haromszorosan dsszefiiggd grafokra, akkor a
tétel igaz.

Bizonyitas. |V |-re vonatkozo teljes indukcioval igazoljuk a Wagner-tételt. |V| < 4
esetben minden graf szépen lerajzolhatd a sikra. Az indukcids lépeshez eseteket
kiilénboztetlink meg az Gsszefliggdség foka szerint.
1. eset: A G graf nem osszefiiggé. Ha G nem 0Osszefiiggs, akkor jelolje Gy, G, . ..
a grafunk komponenseit. Egyik komponens sem tartalmazhat Kj és Kj3 minort,
mindegyik komponens csticsszama kisebb mint G-é. Igy az indukciés feltevés alap-
jan mindegyik komponens szépen sikra rajzolhaté. Vegyiink fel komponensszam-
nyi diszjunkt egységkorlapot. Az egyes komponensek lerajzolasai lekicsinyithaték
(amennyiben sziikséges) gy, hogy az egyes korlapokba berajzolhaté legyen. Igy G
egy lerajzoldsdhoz jutunk.
2. eset: A G graf dsszefiiggd, de nem 2-szeresen Gsszefiiggs. Ekkor létezik x € V(G)
elvago cstcs, melyre G — {x} t6bb komponensre esik szét: G1, G, Gs, ... Mindegyik
komponenshez adjuk hozza az z cstcsot (a komponenshez vezets élekkel). Az igy
kapott grafok legyenek él, @2, .... Ezek mind G részgrafjai. Ezért egyik sem tartal-
mazhat K5 és K33 minort, mindegyik csticsszdma kisebb mint G-é. Igy az indukecios
feltevés alapjan mindegyik @, szépen sikra rajzolhato. @Z szép lerajzolasa modo-
sithato tgy, hogy az x cstucsot realizdlé P, pont a nem korlatos tartomany hataran
legyen (példaul gombre vetitéssel, majd a gombrerajzolas alkalmas P, kornyéki fel-
vagasaval). Ez a lerajzolas deformélhato gy, hogy egy szogtartoméanyban legyen,
ahol P, a szogtartomany O csicsaba kertl.

Legyen ¢ a (G; grafok szama. Vegyiink fel ¢ szogtartoményt, amelyek diszjunktak
kivéve kozos cstcsukat, O-t. A fenti lerajzolasokat kiilon szogtartomanyba illesztve
ezek G egy szép lerajzolasava allnak Ossze.

()

3. eset: A (G graf 2-szeresen Osszefiiggsd, de nem 3-szorosan Osszefiiggd. Ekkor
létezik z,y € V(G) elvagod cstcspér, melyre G — {z,y} t6bb komponensre esik szét:
G1, Gy, ... Mindegyik komponenshez adjuk hozza az x és y cstucsot a komponenshez
vezetd élekkel. Az igy kapott grafok legyenek G, Gy, . ... Ezek mind G részgrafjai.
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Definici6juk miatt egyikben sem lesz = és y szomszédos. (G; bévitésénél csak az x,
y-bol a komponenshez vezetd éleket adtuk hozza.)

Legyen G, G, ... azok a grafok, amiket G;-bdl gy kapunk, hogy z-et és y-t
Osszekotjiik. Ezek mar nem sziikségszertien részgrafok G-ben. DE minorok! Ezért
egyik sem tartalmazhat K5 és K33 minort, mindegyik cstcsszama kisebb mint G-¢é.
Igy az indukcios feltevés alapjan mindegyik (A;:r szépen sikra rajzolhato. (A;:r SZEp
lerajzoldsa modosithato gy, hogy az e = xy élt realizdld G, élgérbe a nem kor-
latos tartomany hataran legyen (példaul gombre vetitéssel, majd a gdémbrerajzolas
alkalmas G, felez6pontjanak kornyékén torténd felvagasaval). Ez a lerajzolas defor-
maéalhato gy, hogy G. egyenes OO'szakasz legyen (O reprezentélja az « és O" az y
cstcsot), mig a lerajzolas tobbi része egy OO’ feletti ,holdacskaba” essen.

Legyen ¢ a G; grafok szama. Vegyiink fel ¢ holdacskat, amelyek diszjunktak
kivéve kozos csticsaikat, O, Ot és elkeriilik az OO’ szakaszt. A G fenti lerajzola-
saban ott van @Z lerajzolasa is, amit az i-edik holdacskaban elhelyezhetiink (z-et O,
y-t O reprezentélja). Ha sziikséges, akkor az Osszeragasztott lerajzolasokhoz hozza-
vessziik az OO’ szakaszt is az xy ¢l reprezentélasara. Igy G egy szép lerajzolasahoz
jutunk. [ |

11. Lemma. Legyen G egyszeri, hdromszorosan 0sszefiiggd grdf, melynek csics-
szama legaldbb 5. Ekkor taldlhato olyan e € E(G) él, melyre a G /e grdf 3-szorosan
osszefliggd.

Bizonyitas. A lemma bizonyitasat nem végeztiik el. [ |

4. Tovabbi kapcsol6édé tételek

Végezetiil néhany tétel kimondasa kovetkezik bizonyités nélkiil.

12. Tétel (Fary-tétel). Ha G egyszeri sikgrdf, akkor lerajzolhatd igy, hogy minden
€lgorbéje szakasz legyen.

13. Tétel (Tutte-tétel). Ha G egyszert, 3-szorosan dsszefiiggd sikgrdaf, akkor le-
rajzolhato gy, hogy minden élgorbe egyenes szakasz, tovdbbd minden tartomdnya
konvex sokszag.

14. Tétel (Steinitz-tétel). Eqgy G grif pontosan akkor eqy konvex poliéder élgrdfja,
ha 3- szorosan Gsszefiiggd egyszeri grdf.

* * *

A Wagner-tétel lehetGséget ad a négy-szin-tétel atfogalmazasara: Ha egy huro-
kélmenetes graf nem tartalmaz Ks3 és Ky minort, akkor 4-szinezhetd.

A két minor kizarasa kozil melyik a fontosabb? K5 nyilvan fontos, hiszen csak
K3 3 kizarasa megengedi, hogy grafunk K5 legyen és ekkor a négy-szinezhetGség nem
teljesiil. Mi van, ha csak K5 minorkénti el6fordulasat tiltjuk? FEnnek vizsgélata
vezette el Wagnert a kovetkezo tételhez.

15. Tétel (Wagner struktaratétele). A G grif pontosan akkor nem tartalmaz Ks
minort, ha felépithetd sikgrafokbol és W Wagner-grafbol (ldsd aldbb) legfeljebb harom
ponti klikk menti 0sszeragasztdsokkal és csics- illetve élelhagydsokkal.
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Ebbdl a tételbsl mar konnyen adodik, hogy a négy-szin-tétel kovetkezd élesitése
is igaz.

16. Kovetkezmény (Wagner szinezési tétele). Ha a G grdf tartalmaz K5 minort,
akkor a kromatikus szdma legfeljebb 4.

Bizonyitésa a strukturatétel utdn, a négy-szin-tételre vonatkoz6 hivatkozassal
egyszert: A sikgrafok és a Wagner-graf 4-szinezhetd, a klikkek menti ragasztas nem
noveli meg a kromatikus szamot. Azaz az élesités nem sokkal nehezebb mint a
négy-szin-tétel.

17. Sejtés (Hadwiger-sejtés). Ha a G grdf nem tartalmaz Kjq1 minort, akkor G
kromatikus szama legfeljebd k.

[lletve egy ekvivalens megfogalmazésa:

18. Sejtés (Hadwiger-sejtés). Ha a G graf nem k-szinezhetd, akkor tartalmaz
K1 minort.

BSc-s tanulméanyainkbol tudjuk, hogy a minorsag helyett részgrafsdggal dolgozva
a megfelel§ allitds ,nagyon hamis”. Nem annyira nyilvanval6, hogy topologikus
részgrafsaggal dolgozva is (nagyon) hamis allitashoz jutunk (ezt lathatjuk, ha az
interneten a ‘Hajos-conjecture’-re keresiink).

A minorokat hasznal6 Hadwiger-sejtés k& = 2 esetet trividlis. A k = 3 esete
egyszeri. A k = 4 eset igaz (Wagner szinezési tétele), a négy-szin-tétellel ekvivalens
(ahogy vazoltuk). Ahogy k né a sejtés nehezedik (miért?). Ennek ellenére a k =
5 eset (a négy-szin-tétel élesitése) bizonyitott. A bizonyitdsa a négy-szin-tételre
hivatkozik, de igy is nagyon bonyolult.

5. Grafok metszési szama

Az el6adas a metszési szam nevi grafparaméterrdl szol. Ez egy olyan grafparamé-
ter, amely egy adott grafrél megmondja, hogy ,,milyen messze” van a sikgrafoktol.
(Sikgrafok esetén a paraméter 0 lesz.)

Definicié. A G graf egy A lerajzolasat reguldrisnak neveziink, ha a lerajzolasban
nincs harom élgérbe kozos belsé ponttal.

A regularitas egy technikai feltétel. Egy lerajzolas ha megsérti ezt a feltételt,
akkor kis lokalis valtoztatassal elérhetjiik, hogy lényegében ugyanaz a lerajzoléds méar
regularis legyen.
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Definicié. Legyen G egy graf A egy reguléris lerajzolésa.

z(G,\) = [{P € R*: P-n tobb élgérbe athalad}|.

Megjegyzés. Egy lerajzolds metszési szamat definidlhattuk volna gy is, hogy a
regularitast nem tessziik fel. Ekkor azon nem-cstics pontokat, amin tobb élgorbe
halad at sulyozottan kell szamolni. Ha egy ilyen ponton k élgérbe halad at, akkor

silya (g) :

Példa. G = Kj esetén tobb lerajzolast vettiink:
A kiilonboz6 lerajzolasokhoz kilonb6zs metszési szam tartozik: z(Ks, \) = 5,

2(Ks, N) =4, 2(Ks, ") = 3, (K5, \") = 1.

Megjegyzés. z(G, \) = 0 akkor és csak akkor, ha A\ a G graf szép lerajzolasa.

Példa. G = K,,, a A lerajzolas legyen olyan, hogy a csicsok egy konvex n-szog csu-
csaira illeszkedjenek. Azért, hogy regularis lerajzoléashoz jussunk, kissé perturbéljuk
véletleniil a csticsokat. Tovabba az élgorbék legyenek szakaszok. Az igy kapott A
lerajzolasra z(K,, \) = (Z) Hiszen a metszések és a csicsnégyesek kozott bijekcio
létesithetd.

Kg esetét az alabbi dbran lathatjuk.

=
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Eszrevétel. Ha R C G, akkor a G egy X lerajzolasa megszorithatod R-re (X értelme-
zési tartomanyat leszikitjiik a részgraf cstcsaira, éleire). Jeldlésben: A|g.

19. Kovetkezmeény. Legyen H eqyn ponti egyszerd grif (H C K, ) ekkor z(H, M g) <

() = O(n*), ahol X a teljes grdf kordbbi lerajzoldsa.

Eszrevétel. Legyen G és Gy két graf, G-bdl ugy kapjuk Go-at, hogy G-bdl huro-
kéleket hagyunk el (vagy forditva: Go-bol tigy kapjuk G-t, hogy hurokéleket adunk
hozza). Ekkor Gy tetszdleges A lerajzolasa kiterjeszthets G egy h\ lerajzolaséara ugy,
hogy ne keletkezzen tovabbi metszés, azaz z(G, /):) = 2(Go, N).

Tekintsiik a G graf X lerajzolasat egy x csics kornyékén. Elég kis kornyezetben
az x-ben Osszefutd élek egy csillag alakzatot alkotnak, amely agai kozott ,elég hely
van” tetszdleges szamu hurokélnek.

b

Eszrevétel. Legyen G egy graf. Legyen G, az az egyszerti graf, amit G-bsl ugy
kapunk, hogy elhagyjuk a hurokéleket és minden parhuzamos élsereghdl egyetlen
élet tartunk meg. (Vagy forditva: A Gy egyszertd grafbol gy kapjuk G-t, hogy
hurokéleket adunk hozzé vagy/és létez6 élek mellé parhuzamos élt adunk hozza.)
Ekkor Gy tetszGleges A szép lerajzolasa kiterjeszthets G egy P\ szép lerajzolasara.
Azaz ©(Go, A) = 0 esetén z(G,\) = 0.

Tekintsiik a G graf A lerajzolasat egy e élgorbe kornyékén. Ennek lesz egy kis
holdacska szabad kornyezete, ahol ,elég hely van” tetszéleges szami parhuzamosél-

nek. A hurokélek hozzdadasa az el6z6 észrevétel alapjan megoldhato.
b “ b

€ f

Definicié (Metszési szam).

(@) = min{x(G, \) : A regularis}.
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Eszrevétel. z(G) = 0 akkor és csak akkor, ha G sikgraf.
Példa. JI(K5) = ZL‘(K373) =1.
Megjegyzés. Egy n pontt G egyszeri graf esetén x(G) = O(n?).

Eszrevétel. Ha e és f két él, kozos v cstcesal rendelkeznek és élgorbéik atmetszik
egymast, akkor nem gazdasagos a lerajzolas. v szomszédjai felol v felé haladva az
atmetszés helyett ,valtsanak gorbét az élek”. Ekkor ugyanazon graf egy lerajzolésat
kapjuk, az eredeti A lerajzolast \'-re cserélhetjiik. Kozben eggyel csokkent a metszési
szam.

R R

/

- 7

Definicié. Egy A lerajzolas V-szép lerajzolas, ha az dsszefut6 élgorbék nem metszik
at egymast.

Megjegyzés. A G graf tetsz6leges \ lerajzolasdhoz taldlhato olyan N V-szép leraj-
zolas, amelyre (G, \') < z(G, \).

Emlékeztets (BSc-s tétel, az Euler-tétel kdvetkezménye). Legyen G egyszeri
sikgraf. Ha |V| > 3, akkor |E| < 3|V| — 6.

20. Lemma (trivialis becslés a metszési szamra). Legyen G eqy eqyszerd grdf és
A tetszdleges requldris lerajzoldsa, ekkor

2(G,A) = [E] = 3|V

Bizonyitas. Legyen R részgrafja G-nek ugy, hogy V(G) = V(R) és E(R) egy olyan
maximalis élhalmaz, hogy \|g-ben az élgorbék szépen legyenek lerajzolva. Ekkor az
emlékeztetsbol adodik, hogy |E(R)| < 3|V . Igy |E(G)| — |E(R)|, azaz legalabb
|E(G)| — 3|V| darab él van, ami nincs R-ben.

Ezek mindegyikére (kiilon-kiilon) a A-élgérbéjét (R, A|g)-hoz adva metszésnek
kell keletkezni (R valasztasa miatt). Ezek mind kiilonb6z6 metszések (valemely R-
beli és kiilonbozs E(G) — E(R)-beli élek kozott vannak). Ezekbdl kovetkezik. hogy

z(G,\) > |E(G)| —3|V|.
[

A nagyon egyszerti becslésnek nagyon mély kovetkezmény elsz, ha az alabbi
modon alkalmazzuk.
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21. Tétel (Metszési lemma). Ha G egyszert grif és |E| > 4|V, akkor

1|E]?
z2(G) > ———
(@) 64 |V]?
Megjegyzés. Egyszerti grafunkra vonatkozo élbecslés garantalja, hogy G nem sik-
graf, azaz ©(G) > 1.

22. Kovetkezmeény.

Megjegyzés. Az ) jelolés jelentése: also becslés egy rejtett (pozitiv) konstanssal.
(Ahogy O egy felss becslés egy rejtett (pozitiv) konstanssal.) Ha a nagysagrendben
also és fels6 becslés is adhato pozitiv konstansokkal, akkor a © jelolést hasznéljuk.
Eredményeink tomor osszefoglalasa: x(K,) = O(n?). Megjegyezziik, hogy z(K,,)
aszimptotikija (vagy még inkdbb pontos értéke) mind a mai napig megoldatlan.

Bizonyitas. Legyen A a G-nek tetszéleges V-szép lerajzolasa. Vegyiik azt az R
véletlen feszitett részgrafot, amelyet tigy kapunk, hogy minden csicsra fiiggetlentil
dontiink: p valoszintiséggel meghagyjuk, illetve 1 — p valoszintiséggel eltoroljiik a
cstcsot. (p-t késébb hatarozzuk meg.)

Alkalmazzuk a lemmaéat R-re. Ekkor

2(B,A|r) = |E(R)] =3[V (B)].

Vegyiik mindkét oldal varhato értékét. Az egyenlStlenség természetesen a varhato
értékek kozott is fennall:

E(z(B, Alr)) = E(|E(R)]) — 3E(|V(&)]).

Nézziik a varhato értékeket! A bal oldalon két metsz6 él megmaradasa sziikséges,
amihez 4 pont megmaradasa kell. A jobb oldalon az élekhez 2 pont megmaradasa
kell, a pontokhoz pedig egy. Az egyes pontok megmaradasanak valésziniisége p,
kiilénbo6z6 pontok megmaradésa fiiggetlen események. EbbdI:

‘o(G,A) = p*|E(G)] = 3p|V(G)|.
p értéke pozitiv lesz, igy egyenlStlenségiinket leoszthatjuk p*-nel.

|E(G)|  3[V(G)]
p? P

(G, \) >

Valasszuk p-t 4"];' -nek. (Ez feltételiink alapjan legfeljebb 1.) Ekkor

LIEP 3 |EP 1 |EP
G, \) > — — =
UGN Z Ve "G VE - MVE
Ha X egy optimalis lerajzolas, akkor kapjuk a tétel allitasat. |

Megjegyzés. Az 51 egyiitthato a bizonyitasbol adodott. Tobb odafigyeléssel javit-
hato, de optimaélis erteke nem ismert.
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6. A metszési lemma geometriai alkalmazasa: Sze-
merédi—Trotter-tétel

Definicié. Legyen P C R? egy véges sikbeli ponthalmaz és £ egy véges sikbeli
egyenes halmaz.
I(P,E)=|{(Pe): PeP,ecés Ple},
ahol P I e az jeloli, hogy a P pont illeszkedik az e egyenesre.
23. Tétel (Szemerédi—Trotter-tétel).
I(P,E) < A(|P||E)*? + 4P| + ||
Megjegyzés. A fels6 becslés nagysagrendjét atirhatjuk:
O(|PIP|E2° + [P| + |€]) = O(max{|P**|E*, [P, [€]}).

Megjegyezziik, hogy tetszGeges p és e poitiv egészekre megadhato olyan p elemid P
ponthalmaz és e elemi £ egyeneshalmaz, hogy a koztik 1évs illeszkedés legaldbb
ezred része legyen a fels6 becslésnek. Azaz a fels6 becslés nagysagrendje optimalis.

Bizonyitas. Készitsiink egy grafot P-bdl és £-bdl. Feltehets, hogy minden e € £
egyenes athalad P-beli ponton. P elemei lesznek a cstcsok. Grafunk egyszert lesz.
Két cstucs, P,Q € P akkor és csak akkor szomszédos, ha egy e € & egyenesre
illeszkednek és ezen nincs kozottiik mas P-beli pont. Az alabbi abra egy példat
mutat konstrukcionkra.

\q

Ekkor V' = |P|. Az élek szamat is kifejezhetjiik a kiinduld geometriai konfigu-
racionk paramétereibsl: k£ > 1 esetén, ha egy egyenesre k£ darab P-beli pont esik,
akkor ezen az egyenes k — 1 éllel jarul grafunkhoz.Az igy Osszeszamolt részered-
mémyeket Osszeadva minden egyenesre, kapjuk hogy |E| = I(P,E) — |€]. Legyen A
grafunk azon lerajzolasa, ahol minden csiics P-beli helye altal reprezentalt és az él-
gorbék egyenes szakaszok (igy minden élgérbe a megfelels két végpont szomsédsagat
bizonyit6é £-beli egyenes egy szakasza). Tovabba z(G) < z(G,\) < (Ié\) < |2
1. eset: |E| < 4|V|. Azaz I(P,E) — |E| < 4|P)|.

2. eset: |E| > 4]V|. Ekkor a metszési lemma alkalmazhato:

e > (";‘) 2 2(G.p) > LUPE) €D

64 |P|?
Ebbdl rendezéssel, adodik, hogy
APPPRIEPS = 1(P,€) — [€].
Mindkét esetben igaz a bizonyitando. [
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7. Kombinatorikus szamelmélet: additiv kombinato-
rika

Definicié. A, B C R véges halmazok. A+ B ={a+0b: a € Aés b € B} és
A-B={a-b: a€ Aésbe B}. (Azaz a szokasos komplexus Osszeadas és szorzas
miiveletét vizsgaljuk.)

A+ A-t, illetve A- A-t az A halmaz Gsszeghalmazanak, illetve szorzathalmazanak
nevezziik.
Kérdés: Milyen nagy, illetve kicsi lehet |A + A| és |A - A|? A tovabbiakban legyen
|A| = n.

|A + A| és |A - A legfeljebb (3) + n. Legyen A egy véletleniil vélasztott n
elemszamu szamhalmaz, ekkor A + A és A - A is majdnem biztosan (Z) + n elemi
lesz.

Becstiljiik |A+ A| minimumat. Legyen A olyan, hogy elemei a1 < as < ... < a,.

o Also becslés: a14+a; < ay+as < ...a14a, <as+a, <...<a,+a,. alapjan
mindig lesz legalabb 2n — 1 kiilonbozs érték A + A-ban.

e Felss becslés: Ha A szamtani sorozat, akkor |A 4+ A| = 2n — 1.

Becstilhetjiik |A - A| minimumat. |A - A| lehet 2n — 1, példaul geometriai soro-
zatnal. Linearis als6 becslés is adhato: Ehhez vegyilik A-nak egy nagy részét amely
azonos elGjeli (ez valaszthato legalabb |(n — 1)/2] elemszamunak). Majd a kiva-
lasztott elemek abszolut értékeinek logaritmusara alkalmazzuk az additiv rész also
becslését.

A maximalis elemszammal szemben a minimalis elemszamnél az Gsszeghalmaz
és a szorzathalmaz esetén teljesen mas tipusu halmazok lesznek extremalisak (szam-
tani, illetve mértani sorozatok). Van-e olyan halmaz, ahol az Gsszeghalmaz és a
szorzathalmaz egyszerre kicsi lesz?

Erdss Pal kérdése: Mit tudunk mondani az A szamhalmaz max{|A+ A|,|A- A|}
paraméterérél?

Sejtés (Erd6s—Szemerédi-sejtés). Minden pozitiv e-ra

min max{|A + A|,|A- A|} = Q(n* ).

ACR,|Al=n

A sejtés mind a mai napig nyitott. Mi egy rész eredményt bizonyitunk (amelynél
mar erésebb becslések is ismertek).

24. Tétel (Elekes Gyorgy). Elég nagy n-re

1
min max{|A+ A|,|A-A|} > 1—0n5/4,

ACR,|A|=n
azaz tetszoleges n-elemii A szdimhalmazra max{|A + A|, |A - A|} = Q(n5/4).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 0 ¢ A.
Definialunk egy sikbeli ponthalmazt és egyeneshalmazt:

Pa={(m,o):meA-A o€ A+ A},
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1
Ex={eow: y=—-x+d, a,d € A}
a

A kovetkezs dbran a konstrukeio lathato az A = {1,2,3,6} esetben.

zZ’

Szamoljuk ki a pont- és egyeneshalmazunk azon paramétereit, amik a Szemerédi—
Trotter-tételben szerepet jatszanak:

-
>

o |[Pal=1]A-Al-|A+ Al

o Az e, egyenletét tengelymetszetes alakba frjuk: =
hogy a tengelymetszetek (azaz a geometriai ponthalmaz) és (a a ) kolcsonosen
meghatérozzék egymast. Azaz |E4| = |A]?.

e Mennyi az illeszkedések szama? Az e, o egyenesre illeszkednek az (a - ay, a; +
a), (a-as,ay+d),..., ahol A= {ay,as,...}. Ebbsl [(P,E) > |A||E| = |A]>.

Hasznaljuk fel a Szemerédi—Trotter-tételt:
= AP < I(P,E) <4|A- AP |A+ APP - (JAP)?P +4|A - Al|A + Al + | A%

Tudjuk, hogy |A|* = n* < $n®, ha n elég nagy. Feltehetd, hogy 4|A+ A||A- A| <

%n‘g, hiszen méas esetben a bizonyitandoénal erésebb allitasunk lenne. A jobb oldal

utolso két tagjat a bal oldalra vive, a bal oldalon még legalabb 1/3 - n® marad:
1
gn?’ < A4|A - APBIA + AP pt3

Ezekutan egyszerii rendezés vezet el a bizonyitas befejezéséhez:

%nS/S S |A-A|2/3|A+A|2/3.

0,15-n%* < \/|A- AJ|A + A < max{|A- A,|A+ A|}.
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