Diszkrét Matematika-Grafelmélet MSc hallgaték szamara
5. Grafok él- és cstucsszinezései

Eléado: Hajnal Péter 2011-12. Gszi félév

1. Sikgrafok és élszinezések

A pérositasoknal szerepld Petersen-tétel azt allitotta, hogy ha a G graf kétszeresen
élosszefliged és 3-regularis, akkor G-ben létezik teljes parositas. Ha grafunk sikgraf,
akkor ennél tobb is igaz:

1. Allitas. Ha G 3 requldris 2-szeresen élosszefiiggd, tovdbbd sikgrdf is, akkor élhal-
maza hdrom teljes parositdas unidja, azaz taldlhatok olyan My, My, M3 teljes pdrosi-
tasok G-ben, hogy My U My U Mz = E(G) teljesiiljon.

Megjegyzés. A sikgraf feltétel sziikséges az erdsebb konkuziohoz. Az ellenpéldat
Petersen adta. Tehat a nevét visel6 Petersen-graf: 3-regularis, kétszeresen élossze-

fiiggd, nem sikgraf, és élhalmaza nem all el M, U My U Ms alakban, ahol az M;-k
parositasok.

A Petersen-graf egyszertisége ellenére nagyon szimmetrikus és a grafelmélet leg-
kiilonb6z6bb teriiletein felbukkand, kézponti szerepet jatszo graf.

Petersen eredeti motivacioja a négy-szin-sejtés volt. Az aldbbiakban a négy-
szin-sejtés egy élszinezéses ekvivalensét mutatjuk meg. Igy kapesolatot teremtiink a
parositasok, élszinezések és sikgrafok kozott.

Definicié. G graf élszinezése ¢ : E(G) — NT fiiggvény. ¢ egy k-élszinezése G-nek,
ha ¢(E(G)) €{1,2,...,k}.

Definicié. ¢ jo élszinezése G-nek, ha minden x cstcsra az ott Gsszefuto d(z) élnek
kiilénbo6z6 szine van.

A kovetkezd optimalizalasi feladat adodik: keressiik azt a minimalis k termé-
szetes szamot, amellyel egy G graf jol k-él-szinezhets. E grafparaméter neve: G
élkromatikus szama, jelolése y.. Azaz

Xe(G) := min{k € N : G-nek van jo k-élszinezése}.
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Megjegyzés. A hurokél akadalya a jo szinezésnek: Ha van hurokél, akkor nem
létezik jo élszinezés (az Osszefutd d(x) él kozott ismétldés van), ha nincs hurokél,
akkor pedig létezik jo szinezés (példaul ha minden él kiilonb6z6 szint kap, akkor jo
szinezésiink van).

A kapcsolat a parositédsok és az élszinezések kozott az, hogy egy graf jo szine-
zésében az azonos szini élek egy pérositast alkotnak a grafban. Tehat jo szinezés
keresése ekvivalens az élhalmaz parositasokra torténd osztalyozasaval. Azaz alli-
tasunk ekvivalens azzal, ha G 3-regularis, 2-szeresen élosszefiiggs, sikgraf, akkor
Xe(G) = 3.

A tovabbiakhoz fel kell idézniink a sikrarajzolt grafokrol és duélisukrol a BSc-
s Kombinatorika kurzusban tanultakat. A kovetkez§ édbran egy sikrarajzolt gréafot
(kék) és duélisat (piros) lathatjuk.

Az abréan lathato lila csillagok parbaallitjak az eredeti és duélis graf éleit.
A kovetkez§ tablazatban 6sszefoglaljuk sikrarajzolt graf és duélisa kozotti sokréti
kapcsolatot.

EREDETI DUALIS

G sikra rajzolt graf G™ sikra rajzolt graf
tartomanyok /orszagok cstcsok /fevarosok
élek élek

kozos hataréllel rendelkezd (szomszé- | szomszédos csticsok
dos) tartomanyok

tartomanyszinezés csticsszinezés

jo tartomanyszinezés (szomszédos tar- | jo csicsszinezés
toményok kiilonb6zd szintiek)

jo szinezhetGség feltétele: nincs olyan | jo szinezhet&ség feltétele: nincs huro-
él, amely mindkét oldaldn ugyanaz a | kél
tartomany fekszik

csucsok tartoméanyok
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egy csucsban Osszefuto élek

egy tartoméanyt hatéarolo élek

fokszam

hatar bejarasanak hossza

Négy-szin-tétel (4CT):  kétszeresen
élosszefiiggd sikra rajzolt graf tartoméa-
nyai négy szinnel jol szinezhetk

Négy-szin-tétel (4CT'): hurokélmentes
sikra rajzolt graf csiicsai négy szinnel
jol szinezhetsk

Szinezés esetén feltehets: G harom-

regularis

Szinezés esetén feltehets: minden tar-
toméany haromszog (grafunk triangu-

lalt)

Megjegyezziik, hogy 3-regularitas esetén a moho algoritmus minden grafot jol 4-
csucsszinez. Illetve dualisan triangulalt sikrarajzolt graf tartoméanyai nyilvanvaléan
jol 4-szinezhetdsk.

2. Tétel. A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) Ha G S-requldris, 2-szeresen €losszefiiggd sikgrdf, akkor x.(G) = 3.
(ii) 4CT.

Bizonyitas. (i)= a 4CT tartomanyszinezési verzidja 3-regularis grafokra. Legyen
G egy a sikra szépen lerajzolt 3-regularis kétszeresen élosszefiiggs graf.

Tudjuk, hogy G élhalmaza My, My, Ms teljes parositasok unidja. Legyen M;+ My
az M7 U M, élek altal meghatarozott feszits részgraf G-ben. My + My egy 2-regularis
részgraf, azaz komponensei korok. Nyilvan a részgrafunknak is szépen lerajzolt és
kénnyen lathato, hogy az M; + M, tartomanyai jol szinezhetk két szinnel (példaul
a komponensek szaméara vonatkozo teljes indukcioval). Legyen ez a két szin | piros"
és ,kék". Hasonléan M, + M; tartomanyai is jol szinezhetsk két szinnel. Legyen ez
 vilagos" és | sotét".




Igy a sikot kétszer is kiszineztiik, specialisan a G graf lerajzolasanak minden
tartomanya kétszer is szint kapott. Egy tartomany kapott szinpérja négyféle le-
het: | vilagoskék", ,vildgospiros", sotétkék",  sotétpiros". Ez egy jo 4-szinezése
G-tartoméanyainak, mivel barmelyik két szomszédos tartomény M; + Ms-ben vagy
M + M;s-ben kiilob6z6 tartomanyba esik (esetleg mindkett&ben), igy szineiknek mar
ezen komponense is megkiilonbozteti Sket.

A 4CT tartomanyszinezési valtozata 3-regularis grafokra = (i): Tehéat tud-
juk, hogy a G kétszeresen élosszefiigggs, 3-regularis sikgraf tartomanyait jol 4-
szinezhetjiik. Legyen 1,2, 3,4 a felhasznalt szinek.

Legyen

M, :={e € E(G)| e két oldalan 1,2 vagy 3,4 szint latjuk},

M, :={e € E(G)| e két oldalan az 1,3 vagy 2,4 szint latjuk},
M; = {e € E(G)| e két oldalan az 1,4 vagy 2,3 szint latjuk}.

Belétjuk, hogy ekkor M, My, M3 teljes parositasok G-ben és diszjunktak.
A diszjunktsag trividlis a definiciokbol.
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El6szor azt igazoljuk, hogy My, My, M3 péarositasok: Tegyiik fel, hogy e, f € M;
valamely i = 1,2, 3 esetén és az x csucs illeszkedik e-re és f-re is. x-ben harom tarto-
many fut dssze: 71, 72, 73. Ezek kiilonboz6 szintiek. Igy e és f nem lehet ugyanabban
az M; élhalmazban.

Végiil MU MU M3 = E(G). Valoban, ugy definiadltuk az M;-ket, hogy barmely
két szin talalkozik egy e él két oldalan az valamelyik M; halmaz definici6janak eleget
tesz. (A (;1) = 6 lehet6ség mindegyike szerepel a harom definiciéban.)

Ebbdl adodik az allitas. [ |

2. Grafok él-kromatikus szama
Emlékeztets. A(G) = n%/f%) d(z), a G graf maximalis fokszama.
HAS
Nyilvanvaléan A(G) < x.(G). Az alabbi példak mutatjak, hogy az egyenlétlen-
ség két oldala kozott lehet kiilonbség.

Példa. Cy11 paratlan kor (kK € Z*). Konnyen lathato, hogy A(Corr1) = 2 és
Xe(Cort1) = 3. Az alabbi abra a k = 4 esetet mutatja.

Példa. Ky,.1 paratlan pontu teljes graf. Ekkor A(Kopi1) = 2k és xe(Kopy1) =
2k + 1. Az alabbi abra kilenc pont esetén mutat egy optimalis élszinezést.

Példa. Legyen T}, az a graf, amelynek harom cstcsa és barmely kettét & parhuzamos
&l koti 6ssze. Ekkor barmély két él szomszédos. Igy A(Ty) = 2k és xo(Tx) = 3k. Az
alabbi abra a k = 3 esetet mutatja.

Egy graf élkromatikus szaméat a maximalis fokszdmmal méar korlatoztuk alulrél
(A(G) < xe(GQ)). A kovetkezs két tétel fels korlatot is ad. A masodik tételt
igazoljuk is.
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3. Tétel (Shannon tétele). Legyen G hurokél-mentes grdaf. Ekkor

X(6) < SA@).

4. Tétel (Vizing tétele). Legyen G egyszert grif. Ekkor
Xe(G) < A(G) + 1.

Bizonyitas. Adott egy G egyszerd graf. Be kell latnunk, hogy élei jol szinezheték
aP=1{1,2,...,A(G) + 1} palettaval.

Legyen V(G) = {vi1,...,v,} és legyen G; = G|, v}- i-re vonatkozo teljes
indukcioval belatjuk az allitast G;-re. Bizonyitasunk konstruktiv lesz, azaz G; egy
jo-él-szinezésébdl megkonstrualunk G,y jo-él-szinezését. Azaz G; élszinezését ki-
terjesztjiik a v;yq-re illeszkedd G;-hez halado élekre (amik kezdetben szinezetlenek).
Legyen F' a G; és v, kozotti élek halmaza, igy |F| = d|a,,, (viq1) =: d.

G; élszinezésének kiterjesztése fazisokban torténik. Legyen H := {szinezetlen élek}.
Kezdetben H = F'. A Kkiterjesztés soran a H halmaz élei egyenként szint kapnak.
Igy |H| csokken, amig H = () lesz (azaz Gy, teljesen élszinezett).

Legyen O := {F-beli ¢lek, amiknek mar osztottunk szint}. Azaz OUH = F és
|OUH|=|0|+|H| =d.

Minden H-beli e élhez tartozik egy lehetséges szinek halmaza. Azaz az aktualis
szinezésben megnézziik a két végpontjara illeszkedd szinezett élek szineit (ezek 7'(e)
halmaza tiltott szin szaméara). L(e) = P — T(e), azaz a palettank nem tiltott
szineinek halmaza.

Kezdetben minden e € H = F élre |L(e)| > 2. Valoban egy zv;41 € H = F él
esetén csak az z-re Gj-ben illeszkedd elek szinei tiltottak. Ezen élek szama d|g, (z) <
d(zr) — 1 < A(G) — 1. Igy

|L(e)| =|P| — |{ z-re vagy v;-re illeszkedd szinezett éle szinei}|
>A(G)+1—-(A(G)—-1)=2.

Az L(e) halmazokbol kivalasztunk egy preferalt részt, amit P(e)-vel jeloliink.
Azaz P(e) C L(e), azaz P(e) mindegyik eleme alkalmas szin e szinezésére. Definiél-
juk az alabbi (x) tulajdonsagot, amit a kiterjesztés soran végig megdrziink:

(x) Mindegyik P(e) egy- vagy kételemii, tovabba maximum egy H-beli élre lesz
preferalt szinhalmaza egyelemt.

Ha e egy olyan él, amely preferdlt szinhalmaza egyelemt, akkor kivételes élnek ne-
vezziik e-t. Kivételes élekbdl vagy egy van vagy egy sincs.

Most lassuk a kiterjesztés legegyszeriibb esetét:
Moho eset: Van olyan s szin, ami egyetlen preferalt halmazban szerepel. Ha
s € P(e) (e € H), akkor a korabbi szinezés megtartasa mellett e-nek az s szint adjuk.
H — e lesz a szinezetlen élek 0j halmaza. Egy szinezetlen f élre L(f) = L(e) — {s}.
s egyedisége miatt megtarthatjuk a régi P(e) halmazokat.

Sajnos ezt a moho esetet nem hasznalhatjuk mindig.
Nem moho eset: A preferalt szinek halmazaiban el6fordulé szinek mindegyike
tobb preferalt halmazban is szerepel. Azaz s € egH P(e) esetén s legalabb kettd

P(e)-ben szerepel.
El6szor igazolunk egy lemmat a nem moho esetrdl.
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5. Lemma. A nem mohd esetben van olyan o szin, amit nem osztottunk ki O
elemein, de a preferdlt szinek kozott sincs ott. Azaz o ¢ ¢(O) = {c(e) : e € O} és

o¢ U Ple).

Lemma bizonyitasa: Legyen ¢(O) az F elemein eddig kiosztott szinek halmaza,
azaz az O-beli élek szineinek halmaza. O elemei 6sszefutnak v;;1-ben, azaz a szineik
kiillonbozsek, |c(O)| = |O|. A nem moho esetben

ZHIP(6)| Vet
Ple)| < £ <ol [
|y Pl < — <2l —|h]

Azaz ¢(O) és éJH P(e) egyiitt is egy legfeljebb

Ol +|H|=[F|=d=d

Git (UiJrl) < A(G>

elemi szinhalmazt adnak. Azaz palettanknak garantaltan lesz szabad szine. Q.e.d.

Legyen c; egy a lemma altal garantalt szin. Legyen ¢y az a szin, amelyre {cs}
a kivételes él preferalt szinhalmaza, illetve tetszGles szin egy preferalt halmazbol,
amennyiben nincs kivételes él. Legyen f = xv; 1 az az él, amely a kivételes él, vagy
amennyiben ilyen nincs, egy olyan él amely preferalt szinhalmazaban szerepel cs.
Mindenképpen ¢y € P(f).

P={

Gi41-b6l emeljiik ki a ¢; és ¢y szint éleket: Osszes V(Gjy1) cstics és a ¢y, ¢p szint
élek grafjaban minden fok legfeljebb 2, azaz a komponensek szinalternélé utak vagy
korok.

Az x cstucs komponense sziikségszertien ut: ¢y € P(f) és P(f) definicidja miatt
x-re nem illeszkedhet ¢y szint él. Legyen ez egy U zy-ut, amiben x-re maximum egy
¢y szind él illeszkedik (elképzelhetd, hogy x-re nem illeszkedik sem ¢, sem c¢q szind
él sem).

U mentén cseréljiik fel a szineket! Ekkor megmarad a szinezés j6 mivolta. Vala-
mint f-re mar nem illeszkedik ¢, szint él, azaz kaphatja a c¢; szint.
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‘ 3 ¢
atszinezes

A

Az L(e) halmazokat is tjra kell értékelni: Azon éleknek, amelyek nem az U ut
valamelyik csticsaba vezetnek a lehetséges szinhalmaza nem valtozik. Azon élek-
nek, amelyek az U Ut koztes csticsaba vezetnek szintén nem véaltozik a lehetséges
szinhalmazuk!

Baj akkor van, ha v;1-b6l vezet egy g él y-ba (y # x). g nem volt kivételes
él, tehat ha P(g) « P(g) — {c2} valtoztatéast hajtjuk végre, akkor P(g) egyelemiivé
valtozik vagy kételemd marad. A () tulajdonsag mindenképpen megmarad! [

Megjegyzés. A bizonyitashol egy algoritmus is kiolvashato, ami egyszerd grafokat
a Vizing-korlat méretd palettaval jol-élszinez.

3. (Cstcs)szinezések

Ebben a fejezetben egyszerti grafokkal dolgozunk, tehat itt minden grafon egyszert
grafot fogunk érteni. EmlékeztetGként idézziink fel néhany korabban tanult defini-
ciot és tételt.

Definicié. Egy ¢ : V(G) — N7 leképezést a G graf egy (cstics)szinezésének nevezziik.
A ¢(v) ,szam" a v csics szine.

Definicié. A G graf egy szinezése jo szinezés, ha minden e € FE(G) élre e = uv
esetén c(u) # c(v).

Definicié. A G graf egy szinezése k-szinezés, ha a felhasznélt szinek szama k.

Definicié. Egy G graf kromatikus szama

X(G) = min {k : G-nek létezik jo k-szinezése} .
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Definicié. A G graf esetén egy F' C V(G) csicshalmazt fliggetlen ponthalmaznak
neveziink, ha barmely két F-beli pont kozott sincs él.

Definicié. a(G) = max {|F| : F fiiggetlen ponthalmaz G-ben} .

Definicié. A G graf esetén egy K C V(G) cstucshalmazt klikknek neveziink, ha
barmely két K-beli pont kozott van él.

Definicié. w(G) = max {|K| : K klikk G-ben} .

Megjegyzés. Tetszleges G grafra x(G) > w(G). Ez kovetkezik abbdl, hogy egy
klikkben minden csiicsnak més-mas szint kell adnunk j6 szinezésnél. Egy jo szi-
nezésnél az azonos szind cstcsok egy fiiggetlen ponthalmazt alkotnak. Igy egy jo
cstcsszinezés felfoghato mint V(G) fliggetlen halmazokra valo osztalyozasa.

3.1. A kromatikus szam és a derékbéség paraméter

6. Tétel BSc. Létezik olyan {G,} grdfsorozat, melyre teljesiil, hogy w(G,) = 2
(azaz G hdromszégmentes), illetve x(G,,) — 00, ha n — 0.

Vegyiink egy olyan grafot, amelyben nincs haromszog. Tegyiik fel, hogy ennek a
grafnak egy pontjaban allunk. Ez a pont a szomszédaival egyiitt egy csillagot feszit
ki, ami az eredeti graf részgrafja. Egy ilyen helyzet lathato a fenti abran. Ezen lokalis
részeket latva semmilyen nehézséget nem érzékeliink. A graf globélis szinezéséhez
sziikséges szinszam tetszGlegesen nagy lehet. Ez ravilagit a probléma nehézségére.
A nehézség formalisan is igazolhato: ez az egyik alap N P-teljes probléma (szerepel
Richard Karp 1972-ben 6sszegytijtott 21 NP-teljes problémaja kozott).

Definicié. Tetszbleges G graf esetén rogzitsiink egy o € V(G) csucsot, és tetszdleges
r € NT esetén definialjuk a kovetkezs részgrafot:

B(07 7’) =G |{U€V:d(o,v)§r};
ahol d(o,v) a legrévidebb ov 1t hosszét jeloli.

Az el6z6 példanal erdsebb feltétel is adhato. Az eléz6 példaban B(o, 1) gémbok
esetén lattuk, hogy a kromatikus szam tetszélegesen nagy lehet amelett, hogy gomb-
jeinkben minden a legegyszeriibb. De nem kell az r-et 1-nek valasztani, tetszéleges
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sugar esetén is igaz: attél még, hogy minden B(o,r) (0 € V(G)) esetén paros grafot
JJatunk" a kromatikus szam tetszslegesen nagy lehet.

Az, hogy a G grafban nincs haromszog, ekvivalens azzal, hogy w(G) < 2, azaz
B(o,1) csillag, azaz B(o,1) paros graf. Hasonloéan B(o,r) is paros graf, és ez azzal
ekvivalens, hogy G-ben nem létezik 2r + 1 hossza, vagy rovidebb paratlan kor.
Tovabb erésitjiik a feltételt: azt mondjuk, hogy G-ben legyen minden kor legaldbb
2r + 2 hosszi, azaz minden rogzitett o kozéppontra B(o,r) egy fa. Ez az erdsitett
feltétel mellett is a globélis kromatikus szam tetszGlegesen nagy lehet.

Definicié. A G graf derékbdségének (girth) nevezziik azt a g(G) szamot, amelyre
g(G) = min {l : G-ben létezik [ hosszu kor} .

A kovetkezSkben arra keressiik a vélaszt, hogy, ha adott egy v és egy 7 pozitiv
egész szam, akkor létezik-e olyan G graf, melyre v < g(G) és x(G) > 7.

7. Tétel (ErdGs Pal). Bdarmely v, € NT szamokhoz létezik olyan G grdf, amelyre
g(G) > és x(G) > .

Bizonyitas. Nem konstruktiv bizonyitast adunk a tételre. (Konstruktiv bizonyita-
sok is léteznek, de azok nehezebbek.) A kovetkezSkben egy valoszintiségszamitasi
modszeren alapuld bizonyitast mutatunk meg.

Legyen V egy n elemt csiicshalmaz. Most csak annyit kell tudnunk n-rél,
hogy elég nagy. A tovabbiakban is fogunk ilyen elére kijelentett ,igéreteket" tenni,
és ezeket vastag betttipussal fogjuk jelolni. Majd a bizonyitas végén megmutatjuk,
hogy ezek az igéretek valoban teljestilhetnek. Barmely V-beli pontpéarra behtuzzuk a
kozottiik 16ve élt p valoszintiséggel (azaz az Ossze nem kotottség valoszintisége 1 —p).
A p értékét késébb adjuk meg. Persze ezzel azt igérjiik, hogy 0 < p < 1. Ezzel
a modszerrel felépithetiink egy grafot, egy valészinUségi valtozot. Ez az Erdss—
Rényi-véletlen-grafmodell, jelolése (G, ).

Bevezetiink egy 0j paramétert, legyen ez t. Jeldlje A; azt az eseményt, hogy
a(@) < t. Ez azt is jelenti, hogy G-ben nincs ¢t + 1 elemii fiiggetlen ponthalmaz.
Jelolje Fr pedig azt az eseményt, hogy R fiiggetlen ponthalmaz G-ben. Ekkor a
modell leirdsabol azonnal kovetkezik, hogy

P(Fa) = (1-p)(2).

Ervényes tovabbé az alabbi Osszefiiggés:

Ez a bonyolultnak ting kifejezés maris egyértelmiivé valik, ha szavakba ontjiik,
hogy mit jelent. Annak a valészintisége, hogy a(G) < t, megegyezik annak a valoszi-
ntiségével, hogy nem létezik ¢t 4 1 elemt fliggetlen csiicshalmaz, ami pedig 1 minusz
annak a valoszintisége, hogy létezik ¢t + 1 elemt fliggetlen csicshalmaz, és pontosan
ezt a valdszintiséget irja le az egyenlGség jobb oldala.
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Felhasznélva azt a mértékelméleti tényt, hogy

]P’(OEZ) giP(E

azt kapjuk, hogy
t+1
P(A) > 1 - (tﬁl) (1 —p)( 2 ) .

Felhasznaltuk azt is, hogy ( tag uniojat kell nézni, illetve az unié mogott allo

i)
t+1

Frreigaz aP(Fr) = (1 — p)( 2) osszefiiggés. Tovabb alakitva az egyenlStlenséget,
azt kapjuk, hogy

t(t+1)

P(A;) > 1 _ ittt (1 —p)(t?) =1 —nt+1(1 e [n(l _p)%}t+1'

A t paramétert a kovetkezSkben ugy vélasztjuk majd meg, hogy az
egyenlet jobb oldala nagyobb legyen mint 1 55 illetve az n ,sokkal nagyobb"
legyen, mint a t.

Attériink egy 1j gondolatmenetre, amely a derékbéség nagysaganak garantala-
sahoz vezet. Jeloljik &,-val azt a valosziniségi valtozot, amely megadja a 7-nal
nemhosszabb korok szamat G-ben. Keressiik ennek a varhato értékét. Ehhez vezes-

siik be a
fo = 1, haC CG,,
“ 0, kiilsnben
valoszintiségi valtozot, ahol C egy lehetséges kor. Ekkor
Y
2( ¥ «)-3( T ee) W
Chossza<+y =3 \Chossza=I

Ha a C hossza f, akkor E (£¢) = p’. Hany darab lehetséges ¢ hosszii kor van?

A valasz (’;) (£—21) , ugyams a csucsokat ( ) féleképpen valaszthatjuk ki, és ezeket a

kivalasztott [ pontokat ( felekeppen rendezhetjiik korbe. Felhasznalva az
—1)! — _ l l
n\ (I 1).:n(n 1)...(n l—|—1)<£<£
l 2 21 — 2076

egyenlStlenséget, felirhatunk E (&,)-ra egy felsé becslést:

TP SCIER S X
=3

A (!) becslésnél feltessziik, hogy np > 1. Tovabba p-t gy fogjuk meg-
valasztani, hogy
)7 _m
6 4
teljesiiljon. Ha ez teljesiil, akkor a Markov-egyenlStlenséghdl adodik, hogy

(<D
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Ezek utan felirhatjuk a P (.At A (f7 < g)) > (0 megallapitast, mivel a A két oldalan
allo események valdszintisége kiilon-kiilon legalabb %

Ebbdl kévetkezik, hogy létezik olyan G graf, amelynek n cstcsa van, és amelyre
teljesiil a kdvetkezds két allitas:

e A G-ben 1év6 y-nél nem hosszabb korck szama 7-nél kevesebb.

o o(G) < t.

Vegyiik ezt a G grafot, és minden y-nal nem hosszabb korbél hagyjunk el egy-egy
pontot, jelolje az igy kapott grafot Gy. Ekkor Gy-ban nincs legfeljebb ~ hosszusagu
kor (g(Go) > ), csticsszama legalabb 2, azaz |V(Go)| > 5, és a(Go) < t. Tovabba
igaz a

n/2 n
Gy) > —‘t—=—>
X(Go) === =g 27
becslés is, feltéve, hogy n > t, azaz, ahogy azt a bizonyitas elején is irtuk,
n elég nagy. Abbol, hogy
(np)” _n
_ < J—
R 1
adja magat a p valasztasa. Ugyanis keressiik p-t gy, hogy v(np)” = n, azaz p =
1

1 <E> TA p-re ebbdl mar kdvetkezik, hogy mindig 0 és 1 kozott van, illetve az is

n \ v
np > 1. Bevezetd analizisb6l ismeretes, hogy (1 — %)n el s6t (1 — p)% <
Ekkor

[

asa= oy

pt

és t értékét gy akarjuk megadni, hogy <(1 - p)%> P < # teljesiiljon. A t paramé-
tert ezek alapjan konnyen meghatérozhatjuk:
1 pt pt 41nn

(—) :—2<:>e7:n2<:>—:21nn<:>t: .
n 2 p

Az esetleg hianyzo igéretek ellenérzése egyszeri aritmetikai szamolas. Azokat elvé-
gezve a tétel bizonyitasa itt véget ér. [ |

3.2. Nem k-szinezhets grafok

Emlékeztet6iil megint idézziink fel két allitast:
e (G nem 2-szinezheté <= G-ben létezik paratlan hosszi kor.
e ( nem 3-szinezheté <= G-nek részgrafja a K, (K4 = 4 cstcsu teljes graf).

Megjegyzés. A masodik allitasaban a = irany nem teljesiil, és nem is tudunk jo
jellemzést adni arra a problémara.

Tehat K, részgraf felmutatasa egy j6 modszer nem-3-szinezhetdség bizonyitasara.
(Jo és gyors, hatésos.) De a modszer nem teljes. A kovetkezSkben Hajos Gyorgy
egy teljes modszerét ismertetjiik annak igazolasara, hogy egy graf nem k-szinezhetd.
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Definicié. A kovetkezSkben definidlunk harom grafokon elvégezhets operaciot.
(Opl): El vagy cstics hozzaadasa a grafhoz. (Bévités.)

(Op2): Két nem szomszédos csucs (x,z') azonositasa. Ha z cstucs szomszédsagat
N(z)-szel jeléljiik akkor az Osszevonassal keletkezett pont szomszédsaga megegyezik

N(z)U N(z')-vel.
(Op1) (Op1)

V)
s

( Op?)%‘

(Op3): HaJos operacio Ha(]osa (G, G’ Legyen e € BE(Q),¢ € E(G"), € = zy,

& =aly. Az operacié eredmeényét Jeloljuk H-val. V(H) = (V(G) — {=z})U(V(G) —

{x’})U{[w]}, E(H) = (E(G) — {e})U(E(G") — {'})U{za'}, az illeszkedés pedig ter-
mészetes. A formélis definicié megértését a mellékelt abran tesztelni lehet.

8. Lemma. Ha G és G' nem k-szinezhetd, akkor G, G és Hajos(G,G") sem k-
szinezhetd.

Az el6z6 Lemma nyilvanvaloan ekvivalens a kovetkezével:

9. Lemma. Ha GTés G k-szinezhets, akkor G is az. Ha Hajos(G, G") k-szinezhetd,
akkor G vagy G’ is az.

Megjegyzés. Gtés G esetén a Lemma nyilvanval6, ugyanis tébb objektum esetén
nehezebbé valik a szinezés. Hajos(G, G') esetén is egyszeri az allitas.

Definicié. A G graf Hajos-konstrualhaté Ky 1-ekbdl, ha létezik olyan Gy, Go, ... G|
sorozat, hogy mindegyik G; vagy Kj.1, vagy a korabbi grafokbdl a fent leirt harom
operécié valamelyikével nyerhetd.

10. Kovetkezmény. Ha G Hajos-konstrudlhato, akkor G nem k-szinezhetd.
A kovetkezmény bizonyitasa teljes indukciéval torténhet.

11. Kovetkezmeény. Nyilvin G1 mindig csak K1 lehet, Gy pedig csak K1 vagy
eqy olyan grif, ami Ky, 1-b6l (Opl1) operdcidval kaphato ((Op2) nem alkalmazhato
teljes grdafokra).
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Példa. Bizonyitsuk be, hogy az 5-kerék nem 3-szinezhetd.

WWV /@?

El6szor a Gy és Gy grafokon hajtjuk végre az (Op3) operaciot, ezért az igy kapott
G5 graf nem 3-szinezhets. A G5 grafon pedig az (Op2) operaciot hajtjuk végre, és
az eredmény a szintén nem 3-szinezheté G, graf lesz, amit 5-keréknek neveziink.

12. Teétel Hajos Gyorgy. G nem k-szinezhetd <= G Hajos-konstrudalhato Kj.yq-
bél.

Bizonyitas. A < irany nyilvanval6, a = iréanyt pedig indirekt moédon bizonyit-
juk.

Tegyiik fel, hogy 1étezik ellenpélda, azaz létezik olyan G nem k-szinezhetd graf,
ami nem Hajos-konstrualhato. Tegyiik a G grafot telitetté, azaz adjunk hozza éleket
mindaddig, amig az ellenpéldara vonatkozo két tulajdonsag teljesiil. Igy kapjuk a
G grafot. A bizonyitas folytatasa el6tt sziikségiink van néhany definiciéra, illetve
egy nagyon fontos lemmaéra. A Hajos-tétel bizonyitasat a lemma bizonyitasa utan
folytatjuk.

Definicié. Egy G graf teljes r-részes graf, ha a V(G) csucshalmaz r darab osztaly
unioja, és az F(G) élhalmaz pedig az Gsszes keresztél az osztalyok kozott.

Példa. 4-részes teljes graf példaul a kovetkezs:
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Definicié. A teljes r-részes graf ekvivalens definicidja a kovetkezs: az egyenlének
vagy nem Osszekotottnek lenni" relacié ekvivalenciarelécid, tovabba az ekvivalecia-
relacié osztalyainak széma r.

13. Lemma. G*! teljes r-részes grdf.

Bizonyitas. A bizonyitas indirekt modon torténik. Tegyiik fel, hogy G nem
teljes r-részes graf, azaz az ,egyenlének vagy nem 0Osszekotottnek lenni" relacio
nem ekvivalencia. Ekkor nyilvan csak a tranzitivités sériilhet, azaz léteznek olyan
x,y,z € V(G") kiilonbozs pontok, hogy xy, 2 ¢ E(G'), de yz € E(G'!). Ekkor
elvégezhetjiik az (Op2) bovités operaciot kétféleképpen:

Ha erre két grafra végrehajtjuk a Hajos,, ..( tel GIel) operaciot, akkor a kivetkezd
grafot kapjuk:
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A kapott grafban minden G!-beli a pont azonosithaté a neki megfelels Gi'-beli
ponttal ((Op2)). Igy megkapjuk a G grafot. Ez azt mutatja, hogy G Hajos-
konstruédlhato, és ez ellentmodas. [

Hajos-tétel bizonyitasanak folytatisa. Emlékezziink, hogy a tételt indirekt moédon
kezdtiik bizonyitani, azaz feltettiik, hogy létezik olyan G nem k-szinezhets gréaf,
ami nem Hajos-konstrualhato. Telitettiik a G grafot, és az igy kapott G grafrol
belattuk, hogy teljes r-részes graf. Folytatva a bizonyitast két eset lehetséges.

1. eset: Ha r > k + 1, akkor G grafnak létezik egy k + 1 pontt teljes rész-
grafja, ugyanis minden osztalybol egy tetszGleges csiicsot kivalasztva egy ilyen
részgrafot kapunk. A részgrafsig miatt G megkaphato K, 1-b6l egyszerii
bévitésekkel, azaz az (Opl) operacié tobbszori alkalmazasaval. Ez viszont
ellentmond annak, hogy G* nem Hajos-konstrualhato.

2. eset: Ha pedig r < k, akkor nyilvanvald, hogy G* graf k-szinezhetd, ami
szintén ellentmondés.

Mindkét esetben ellentmondésra jutottunk, igy ezzel a Hajos-tétel bizonyitésa véget
ért. [ |
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