Diszkrét Matematika-Grafelmélet MSc hallgaték szamara
1. Fokszamsorozatok, fak osszeszamlalasa

Eléado: Hajnal Péter 2011-12. &szi félév

Az el6adas célja a BSc-n szerzett tudasunk mélyitése, kiterjesztése. Sokszor
vissza kell utalnunk, fel kell idézniink ott elhangzott fogalmakat, Osszefiiggéseket.
Az ilyen ,,emlékeztetSk” rendszeresen megszakitjak az elGadést.

A jegyzet tartalmazhat az el6adason el nem hangzott plusz anyagot. Ezek nem
képezik a vizsga anyagat. Az érdkl6dé megértését segitheti, ha elolvassédk ezeket.
Ha valaki csak a kurzus teljesitését tiizi ki célként, dtugorhatja ezeket a részeket,
amelyeket + jellel jelolok.

Emlékeztetd. 1dézziink fel néhany fontos grafelméleti fogalmat. Grafnak nevezziik
azokat a (V, E,I) harmasokat, ahol V' és E tetsz6leges diszjunkt halmazok, I C
V' x E illeszkedési relacio. A V halmazt a graf csicshalmazéanak, E-t élhalmaznak
nevezzilk. Azt mondjuk, hogy a v csucs illeszkedik az e élre, ha (v,e) € I. Az
illeszekdési relacié olyan, hogy minden élre egy vagy két cstcs illeszkedik.

Az egy cstcsra illeszedd éleket hurokéleknek nevezziik. Ezen élekre ius ugy gon-
dolunk, hogy két végpontjuk van, de azok egybeesnek. Azaz minden élnek két
végpontja van (multiplicitassal szamolva) Ha e; és es olyanok, hogy ugyanazon
cstcs(ok)ra illeszkednek, Sket parhuzomos éleknek nevezziik. Az olyan grafokat,
amelyek nem tartalmaznak hurokélt és parhuzamos éleket, egyszerti grafoknak hiv-
juk. Ekkor az élek azonosithatok két végpontjuk halmazéval. Azaz a pont-él illesz-
kedési relacid helyett egy a csticsok halmazan értelmezett szomszédsagi relacioval
dolgozhatunk, vagy E0t tgy tekinthatjiik, mint a (‘2/), a csucshalmaz kételemd rész-
halmazait tartalmazé halmaz egy részhalmaza.

Egy cstcs fokan a csicsra illeszkedd élek szamét értjiik, ugy szamolva, hogy
minden hurokél kétszer illeszkedik egyetlen pontra. Hurokélmentes grafok esetén ez
egyszertisodik a csilicsra illeszkedd élek szaméra. Egyszert grafok esetén egy cstcs
foka, a cstcsra illeszekdd élek szama ugyanaz mint a szomszéd csicsok széma.

1. Fokszamsorozatok

Definicié. A dy, ..., d, szamsorozatot a GG graf fokszamsorozatanak nevezziik, ha G
fokainak nemcsokkend sorozata. Specidlisan n = |V|, d; < ... < d, teljesiil.

Tehat a fokszamsorozatbol kiolvashatoé a csticsok szama. Megjegyzezziik, hogy
a fokszamsorozatbol a graf élszama is kiolvashato az Y ., d; = 2|E| Osszefiiggés
alapjéan.

A témakor alapkérdése a kovetkezd: adott {d;}F, szamsorozat mikor lesz vala-
mely G graf fokszamsorozata? (Ekkor azt mondjuk, hogy a sorozatot realizalja a G
graf.)

Feladat. +

(i) A {d;}?, szamsorozat pontosan akkor realizalhato, ha > | d; paros.
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(ii) A {d;}?_, szamsorozat pontosan akkor realizalhat6é hurokél nélkiili graffal, ha
1. >°" , d; paros, és
2. dy, <dy+--+dy1.
(iii) {d;}7_, akkor és csak akkor realizalhato egyszerii graffal, ha
diy .yt dng, — Lidp g, — 1, dpy — 1
(ha sziikséges, rendezés utani) sorozat is.

A fenti feladatok alapjan egyszertii algoritmus adhaté annak eldontésére, hogy
természetes szamok egy sorozata realizalhato-e graffal, hurokél nélkiili graffal, illetve
egyszeru graffal.

Példa. 1,2,3,3,4,4,6,6,8,9 realizalhato-e egyszerd graffal?

A fenti feladat alapjan ez akkor és csak akkor teljesiil, ha az alabbi sorozatok is
realizalhatok egyszertd gréaffal:

0,1,2,2,3,3,5,5,7

0,0,1,1,224.4

0,0,1,0,1,1,3 — 0,0,0,1,1,1,3

0,0,0,0,0,0

Ez utobbi sorozatot az élnélkiili graf (iires graf) realizalja. Igy az eredeti sorozat
realizacioja is megoldhato.

Példa. 2,2,3,5,6,6,6,8,8 realizalhato-e egyszeri graffal?

A fenti feladat alapjan ez akkor és csak akkor teljesiil, ha az alabbi sorozatok is
realizdlhatok egyszeri graffal:

1,1,2,4,5,5,5,7

0,0,1,3,4,4,4

0,0,0,2,3,3

0,0,-1,1,2

Nyilvan nem realizaltd az utols6 sorozat. A feladat alapjan egyik sorozat sem
realizalhato.

Ha a feladatokat konstruktiven oldjuk meg, akkor algoritmusunkat tigy is meg-
irhatjuk, hogy relaizacio esetén meg is adjon egy realizald grafot.

* * *
Emlékeztetd. Fa, 4ghajtas operacio, fak élszama.

1. Tétel. Tegyiik fel, hogy n > 2. Ekkor a {d;}}_, sorozat pontosan akkor realizdl-
hato faval, ha > d; =2n —2 és dy > 0 teljesiil.

Bizonyitas. A feltételek sziikségessége konnyen adodik, hiszen barmely fa 6sszefiig-
g0, igy di > 0, masrészt egy n-pontt fanak n—1 éle van, igy > | d; = 2|E| = 2n—2
is fennall.

Az elégségesség bizonyitasa n szerinti teljes indukcioval torténik. Ha n = 2,
akkor a feltételek miatt d; = dy = 1, és ezt realizélja a kétpont, egy élt tartalmazo
graf. Tegyiik fel, hogy n — 1 csicsra igaz az allitds, és n > 3. Ekkor egyszert
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szémolassal 1 < Z— < 2 adodik, és persze d; < Zim b g d, > Zn:Tld teljestil.
Ebbél di < 2, és d > 1 adodnak. A fokszamok egeszek azaz di = 1, és d,, >
2. Igy a dy,ds,...,d, — 1 sorozat rendezésével kapott szamsorozat is teljesiti a
tételbeli feltételeket, tehat az indukcits feltevés szerint faval realizalhato. Ebbdl a
fabol megkaphato az eredeti fokszdmsorozathoz tartozo fagraf egy, a d,,-hez tartozo
cstcshol torténd dghajtéassal. [ |

Az indukciés bizonyitasunk olyan, hogy alapjan konnyen tervezhetd algoritrmus,
ami egy szamsorozatrol eldonti, hogy realizédlhato-e faval. Tovabba, ha a sorozat
realizdlhato akkor meg is ad egy realizalo fat.

A bizonyitas nagyon természetes volt. minden fa elGallithato egy eggyel keve-
sebb pontu fabol egy aghajtas operacié alkalmazaséval. A gondolatmenet felirja egy
lehetséges kisebb fa sokszdmsorozatat és indukciot alkalmazhatunk. Figyelmesebb
munkaval az Osszes lehetséges kisebb fa fokszamsorozatat meghatérozhatjuk. Ezen
gondolamenet elvezet a realizalo fak teljes listdjat generalo algoritmushoz. Az ér-
deklsdé hallgaté megtervezheti ezt az algoritmust. Mi csak egy matematikai allitast
fogalmazunk meg ezzel kapcsolatban.

2. Tétel. Legyen {d;}1, C N,n > 2 fokszdmsorozat olyan, melyre teljesil a d; > 1
feltétel és

> di=2(n—1)

i=1
eqyenldség, ekkor ezen fokszdmsorozatot realizdlo fik szama:

(n—2)! U d—l

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy 1 < d; < dy --- < d, és a realizal6 fa csucsai
{v;},, ahol d(v;) = d;. Tudjuk, hogy

igy dy = 1, azaz a v; cstucs minden realizald faban levél. A realizalo fakat n — 1
diszjunkt csoportba oszthatjuk aszerint, hogy a wv; cstcsnak melyik masik cstics a
szomszédja. Ha realizaljuk a ds,ds,...,d;_1,d; — 1,d;yq,...,d, fokszamsorozatot
faval, akkor megkapjuk az eredeti fokszamsorozat egy realizacidjat, amelyben wv;
szomszédja v;.

Ezt felhasznalva teljes indukcioval igazoljuk a formula helyességét. Az allitas
n = 2 esetén nilvanvaldan igaz. Tegyiik fel, hogy teljesiil n — 1 csticst fak esetén.
Ekkor a {d;}", fokszamsorozatot realizalo fak szdma

n

= 1 dj—1 " 1
2 (n=3) (11 (di — 1)!) (dj— 1) (H (di — 1)!) N

7j=2 i=j+1
n 1 n n
(n—3)1<H—<d._1)')Z(dj— n—2|Hd_1
i=1 \ " ) oj=2 i=1

Vegyiik észre, ha kisebb faban v; foka esik le d; — 1-re, akkor 1/((d; — 1) — 1)!
helyett (d; —1)/(d; —1)! formuléval dolgozunk. Ez akkor is igaz, ha d; = 1. Valoban,
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ebben az esetben v, szomszédja nem lehet v;, és a lehet&ségek Osszeszamlalédsakor 0
hozzajarulast konyveliink el. |

3. Kovetkezmény (Cayley). Az n csicsi teljes grdf, K, feszitdfdinak szima n"™ 2.
Megjegyzés. Fontos tudatositanunk, hogy két feszitéfat kiillonbozének tekintiink,
ha az élhalmazuk kiilénb6z6, azaz nem izomorfiatipusokrol van szo. Példaul a
V19, VU3 Eleket és a vyuy, v1vg Eleket tartalmazo két fa (a {vy, vo, v3} csicshalmazon)
izomorf, azonban két kiilonb6z6 fanak szamit.

Bizonyitas. Az Gsszes n csucsu fa K, egy feszit6faja, igy fokszdmsorozataik szerint
csoportositva K, feszitéfainak szdmara a kdvetkezs Osszefiiggés adodik

n

1 n—2)!

dl,dg,‘..,dnENzl =1 6717672,“.’&'”61\1 Hi=1
ditdattdn=2(n—1) di+dot-tdn=n—2

ahol OAZ; = d; — 1. Vegyiik észre, hogy a (1) egyenlGség jobb oldala a multinomialis
tétel egy specialis esetében is elGfordul, igy

n—2)!
3 (n—2)!

—
— T " d;!
di+da+-+dpn=n—2 [T di

—N ~ — —
> u1d11d2---1dn:(1+1+---+1)"—2=n"—2.

H?=1 d;!

di+da+-tdn=n—2

2. + Cayley tételének kombinatorikus bizonyitasa

A Cayley-tétel allitasaban rejls osszeszamlalasi feladatra nagyon kompakt, szép for-
mula adja meg a valaszt. Sejthetd, hogy az egyszert alakii eredményhez szép, kom-
pakt érvelés is elvezethet. Kettst is ismertetiink.

Elsé kombinatorikus bizonyitas Cayley formularara (Priifer)

Tekintstink egy tetsz6leges T fat V' = {1,...,n} cstcshalmazzal, |V| > 2. Be-
vezetjiikk T Priifer-kodjanak fogalmat, amelyet a kovetkezd algoritmus hoz 1étre. Az
algoritmus sorén egy valtozo T; fank lesz, ami kezdetben T, igy Ty = T'.

Legyen vy a minimaélis indext levél a faban (minden legalabb két pontu faban van
legalabb két levél, igy vy definicioja jo), ki pedig legyen vy szomszédja. T jeldlje azt
a fat, amelyet Ty-bol a v; cstics (és vik; ¢él) elhagyaséval kapunk. Altalaban v;, k;, T;
rekurziv definicidja: v; a legkisebb indexii levél a T;_; faban, k; pedig v; szomszédja.
A T; fa a v; levél elhagyasaval kaphato T;_1-bsl. Ha |V (T;)| = 1, akkor megallunk.
Példa:
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| [1]2]3[4][5]6]7]8]

v [1]4|3[5]62]7|8
Ei |213(2(6[2]9]9]9

A T fa Priifer-kodja a ki, ko, ..., k,_o sorozat. Példankban a fa kodja 2326299.
|V |—2-szer .
Tehat a kod eleme a V x ... x V = VIVI=2 halmaznak. Mivel ezen halmaz n" 2
elemszam, a Cayley-tétel bizonyitdsahoz elegendé kimutatni, hogy a Priifer-kodolas
bijekci6 (azaz van hozzé inverz, dekodold fiiggvény).

Megjegyezzik, hogy k,_ et azért hagytuk ki a kodbol, mert az sziikségszertien
n, a legnagyobb cstucs. Ugyanis amikor 6sszegytjtjiik a leveleket, akkor legalabb két
lehetséghez jutunk. A minimélis levél tehat biztos nem n lesz. Specialisan T),
egyetlen csicsa n lesz, ami egyben v,,_; szomszédja.

Megadjuk ezek utédn a kod visszafejtését, ami igazolja, hogy a Priifer-kodolas
bijekci6. Ehhez vegyiik észre, hogy egyrészt levél nem szerepel a Priifer-kddban,
masrészt minden olyan cstcs, ami nem levél el fog fordulni. Igy a levelek hal-
maza pont a kédban nem szereplS cstucsok halmaza. wv; ennek minimalis eleme:

vy = min{ky,...,k,_2}. vy rekurziven meghatarozhat6. Azaz v, a minimalis
elem {ko,...,k,_o} komplementerébdl, I! de a V(T') — {v;} halmazban !l. Azaz
ve = min {wvg, ka, ..., k,_o}. Altaldban v; = min{vy, ..., v;_1, ki, ... kn_a}.

Az érdekléds hallgatd belathatja, hogy az igy leirt v; sorozat a kodban 1évé
k; cstucsokkal (és k,_; = m cstucesal) mint szomszédokkal egy fat ir le, tovabba a
hozzarendelés a Priifer-kodolas inverze.

Masodik kombinatorikus bizonyitas Cayley formulajara (Joyal)
Megadunk egy bijekciot a {(7,a, z) : T fa az [n] halmazon és a, z € [n|} halmaz
és az {f : [n] — [n]} figgvényhalmaz kozott. Az els6 halmaz elemei fak az [n]
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halmazon két kitiintetett csticesal (cimkézett fak), amelyekben a két cimkézett cstcs
akar egybe is eshetnek. Ezek szama a Cayley-tételben rejls osszeszamlélasi feladatra
adott valasz n?-szerese (ennyi lehetdség van minden [n] csiicshalmazi fan az a és z
cimkéjii csucs kijelolésére). A masodik halmaz elemszama n”. A két halmaz kozotti
bijekci6 igazolja azonos elemszamusagukat, igy Cayley tételét.

A bijekciéo minden F' cimkézett fahoz hozza fog rendelni egy Jp : [n] — [n]
fuggvényt, az F' fa Joyal-kodjat, amit a kovetkez6 modon kaptunk. A fiiggvény
lefrasat ismét egy példéaval mutatjuk be. Az el6z6 példa fajaban legyen a = 4 és
z = 8. Erre az esetre le is irjuk a kddolas kimenetelét.

Irjuk le az a-z 1t (ez faban egy j6l meghatarozott tt) csticsait 2-féle sorrendben
egymas ala:

e novekvs sorrendben (példankban 2 3 4 8),
e a-t0l z-ig az uton valo haladas sorrendjében (példankban 4 3 2 8).

A két csticsok/szamok sorrendjét irjuk egymas alé és olvassuk el mint egy per-
3 4 8
4 3 2 8)°
Az F fahoz rendelt Jp fiiggvény ennek a kiterjesztése lesz (ez a kiterjesztés méar
nem feltétleniil permutécio). Minden olyan x cstcsra, ami nem eleme az a-z utnak,
legyen f(x) := z-nek azon szomszédja, ami az uthoz kozelebb van, mint z. A
kormentesség és 6ss;ef1’igg65ég miatt ez jo definicio.

mutaciot:

4. Allitas. A Joyal-kddolds bijekcid, vagyis az f fiigguény ismeretében felépithetd az
eredets fa.

Ismét csak az inverz fiiggvényt irjuk le, mint egy dekodold eljarast. A részletek
kidolgozasa az érdeklsdd hallgato feladata.

Vegylik észre, ha x a fa egy olyan csiicsa, ami nem eleme az a-z ttnak, akkor
y = f(x)re zy a fa éle. Tehat ha ismernénk az a-z Ut csucsait, akkor méar csak
annyit kellene tenni, hogy egyrészt valamilyen médon kitalaljuk ezek sorrendjét az
a-z uton és ezéaltal meghatarozzuk az ut éleit, masrészt az taton kiviili x csticsban
behtzzuk az x f(x) éleket, és ezzel vissza is kapjuk a fat.

Az a-z 0t cstcsain az f megszoritasa permutacio, igy idegen ciklusok szorzatéra
bomlik. Ugyanakkor vegyiik észre, hogy az a-z uton kiviill az f sehol mésutt nem
miikodhet hasonloan, egy tton kiviili z csticsa semmilyen k-ra nem lesz f*(z) = .
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Valoban: Az z, f(x), f(f(z)), ... sorozatban lesz egy els6 elem, ami mar az utra
esik, és uton 1évs elemhez az f csak uton 1évs elemet rendelhet, tehat x nem térhet
vissza e sorozatban tjra.

Ezzel konstrualhatunk egy algoritmust az a-z Gt elemeinek kisziirésére. Minden
egyes csucsra vegyiik sorra az f(z), f(f(x)),... elemeket. Ha = eleme ennek a soro-
zatnak, akkor (és csak akkor) = eleme az a-z utnak. Innen megvan az it cstucsainak
H halmaza. Ezeket irjuk le névekvs sorrendben egymés mellé. Alajuk irjuk le az f
melletti értékiiket. Az f melletti fiiggvényértékek sorozata (ilyen sorrendben) adja
a a-z at csucsait, és mivel ekkor mar egymast kovets rendben allnak, ezeket a sorra
ossze kell kotni.

Befejezésiil huzzuk be az 6sszes {z f(x)|z nincs az a-z uton} élt.

3. Kirchoff tétel

Iranyitott graf alatt olyan (V, E, K, B) rendszereket értiink, ahol V' és F diszjunkt
halmazok, K, B C E xV illeszkedési relaciok, ahol minden e élre egyetlen v csiics K-
illeszkedik (az e él kezd&pontja), és egyetlen u cstics B-illeszkedik (ez e él végpontja).
A (V, E, K, B) iranyitott grafbol az irdnyitas elhagyasaval a (V, E, K U B) grafot
kapjuk. Egy irdnyitatlan grafnak irdnyitasa egy iranyitott graf, ha abbodl az iranyitas
elhagyasaval az eredeti grafot kapjuk vissza. (Ez nem egyértelmid. Egy G grafnak
2/E'l darab irdnyitasa van, ahol E’ a nem hurokélek halmaza.)

Definicié. Legyen G hurokélmentes, iranyitatlan graf. A G graf pont-él illeszkedési
matrixan a kovetkezd, |V| x |E|-s matrixot értjitkk: Mg = (my;), ahol

~_ 1, haw; illeszkedik az e; élre,
Mij = 0, kiilonben.

Hasonléan, ha G iranyitott, akkor M~ = (mij), ahol

1, ha e; befut a v; cstcsba,
mi; = § —1, ha e; kifut a v; cstiesbol,
0, kiilénben.

Vegyiik észre, hogy barmely oszlopban pontosan két darab nemnulla elem van, és
irdnyitott graf esetében ezek egyike 1, a masik —1. Ebbdl adodik, hogy M 5 sorainak
osszege 0.

Definicié. Adott egy G (iranyitott vagy iranyitatlan) graf, rogzitsiik valamely r €
V(G) cstcsat. Ekkor a (G, r) part gyokeres grafnak nevezziik. Ekkor M;" jeloli azt
a matrixot, amelyet Mg-bdl kapunk r soranak elhagyasaval.

5. Tétel. Legyen G grdf, G eqy tetszdleges iranyitdsa, és r eqy tetszdleges qyokeér.
Legyen F' C E(G) olyan, hogy |F| < |V|—1. Jeldlje Mér[F] azt a mdtrizot, amelyet
Mér-bo”l kapunk gy, hogy csak az F-beli élekhez tartozo oszlopait tekintjik. Ekkor

(1) F akkor és csak akkor a G grif egy feszitéfdjanak élhalmaza, ha det MéT[F | €
{1}
(2) F akkor és csak akkor nem eqy feszitdfa élhalmaza, ha det M [F] = 0.
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Bizonyitas. A két allitas feltételei komplementer lehetSségek. Igy elegends a két
,,akkor és csak akkor” allitas ,,akkor” részének iranyat. Valoban ekkor mindkét ,,csak
akkor” rész kovetkezik indirekt moédon a masik allités ,,akkor” részébdl.

(1): Mivel F fa élhalmaza, a hozza tartozo graf r-bél felépithets aghajtasokkal.
Jelolje v; és f; az i-edik dghajtas soran keletkezd csiicsot és élt. Vegyiik észre, hogy
ekkor egyrészt f; mindig illeszkedik v;-re, masrészt f; egyetlen, nala nagyobb indexti
cstcsra sem illeszkedik. Ez azt jelenti, hogy abban az illeszkedési matrixban, ahol
a(z r-t6l kilonboz6) csucsok és az F-beli élek is index szerint vannak felsorolva,
a f6atloban mindig +1, a f64tlo alatt pedig 0 all. Igy a matrix felsé triangularis,
és a determinansa +1. Vegyiik észre, hogy MG?T[F | megkaphato belgle sor-oszlop
cserékkel, igy a determinansuk legfeljebb elGjelben kiilonbozik. Ezzel az els6 allitast
belattuk.

(2): F egy n — 1 elemi élhalmaz egy n pontu grafban. Ez pontosan akkor
nem egy feszitéfa élhalmaza, ha van benne kor. Jelolje az F-beli kor élhalmazat
C = {ey,...,ex} (specidlisan C' C F'). A bizonyitast két esetre bontjuk a C-beli
élek iranyitésa szerint.

1. eset: C' élei csatlakozoan vannak irdnyitva.

v ee...e
e
2
) 1 -1
)
G 5 Y 11 g
%—1 e —1’..
3 . 0—11
Y Y, -11
' e
~o4 " ‘ O ‘
A r

Vizsgéljuk meg az Mz matirx C-nek megfelel§ oszlopai és koriink csticsainak
megfelels sorok taldlkozasaban allo elemeket. Nem jelent megszoritast, ha feltessziik,
hogy a cstcsok, illetve élek olyan sorrendben vannak, ahogy az abran lathato. (Ha
nem ilyen sorrendben lennének, akkor ez a sor- és oszlopcserékkel elérhets a kivant
sorrend, amely valtoztatas a determinédnsnak csak az elGjelét véltoztatja, és ez a
tétel szempontjabol lényegtelen.)

Konnytd meggondolni, hogy a kék szinti blokkban minden sorban pontosan egy
1-es és egy —1l-es szerepel, hiszen minden v;-re az ey, ..., e; élek kozil pontosan
kettd illeszkedik, az egyik befut v;-be, a mésik pedig kifut v;-bél. A kijelolt blokk
feletti és alatti részeken pedig csupa 0 értékek allnak, hiszen minden korbeli él a két
korbeli cstucestol kiilonb6z6, harmadik cstcsra nem illeszkedhet.

Innen viszont rogton adodik, hogy az ey, . . ., e; éleknek megfelels oszlopvektorok
osszege 0. Ez igaz lesz az Mé” matrixban is (ott egyetlen sor lett lehagyva M 5-bdl).

Igy a vizsgalt determinéans sziikségképp zéré (akkor is, ha az abraval ellentétben a
kék matrix egyik sora, az elhagyott, r-nek megfelels sor).
2. eset: C élei ,,6ssze-vissza” iranyitottak.

Egy él iranyitasvaltasanak hatasa az M5 méatrixra a megfelel6 oszlop elgjelval-
tasa. A 2" kiilonbozd iranyitas barmelyikébdl kiindulva iranyitasvaltasokkal eljut-
hatunk az 1. esethez. Tehat a kiindulasi és az 1. eset-beli matrix mindossze néhany
oszlopvektor elgjelében kiilonbozik. Igy a specialis (els6) esetbdl kovetkezik az alta-
lanos eset is. |
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6. Kovetkezmény. + Az My mdtriz rangjdra fenndll, hogy r(Mg) = |V| — ¢(G),
ahol ¢(G) a G grdf komponensemek szamdt jeloli.

Bizonyitas. Két esetet kiillonboztetiink meg.

1. eset. Tegylik fel, hogy G 0sszefiiges, ekkor G-ben létezik feszitGfa, legyen egy
ilyen fa élhalmaza F'. Ekkor az 1. Tétel (i) pontja alapjan det MG?T [F] egy nemeltii-
né (n — 1) x (n — 1)-es determinans, igy Mgs-ben van (n — 1) x (n — 1)-es nemzér6
részdeterminans. Ekkor M5 rangjéara a kévetkezs also korlat adodik: n—1 < r(Mg).
Mésrészt r(Mg) < n, hisz azt tudjuk, hogy Mg sorvektorainak osszege 0, igy bér-
mely n x n részméatrix determinansa 0. Osszefoglalva: n — 1 < r(Mg) < n — 1,
ahonnan nyerjiik, hogy 7(Mg) = n — 1. Mivel sszefliggd grafokban a komponens-
szam 1, ez éppen a tétel allitasat igazolja.

2. eset. Tegyiik fel most, hogy a G graf ¢ darab (¢t > 1) komponensbdl all: G =
Ly U...UL;. A komponensek osztalyozzak a cstcsok és élek halmazat is. Ezen
osztéalyozasok alapjan természetes modon blokkosithatjuk az M5 matrixot:

M; [ 0 ] 0
0 | Mz, | ©
0 | 0 [M

Nyilvan a f6atlo blokkjain kiviil minden blokk csupa zér6. Mig a diagonélis
mentén sorra az Lq, ..., L; komponensgrafok illeszkedési matrixai taldlhatok. Egy-

szerd linearis algebrai eredmény szerint M5 rangjara fennall a kovetkezs: r(Mgz) =
t

> (M} ). Minden i indexre L; mar Osszefiigg gréf, igy az 1. esetbdl kapott 6ssze-

i=1

fiiggést alkalmazva

t

r(Mg) =Y (V(L)|—1) = ZIV ) —t=[VI-t=[V]-cG).

i=1

A tovabbiakhoz sziikségiink lesz egy lineéris algebrai tételre:

7. Tétel (Cauchy—Binet-formula). Legyen A, B € R"*™. Ekkor

det(A - BT )pyp = > det A[F] - det B[F].
FC{1,...,m}=oszlopok halmaza
|F|=n
Megjegyzés. A Cauchy-Bintet-féle tétel n = m esetén (ekkor a szumma egy taghol
all) a determinansok szorzastétele.

Ha n > m, akkor a szumma iires, definicié szerint értéke 0. Koénnyen lathato,
hogy a bal oldal is 0: A sorvektorai R™-beli vektorok, szamuk tébb mint m, a
dimenzi6. Igy van koztitk nem-trivialis linearis osszefiiggés. Ez 6roklédik A - BT -re
is, igy determinansa 0.

A tétel ,,ujdonsaga” az n > m eset.

Ezt alkalmazzuk, hogy f6eredményiinket belathassuk.
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8. Kovetkezmény (Kirchoff tétele). Tetszdleges G grdf feszitéfdinak szima

det[MZ"- (MZ")T].

Bizonyitas. Irjuk fel a Cauchy—Binet-formulat az A = B = MG?T esetben:

det[MZ"- (MZ")" = Y MZ'[F]- MZ[F].
AR

Az 1. Tétel miatt ezen fenti determinansok vagy zérok vagy (—1)% vagy (+1)? alaki-
ak attol fliggben, hogy F' tartalmaz-e kort vagy sem. Ha a nulldkat elhagyjuk a fenti
Osszegbdl, akkor Y rcr 1-t kapunk. Ez G feszit6fainak szama, ahogy bizonyitani

Ffeszitéfa

kellett. [ |

Erdekesség. + Gustav Robert Kirchhoff (Kénigsberg, Poroszorszag, 1824. marcius
12.—Berlin, 1887. oktober 17.) német fizikus volt. Jelentds az aramkordk fizikajaval
kapcsolatos munkassaga. Egy aramkor felfoghaté pontok és élek halmazaként (egy
megfelel§ illeszkedési relacioval), tehat grafként. Mivel minden élen az ott folyo
aramnak iranya van, természetes hogy iranyitott grafként tekintsiink egy aramkorre
(az élek iranya egy viszonyitéasi alap, az dramerGsseg pozitiv, ha az aramlas irdnya
megegyezik az él iranyéaval, kiilonben negativ).

Kirchoff elsé torvénye szerint egy aramkorben minden csomoépontban a befolyd
aram er@ssége megegyezik a kifolyd dram erésségével. Azaz minden cstcsra felirhato
egy egyenlet, amelyben az [, (az e élen foly6 aram erdssége) valtozok szerepelnek.
Ennek a linearis egyenletrendszernek matrixa M. Ezek utdn érthetévé valik, hogy
miért érdeklédott ezen matrixok irant Kirchoff. O (mint minden fizikus) nyilvan
természetesnek vette, hogy grafunk Osszefliggs. A rang meghatarozésa szaméara per-
sze azt a kérdést jelentette, hogy: ,,Az Osszes csomoponti torvény koézott milyen
Osszefiiggések vannak, koziiliikk hény tekinthet§ fiiggetlennek, amelyek meghataroz-
zdk a tobbit is?” A rangra vonatkoz6 eredményiink azt adta, hogy a csomoéponti
torvények koziil barmelyik |V (G)| — 1 darab fiiggetlen és meghatarozza a fel nem irt
csomoponti torvényt (feltessziik, hogy G sszefiiggd).

Egy konkrét aramkornél persze csak a fliggetlen torvényeket irjuk fel. Ezek
métrixa az Mé’” méatrix.

Mielstt tovabbhaladnank nézziik meg az MG?T(MG?’")T szorzatmatrixot kozelebb-
rl. Ezen matrix altalanos, (u,v) indext eleme M 2" u-adik sordnak ¢és (Mg, T v-edik
oszlopénak bels6 szorzata, azaz Mg" u-adik és v-edik sorainak bels6 szorzata. Ha
u # v, akkor a belsGszorzat (a megfelel6 koordinatak szorzatainak Osszege) az u és
v kozotti élek szamanak (—1)-szerese. Ugyanis csak azok az elemek lesznek 0-t6l
kiilénbozsk az 6sszegben, ahol mindkét vektor megfelels eleme egyszerre nemzéro,
ami pontosan akkor fordul el6, ha fut egy L; él u-bol v-be vagy v-bél u-ba. Mindkét
esetben ez az él (—1)-gyel jarul hozza az 6sszeghez (az elsd esetben (—1)(+1)-gyel,
a masodikban (+1)(—1)-gyel). Ha pedig u = v, akkor ez a bels szorzat d(u) lesz:
Akar u-bol indult, akar u-be befutott egy él, ezt az informéaciot jelzé (—1)-es vagy
(+1)-es a belsé szorzatban négyzetre emelédik. Igy végiil minden u-ra illeszkeds él
1-et ad az Osszeghez.
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Osszefoglalva:

—(u és v kozotti élek szama)

d(u)

ha u # v

ha u=wv

(MZ"(M5")" )uw = {

Igy a Kirchoff tétel egy 1j alakjahoz jutottunk:
9. Tétel (Kirchoff-tétel, Il. alak). A feszitéfik szama G-ben det(D™" — AZ"),

ahol D a fokszimokat tartalmazo diagonlds mdtriz, Ag pedig grifunk szomszédsdgi
mdatriza. (A —r felsd index arra emlékeztet, hogy csak az r-tdl kilonbézd csicsok
szamitanak, specialisan mdtrizaink mérete (|V]| —1) x ([V] —=1).)

Kirchoff tételébdl konnyen adodik a Cayley-formula.

10. Kévetkezmény (Cayley tétele). K, -nek (azn ponti teljes grafnak) n"~2 darab
feszitdfdja van, azaz a {vy,...,v,} csicshalmazon n™2 darab fa van.

Bizonyitas. Kirchoff tételét a G = K, speciélis esetre felirva adodik a kivant allitas:

n—1 -1 -1 -1 =1
-1 n-—-1 -1 —1 —1
-1 -1 n-1 —1
K, feszit6fainak szama = det .
-1 -1 -1 n—1 -1
-1 -1 -1 S SRR | PR,

A determinans kiszamitasdhoz matrixunkon olyan atalakitasokat végziink, ame-
lyek nem valtoztatjak meg a determinans értékét. ElGszor a masodiktol kezdve az

Osszes sort hozzaadjuk az elsé sorhoz. Majd az 1j els6 sort adjuk hozza az Gsszes
tobbihez:

(41 +1 41 +1 41 ]
1 n—-1 -1 -1 -1
-1 -1 n-1 -1 -1
K, feszit6fainak szdma =det | . ) ) . =

-1 -1 -1 n—1 -1
-1 -1 -1 -1 n—1]
1 1 1 1 1]
0n 0 0 0
00 n 0 0 )

=det | =n"
000 n 0
0 0 0 0 n

hiszen fels§ triangularis matrix determinansa a f6atlon 1évé elemek szorzata, a fGat-
l6n pedig egy darab 1-es és n — 2-es darab n szerepel.
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4. + A Cauchy—Binet-féle formula bizonyitasa

A teljesség kedvéért vazoljuk a Cauchy—Binet-formula bizonyitasat.
Tekintsiik az alabbi determinénst:
S o
| =
D=det| S{ 0 A
o{B" ‘ 1

)

ahol az A ¢s B (k6z0s méretii) matrixok sorait az S, oszlopait a O halmazzal azono-
sitottuk. Feltehets, hogy S = [n] = {1,2,...,n} és O = [m] ={1,2,...,m}. A D
matrix sorai és oszlopai is SUO-val azonosithatok. Vigyaznunk kell mert az [n] és
[m] halmazok nem diszjunktak igy igazabol 1 indexii sorbol kettd van: 1g és 1p. A
D matrix elsd soranak indexe az S-beli 1. A O-beli 1-nek megfelel§ sor a D matrix
(n + 1)-edik sora.

D elsé kifejtése: Hasznéljuk a Laplace-tételt és fejtsiik ki D-t az els6 n sora szerint:

D =) (~1)==irer®Hh) det A[F] - det(B”|I)[F.

FCO

|Fl=n
Az n elemt oszlophalmaz nem fut végig SUO osszes n elemt részhalmazan. A kiha-
gyott tagoknak megfelel§ szorzat els§ tényezGjének matrixaban van 0 oszlop, azaz
determinénsa 0, a szorzat szummahoz valé hozzajarulasa 0. A Laplace-formulaban
szerepld elGjelek a kivalasztott részmétrix sorainak, oszlopainak indexeitdl fiigg. Mi-
vel F' C O, ezért egy f € F elemének megfelel§ oszlop D matrixdban az n + f-edik
oszlop.

A det(BT|I)[F] determinanst fejtsiik ki az els6 n oszlopa szerint. Egy matrix
tobb oszlopa szerinti kifejtésben ki kell venniink a kifejt6 oszlopok M métrixabol egy
F’ sorhalmaza altal meghatéarozott négyzetes részméatrixat. Jeloljik ezt [F']M-mel.
A formula:

det(B"|I[F] = Y (~1)=="t2rer S det[F'|B" - det[F'|I[F)

F'CO
|F/|=n

Konnyt latni, hogy a fenti 0sszegnek csupdn az az egy tagja lesz nemzérd, ahol
F'=F'. Ugyanis ha F' # I’ akkor I" # F, és az egységmatrix F' - ezek megfelel§
oszlopaibdl és F'-nak megfelel6 soraibol allo részmatrixban ekkor lesz csupa nulla

sor, ami azt jelenti, hogy det[F'|I[F] = 0. Ha F = F’, akkor det[F'|I[F| = 1. Ezért
a fenti egyenlGség az alabbi formulara redukalodik.

(=1) Xz Xrer f det[F]BT = (—1)==1 i+ 2ser f det(B[F])T = (—=1)%= 27 det B[F].
Innen

D= (—1)X=2Eer 4% et A[F)-det B[F] == Y _ (—1)" det A[F]-det B[F],

FCO FCO
|F|=n |Fl=n

hiszen —1 kitevSjében a paros tagok elhagyhatok és az n? tag a vele azonos paritast
n-re cserélhetd.

D masodik kifejtése.
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[0 0 [ain ap A1m

0 0 aj1  aj2 Qjm

D = det 0 0 Ap1  QAp2 Qpm
b12 b2 | 0 1 0
L blm bnm 0 0 1

Atalakitjuk a determinanst gy, hogy a j sorhoz (1 < j < m) hozzdadjuk az els6
O-sor —aji-szeresét, a masodik O-sor —ajo-szeresét, és igy tovabb. Ezen elemi

atalakitasok utan a kovetkezs Osszefiiggéshez jutunk

D = det

C11 cip, |0 0 0
Cj1 Cin 0 0 0
Cn1 Cnn 0 0 0
b11 b,y |1 O 0
bio bpo |0 1 0

ahol az atalakitott matrix bal felsg sarkdban szerepld C' méatrix u-adik soranak v-edik
eleme éppen A u-adik sorvektoranak és BT v-edik oszlopvektoranak belss szorzata-
nak ellentettje, azaz C' = —A - BT, Igy

D = det {%ﬁ] =det C = det(—A- BY) = (—1)"det A- BT.

A két kifejtés eredményét Osszevetve kapjuk a Cauchy-Binet-féle tételt.
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